Inégalités de Holder et Minkowski

Niveau : APPROFONDIR LA TERMINALE S
Difficulté : moyenne

Durée : Un peu moins d’une heure

Rubrique(s) : Fonctions, Inégalités

Exercice 1.
1) Montrer par un calcul simple que pour tout (z,y) € (Ry)?, zy < (2% + ¢?).
2) Nous allons généraliser la relation précédente a d’autres puissances. Soient (p,q) €
(R%)? tels que & + ¢ = 1.

a) Montrer que p > 1.

b) On suppose que p > 1. Montrer que pour tout (x,%) € (R;)?, zy < %a:p + %yq.
3) Soient (p,q) € (Ri)Q tels que ;17 + % = 1. Soient z1,...,Zyn, Y1, ..., yn des réels, ol
n € N*.

a) Montrer que pour tous réels tq, ..., t,, on a |t; + ... + | < |t1] + ... + |tn].

ot lzn Py |7 fyn

s .

c) Soit A € R, Que devient I'inégalité précédente si on remplace tous les z; par Ax;

b) Montrer que |z1y1 + ... + Zpyn| < |z P+

et tous les y; par %yl ?
d) Choisir judicieusement A pour avoir

1 1
21y + A 2yl < (21l + o4 fznP)7 (] +fynlT) 7

Cette derniére inégalité est appelée inégalité de Holder.

4) Soient 1, ..., Tpn , Y1, ..., Yn des réels, oi n € N* et p €]1, +o00].
a) Montrer que pour tout k € [1,n], |vx + yr|P < 2|2k + yeP~1 + |yel|lze + yr/P~L
b) Montrer que :

lz1 ||z 4y [P A 2 |2y P < (2 P+ |xn\”)% (|lzr + 1P + oo+ |on + ynlp)l_%
et
il P eyl vl < (9al? + o+ Jyal?)? (o1 + 91?4 oo+ L2 + yal?) 77
¢) En déduire I'inégalité de Minkowski :
(21 + 91l + oot + 9alP)7 < (@1 + oo+ lal?) 7 + (1l + o+ 9l

Indications et Commentaires :
Exercice 2.

1) Utiliser (z —y)? > 0.

2)



b) Fixer y et étudier la fonction z +— %mp + %yq — xy sur Ry.
3.a) Montrer ceci par récurrence.
d) Faire en sorte d’avoir A (|z1]” + ... + [2a|?) = 55 (Jy1]® + ... + [ya]?).

4.a) Remarquer que |z + yx|? = |zx + yk|p71|xk + Y.

b) Pour la premiére inégalité, utiliser I'inégalité de Hélder avec ¢ = ﬁ et les réels |z1],...,|zn| et
|1'1 + y1|p_17 L) ‘xn + yn|p_1~
Corrections.

Exercice 2.

1) Ona (x — )% >0, ie z? +y? — 22y > 0, soit encore 2zy < 2 + y?, d’oi zy < %(az2 +9%).
2.a) Ona %—i—% = 1. Comme q est strictement positif, ceci implique que % < 1. Par stricte décroissance
de la fonction inverse sur RY , on obtient bien p > 1.

b) On fixe y € Ry quelconque et on étudie la fonction f : x %xp + %yq —zy sur Ry, Si y est nul,
cette fonction est toujours positive. Supposons que y soit dans R’} . Cette fonction est dérivable sur RY
et on a

vz € RY, flz)=a""" —y,

y étant considéré comme une constante.
Puisque p > 1, la fonction x — zP~" est strictement croissante sur R} et donc f’ est aussi strictement

croissante sur ce méme intervalle. f’ s’annulant en y?»-1, on obtient le tableau de variations suivant :

T
z |0 yr-1 +00
(@) || - 0+
yq
T 00
f(z)
1
f (yﬁ)
p
_ . _1_ p—1 q _1_ q q _1 49
Or é = 1—% = %, donc ¢ = ﬁ. Par conséquent, f (ypfl) = %-F%—y”’ly = y?-l-y?—y”*ﬁr =

Yl -y =y -y =0

Ainsi, sur R4 la fonction f admet un minimum qui vaut zéro, ce qui assure que f est positive sur Ry .
On a donc pour tout (z,y) € (R+)?, > a? + 2 y? —zy > 0, soit encore ¥ + - y? > zy.

3.a) Montrons ceci par récurrence. Soit P(n) la proposition : pour tous réels ti,...,t,, on a
[t1 4+ .. + tn| < 1| + ...+ [ta].

P(1) est évidente. Montrons P(2). Soient t1,t2 deux réels. On a t1t2 < [tit2| = |t1][t2|. Par conséquent,
12 413 + tite <3+ t3 4 [ta]|t2] = [t1)? + |t2|> + |t1]]t2]- On a donc prouvé que (t1 + t2)? < (|t1] + |t2])%.
Par la croissance de la fonction racine, ceci nous donne l'inégalité \/(t1 + t2)2 < \/([t1] + [t2])2 et donc
11+ 2] < [[ta] + lizl| = [ta] + [to].

Soit n € N* et supposons que P(n) est satisfaite. Montrons P(n + 1). Soient ¢1, ..., tn+1 des réels.

On pose u =t1 + ... + tn. On a |t1 + ... + tn + tng1| = |u+ tnt1| < |u| + |tnt1], grace & P(2). Grace a
P(n), on a |u| < |t1] + ... + [tn|. On arrive ainsi & [t1 + ... + tn + tng1] < |t1] + ..o + |tn]| + [tnt1], o
P(n+ 1), ce qui achéve la récurrence.

b) On sait que |z1y1 + ... + Tnyn| < [T191] + oo + |Toyn| = [21]|y2] + ... + |Tn||yn|. Par ailleurs, pour
tout k € [1,n], on a |zk||ys| < % + ‘y’;‘q. On obtient donc |z1||y1| + ... + |zn||yn| < W +
lya]9+ . +lyn|

q

, d’oul le résultat.

IAz1\p+;+|Azn\p +

c) On obtient |ziy1 + ... + Tayn| = [(Az1) (§y1) + . + (Azn) (iyn)| <

1 q 1 q
[Roa["+t|3vnl® _ yplealPetlonl® | 1 Jua%tlynl
q - p T e q

il ot feal?

. On peut donc conclure que

B
X q ’

|z1y1 + ... + Tnyn| < +



d) Si tous les x; ou tous les y; sont nuls, alors I'inégalité de Holder est immédiate. Supposons que

tous les z; ne sont pas nuls et que tous les y; ne sont pas nuls.

1 Jyil%+.tlynl?
Aq q
allons utiliser la relation % + % = 1. Mais pour pouvoir utiliser ceci, nous allons choisir A de sorte

que A(|z1[” + ... + &nl?) = 55 ([11]? + ... + [yn|?). Autrement dit, on pose AP+ = %, ie.

P P
Pour transformer la somme des deux termes \? 21l +‘I'7‘+‘x"‘ + en un seul terme, nous

1
N = (w1lTetlyn | 7
- 1

(|21 [P 4.t |z, |P) PE
sont pas nuls, alors |z1|P + ... + |zn|P et |y1|” + ... + |yn|? sont strictement positifs et A est bien défini et

strictement positif. En remplagant dans 'inégalité, on arrive a

. Vu que 'on a supposé que tous les x; ne sont pas nuls et que tous les y; ne

1 _p_ __p_
|Z1y1 + o+ Tyn| < g(lyllq I  (FY LA P L b e

1 _a_ __q_
+ g(|x1|p F ot 2aP) 7 (Jya |7+ o+ JyalT) TP
Mais nous savons que r— = ﬁﬁ = é. De méme, on montre facilement que —f- = %. Enfin, on a
_ 49 _—_p _1 & _p _1 i
1 4a = prg — g b de méme 1 e = o On obtient donc
1 1 » oy q a2t
lZ1y1 + ...Znyn| < i (lz2]” + oo A |z ") % (Jga* + o 4 lyn]®) @

Q=

1
= (lzal” + o+ |zal”)? (2] + o Jynl?)

4.a) Soit k € [1,n]. On a |zk + ykl? = |2k + ykl? ok + ykl < |z + yel? 7 (2] + |ys])-
b) Soit ¢ € R* tel que % + % = 1, ce qui revient a poser ¢ = _P5. Grace a linégalité de Holder
appliquée a |21, ..., |Tn| et |z1 + 1P, ..., |20 + yn P, on peut écrire

1
— — 1 _ _ q
jwallan 5P e wallon +yal” T < (21 4+t el (Jor ]P0

Or, p—1)g=pet1— % = %, ce qui nous donne la premiére inégalité. La deuxiéme s’obtient de la
méme maniére en échangeant les roles des z; et des y;.
¢) En sommant les deux inégalités précédentes et en utilisant la question 4.a), on arrive a

1 _1
|21+ 1P 4 o+ |20+ unl? < (217 + oo+ [2a]P)? (21 +31]7 + oo+ 20 +yal?) 7

1

+ (gl + e+ 1) 7 (21 + 1]+ e e+ yal?) 7
et donc
21+ y1lP + oo [T+ Unl” < (214 0[P+ e+ |20+ yalP) T
x ((lfmlp Fot [2al?) + (] + e+ |yn|P)%) ‘

Si|z1+y1|P+... 4+ |xn +yn|P = 0, alors 'inégalité voulue est immédiate. Sinon, on peut diviser I'inégalité
1
précédente par (|21 + 1P + ... + |Zn + yn|?)' "7 pour obtenir 'inégalité de Minkowski.
O
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