Décomposition de fractions en éléments simples

N. Jacquet

Niveau : DE LA TERMINALE AUX MATHS DU SUPERIEUR

Difficulté : Moyenne
Durée : 1h a 1h30

Rubrique(s) : Algebre (fractions rationnelles, systémes linéaires)

Exercice 1. Nous allons faire la décomposition en éléments simples de la fraction ra-

tionnelle
f@) = ——
z(r+1)
sous la forme ;
a
f) = z + x+1’

oll a et b sont deux nombres réels 4 déterminer.

1) Déterminer a et b de deux facons différentes :

— en regroupant au meéme dénominateur les deux termes de droite de ’égalité puis en
identifiant terme & terme.

— en calculant la limite de f(x) X z en 0 puis la limite de f(z) X (z+ 1) en —1

2) En déduire la limite de la suite
n
1
tn = ; Kk + 1)

Indications et Commentaires : Plus généralement, considérons la fraction rationnelle

P(z)
f@) = 7"
Hi:l(:r - ;)
ol P est un polynome de degré strictement inférieur & n et x1, ..., z,, sont des nombres complexes deux a
deux distincts. On dit alors qu’il y a seulement des poles simples et la fraction se décompose en éléments

simples de la facon suivante

ai a2 Gan

flz) =

+ + ...+
r—x1 T — X2 T — Tn

Les valeurs des a; peuvent étre facilement obtenues par la technique de multiplication (la deuxiéme
méthode de exercice, plus simple et rapide)
P(x))

aj = lim (z — ;) f(z) =

s

(z; — )

S

W
&,

Ces décompositions en éléments simples sont bien pratiques, par exemple pour trouver des limites comme
dans la derniére question, et surtout pour intégrer comme nous le verrons ensuite.

En fait, nous avons supposé pour l'instant qu’une telle décomposition existe, puis nous avons cherché
4 identifier les valeurs des coefficients. L’existence-méme de ces décompositions nécessite de retrousser
encore un peu ses manches. Dans le cas de « poles simples », il suffit de vérifier que ¢a marche une fois



qu’on a trouvé le résultat, c’est a dire que le terme de droite réduit au méme dénominateur coincide bien
avec le terme de gauche. Nous sommes amenés pour cela & montrer que deux polynomes sont égaux, et
il suffit de montrer qu’ils sont égaux en un nombre suffisamment grand de points .... Les points z; sont
tout indiqués : & vous de jouer!

Corrections.

1) Méthode 1. On identifie en réduisant au méme dénominateur le membre de droite

a b a(z+1) + bz

4 = =7

z x+1 z(x + 1)
_ (a+bx+a
B z(zx+1)

Cette fraction rationelle est égale a f(x) ssi
a+b=0 et a=1.
En effet deux polynomes sont égaux ssi leur coefficients de méme degré sont égaux deux & deux. On

obtient donc ici

Méthode 2. On considére

1
flz)z = Pl +
et en faisant tendre x vers zéro, on obtient
1=a.

De maniére similaire en faisant tendre = vers —1 dans I’égalité

1 a(z+1)
1N=== 7
f@)(@z+1) =~ ——+b,
on obtient
—1=10.

2) On utilise la question précédente pour écrire que pour tout k > 1,
1 1 1
= —7"-—~=>-—- ——.
F(k) k(k+1) k

En sommant ces égalités pour k =1,...,n,

Il
bl
Il 3
—

7 N
i
|

N
+ | =
—
~

= 1
“"‘kz::lk(kﬂ)

On a ici une somme téléscopique, c’est a dire :

1 1+1 1+1 TR 1+1 1 1
Un ==—=+-—=+ = ——4=— =1- .
12 2 3 3 n n n+l n+1
Or 1/(n + 1) tend vers zéro quand n tend vers 'infini. Donc u,, tend vers 1 quand n — co. O

Exercice 2. Nous allons faire la décomposition éléments simples de la fraction rationnelle

suivante
1 a b c

@) = s~z Tari T e e

oll a, b et c sont trois nombres réels & déterminer. Pour cela, nous proposons plusieurs

méthodes.

1) Déterminer a, b et ¢ en regroupant au méme dénominateur les deux termes de droite
de I’égalité puis en identifiant terme & terme.

2.a) Déterminer a et c en calculant la limite de f(z)xx en 0 puis la limite de f(z)x (z+1)?
en —1.
2.b) Déterminer b par deux méthodes différentes :



— en considérant la fraction rationelle

a c
— en considérant

lim xf(x).

Tr—r00

2.c) Quelle méthode vous semble la plus rapide pour calculer a,b,c?

/12 f(x)dz.

Indications et Commentaires : 2.a) Réduire la fraction g au méme dénominateur en remplagant a
et ¢ par leurs valeurs et identifier le résultat a b/(z + 1).

3) En déduire la valeur de

Corrections.

1) Réduisons au méme dénominateur :

e b + c _ a(x +1)% +bx(z 4+ 1) +cx

z x+1 (z+1)2 z(x 4 1)2

az? 4 2ax + a + bx® + bz + cx
z(z+1)2

(a+b)z*+(2a+b+c)z+a
x(z +1)2 '

En identifiant & f(z), les coefficients des polynémes du numeérateur sont égaux et donc

a+b=0, b=—-a=-1
2a+b+c=0, c=—-2a—-b=-1
a=1
Donca=1,b=—-1et c=—1.
2.a) Multiplions f par z :
of(a) = — L gy P
(x4 1)2 z+1  (z+1)2

Donc en faisant tendre x vers 0, on obtient 1 = a. De méme, en multipliant f par (z + 1)2 :

1 +1)2
(x4 1)°f(x) = o= % +bz+1)+ec.
Donc en faisant tendre x vers —1, on obtient —1 = c.
2.b) Premiére méthode.
a c
1 1 1

z(x+1)2 z (z+1)2
1—(z+1)*+x
z(x 4+ 1)2
(z+1)(1—(z+1))
z(x +1)2




et en identifiant (ici, il suffit de considérer x = 1), on obtient b = —1.

Seconde méthode. En multipliant (encore) par x :

bx cr

a+x+1+(;r+1)2

xf(m):m:

et en faisant tendre x vers l'infini, on obtient
0=a+b, doncb=—a=-1.

2.c) La seconde méthode est ici un peu plus rapide, mais elle ne permet pas toujours de conclure,
comme on le voit dans ’exercice suivant.

3) On utilise la décomposition en éléments simples établie précédemment :

1 1 1

z z+1 (z+41)2

et en intégrant cette identité et en utilisant la linéarité de l’intégrale, on obtient
2 2
1 1 1
de = - —= |d
ﬂjfw)x %ﬁ(m v 41 (x+1V) ’
2 2 2
- / Law - def/ SR
1z 1 e+l 1 (+1)?

= [lnz]? - [ln(z—&—l)]f—{ -1 r

x4+ 1 1
= ln2—ln1—(ln3—ln2)+(%—%>

1
= 2In24+In3— —.
n2+lIn 6

Exercice 3. Pour finir, effectuons la décomposition en éléments simples suivante

fay= 5+ =0y b, e, d
C22(z+1)2 oz 2?2 1 (p+1)2

ou a, b, cet dsont quatre nombres réels & déterminer.

1) Déterminer b et d en utilisant les limites de f(z)xx? en 0 puis la limite de f(x)x (z—1)?
en 1.

2) Déterminer les valeurs de a et ¢ par deux méthodes différentes :
— en décomposant la fraction rationnelle suivante en éléments simples (comme dans le
premier exercice)

oL b
R = 22(x+1)2 22 (x+1)%
— en utilisant

lim zf(z) et f(—1).

T—r00

3) En déduire pour tout ¢t > 1 la valeur de

t 1
——dx.
/1 22(z+1)2 *



Indications et Commentaires : 2.a) Réduire la fraction rationnelle g au méme dénominateur puis la
décomposer en éléments simples comme dans le premier exercice (c’est & dire en considérant les limites
de zg(x) en 0 puis la limite de (z — 1)g(z) en 1). Il ne reste plus alors qu’a identifier avec

a c

g(m):;+x+1.

Dans cet exercice, on voit sur un cas particulier comment on peut décomposer en éléments simples une
fraction rationnelle qui n’a pas que des poles simples comme dans le premier exercice. Soit

o P
S ) G

ot {z;:4=1...n} sont des nombres complexes deux a deux distincts et k1, ..., k, € N*.
Si le degré du numeérateur P est strictement inférieur au degré du dénominateur > 7 | k;, alors

f(z) = [7‘“’1 4ok ]Jr{ e . H

T — T (z —x1)k2 T — T2 (z — mp)k2
An,1 An, k.,
oot L_xn (m_mn)k”}

Si le degré du numérateur est supérieur ou égal a celui du dénominateur, on peut se ramener & la situation
précédente en faisant une division euclidienne du polynéme au numérateur par celui au dénominateur.

Corrections.

1) On commence maintenant a étre rompu a cette technique :

cxr dzr
+

_M®
z+1  (z+1)2

VI I
li ") = i 7oy = 1= a4t

donc b = 1. De méme,

. spn oL a@+1)? b+ 1)?
47700 = i, =1 i, S

et donc d = 1.

+e(z+1)+d=d

2) Méthode 1. On réduit au méme dénominateur :

S S S
9 22z +1)2 22 (z+1)2
1 1 1

1—(z+1)%—2?
z2(x 4+ 1)2
—22% — 2x
z?(xz +1)2
—2z(z+1)
z?(x 4+ 1)2
-2

z(x + 1)
Or, grace au premier exercice nous savons déja décomposer
1 1 1

z(z+1) =z x+1

et nous obtenons donc

—2 2 a c
g(z) = —

z  z+1 =z xz+1
Ainsi, les valeurs cherchées sont a = —2 et ¢ = 2.

Méthode 2. En multipliant par x, nous obtenons

1 *a+é+ cr n dzx
B z x+1 (z+1)2




Ensuite, en prenant la limite quand x tend vers I'infini dans cette expression, nous en déduisons

0O=a+ec.

Enfin, en considérant f(1), nous avons

d a

Z:a"rl_ +

[\]
N

1 c

et donc

3) Utilisons la décomposition en éléments simples :

2 1 2 1

@ =t et e wrr

En intégrant cette identité et en utilisant la linéarité de ’intégrale, on obtient

" f@)a g [ Laer [ [ _a
s = = [ S e [t [ et

= —2[Inz]] + {jl +2[In(z + 1)]§ + {%ﬂ

)

1 11
— 2lnt— 4142 +1) 224+ — — -
nt— g+ la2n{t 1) =224 5o - o
1 1
= 2(t+1)—2lnt— ——— —2In2+ -
nt+1) =2t =gy — 22+ 5
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