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I

Espaces probabilisés

I.1 Dénombrement

Exercice 1.1.
On tire au hasard deux cartes dans un jeu de 52 cartes.

1. Quelle est la probabilité pour que la couleur des deux cartes soit pique ?

2. Quelle est la probabilité pour que les deux cartes ne soient pas de la méme
couleur (pique, cceur, carreau, treéfle) ?

3. Quelle est la probabilité pour que la premiere carte soit un pique et la seconde
un ceeur ?

4. Quelle est la probabilité pour qu’il y ait un pique et un ceeur ?

5. Quelle est la probabilité pour qu’il y ait un pique et un as?

Exercice 1.2.

Le joueur A possede deux dés a six faces, et le joueur B posséde un dé a douze
faces. Le joueur qui fait le plus grand score remporte la mise (match nul si égalité).
Calculer la probabilité que A gagne et la probabilité d’avoir un match nul. Le jeu
est-il équilibré ?

JAN

Exercice 1.3.
On considere une classe de n éleves. On suppose qu’il n’y a pas d’année bissextile.

1. Quelle est la probabilité, p,, pour que deux éleéves au moins aient la méme date
d’anniversaire ? Trouver le plus petit entier n; tel que p,, > 0.5. Calculer psg6.

2. Quelle est la probabilité, ¢,, pour qu’au moins un éleve ait la méme date
d’anniversaire que Socrate ? Calculer g, et gs¢6-



I Espaces probabilisés

Exercice 1.4.

Eugene et Diogene ont I’habitude de se retrouver chaque semaine autour d’'un verre
et de décider a pile ou face qui regle 'addition. Eugene se lamente d’avoir payé
les quatre dernieres additions et Diogene, pour faire plaisir a son ami, propose de
modifier exceptionnellement la regle : “Eugene, tu vas lancer la piece cing fois et
tu ne paieras que si on observe une suite d’au moins trois piles consécutifs ou d’au
moins trois faces consécutives”. Eugene se félicite d’avoir un si bon ami. A tort ou
a raison ?

A

Exercice 1.5.
Une urne contient r boules rouges et b boules bleues.

1. On tire avec remise p € N* boules. Calculer la probabilité pour qu’il y ait p,
boules rouges et p, boules bleues (p, + p, = p).

2. On tire sans remise p < r 4+ b boules. Calculer la probabilité pour qu’il y ait
pr boules rouges et p, boules bleues (p, <, pp < b et p. + pp = p).

3. Calculer, dans les deux cas, les probabilités limites quand » — oo, b — o0 et
r/(b+r)— 6 €]0,1].
A

1.2 Formule du crible et applications

Exercice 1.6.
La formule du crible. Soit A1, -, A, des événements.

1. Montrer que P(A; U Ag) = P(A1) + P(A2) — P(A; N Ag).

2. Montrer la formule du crible par récurrence.
n n
P (U Ai> => (=Pt YT P4 NN A, (I.1)
=1 p=1 1<i1 < <ip<n

3. Inégalités de Bonferroni. Montrer, par récurrence sur n, que pour 1 < m < n,

S Y A N4y
p=1 1<ii<-<ip<n

est une majoration (resp. minoration) de P(J;"_; A;) lorsque m est impair (resp.
pair).

10



1.2 Formule du crible et applications

A

Exercice 1.7.
Afin de savoir si les éleves travaillent indépendamment ou en groupe, un enseignant
donne m exercices a une classe de n éleves et demande a chaque éleve de choisir &k

exercices parmi les m.

1.

Calculer la probabilité pour que les éleves aient tous choisi une combinaison
fixée de k exercices.

. Calculer la probabilité pour que tous les éleves aient choisi les kK mémes exer-

cices.

. Calculer la probabilité pour qu'une combinaison fixée a ’avance, n’ait pas été

choisie.

Calculer la probabilité pour qu’il existe au moins une combinaison de k exer-
cices qui n’ait pas été choisie. (On utilisera la formule du crible (I.1), cf. exercice
1.6)

. AN. Donner les résultats pour n = 20, m = 4, k = 2. Comparer les valeurs

pour les questions 1 et 2 puis 3 et 4. Que peut dire I'enseignant si tous les
éleves ont choisit la méme combinaison de 2 exercices ?

A

Exercice 1.8.
On utilise dans cet exercice la formule du crible (I.1) (cf exercice 1.6). Soit 1 < k <

n.

1. Calculer a I’aide de la formule du crible le nombre de surjections de {1,--- ,n}

2. En déduire {

dans {1,--- ,k}.
n

k:}’ le nombre de partitions d’un ensemble a n éléments en k sous-

ensembles non vides. Les nombres {Z} sont appelés les nombres de Stirling de

deuxiéme espece.

3. Montrer que

S e R R R R

Exercice 1.9.
On utilise dans cet exercice la formule du crible (I.1) (cf exercice 1.6).

11



I Espaces probabilisés

1. Pour féter leur réussite & un concours, n étudiants se donnent rendez-vous dans
un chalet. En entrant chaque personne dépose sa veste dans un vestiaire. Au
petit matin, quand les esprits ne sont plus clairs, chacun prend au hasard une
veste. Quelle est la probabilité pour qu’une personne au moins ait sa propre
veste 7

2. En déduire le nombre de permutations de {1,...,n} sans point fixe (probleme
formulé par P. R. de Montmort en 1708)?

3. En s’inspirant de la question 1, calculer la probabilité m, (k) pour que k per-
sonnes exactement aient leur propre veste.

4. Calculer la limite 7(k) de m,(k) quand n tend vers l'infini. Vérifier que la
famille (7(k), k € N) détermine une probabilité sur N. Il s’agit en fait de la loi
de Poisson.

A

1.3 Probabilités conditionnelles

Exercice 1.10.
On suppose que 'on a autant de chance d’avoir une fille ou un garcgon a la naissance.
Votre voisin de palier vous dit qu’il a deux enfants.

1. Quelle est la probabilité qu’il ait au moins un garcon ?

2. Quelle est la probabilité qu’il ait un garcon, sachant que ’ainée est une fille 7
3. Quelle est la probabilité qu’il ait un garcon, sachant qu’il a au moins une fille ?
4

. Vous téléphonez a votre voisin. Une fille décroche le téléphone. Vous savez que
dans les familles avec un garcon et une fille, la fille décroche le téléphone avec
probabilité p, quelle est la probabilité que votre voisin ait un garcon ?

5. Vous sonnez a la porte de votre voisin. Une fille ouvre la porte. Sachant que
Painé(e) ouvre la porte avec probabilité p, et ce indépendamment de la répar-
tition de la famille, quelle est la probabilité que votre voisin ait un garcon ?

A

Exercice 1.11.

Les laboratoires pharmaceutiques indiquent pour chaque test sa sensibilité o, qui
est la probabilité que le test soit positif si le sujet est malade, et sa spécificité 3, qui
est la probabilité que le test soit négatif si le sujet est sain. Sachant qu’en moyenne

! Voir L. Takacs (The problem of coincidences, Arch. Hist. Ezact Sci. 21 :3 (1980), 229-244)
pour une étude historique du probleme des coincidences vu par les probabilistes.
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1.3 Probabilités conditionnelles

il y a un malade sur 1000 personnes, calculer la probabilité pour que vous soyez
un sujet sain alors que votre test est positif, avec a = 98% et 3 = 97%. Calculer
la probabilité d’étre malade alors que le test est négatif. Commentaire.

YA\

Exercice 1.12.

Le géne qui détermine la couleur bleue des yeux est récessif. Pour avoir les yeux
bleus, il faut donc avoir le génotype bb. Les génotypes mm et brn donnent des yeux
marron. On suppose que les parents transmettent indifféremment un de leurs genes
a leurs enfants. La sceur et la femme d’Adrien ont les yeux bleus, mais ses parents
ont les yeux marron.

1. Quelle est la probabilité pour qu’Adrien ait les yeux bleus ?

2. Quelle est la probabilité que le premier enfant d’Adrien ait les yeux bleus
sachant qu’Adrien a les yeux marron ?

3. Quelle est la probabilité pour que le deuxieme enfant d’Adrien ait les yeux
bleus sachant que le premier a les yeux marron ?

4. Comment expliquez-vous la différence des résultats entre les deux dernieres
questions ?

JAN

Exercice 1.13.

Paradoxe de Bertrand (1889). On considere trois cartes : une avec les deux faces
rouges, une avec les deux faces blanches, et une avec une face rouge et une face
blanche. On tire une carte au hasard. On expose une face au hasard. Elle est rouge.
Parieriez-vous que la face cachée est blanche ? Pour vous aider dans votre choix :

1. Déterminer ’espace de probabilité.
2. Calculer la probabilité que la face cachée soit blanche sachant que la face visible
est rouge.
A

Exercice 1.14.

Le probleme qui suit est inspiré du jeu télévisé américain “Let’s Make a Deal”
(1963-1977) présenté par Monty Hall?>. On consideére trois portes : A, B et C.
Derriere I'une d’entre elles se trouve un cadeau et rien derriere les deux autres.
Vous choisissez au hasard une des trois portes sans ['ouvrir, par exemple la porte A.
A ce moment-la, le présentateur, qui sait derriere quelle porte se trouve le cadeau,

2 Voir le site Wikipedia http://en.wikipedia.org/wiki/Monty_Hall_problem.

13



I Espaces probabilisés

ouvre une porte parmi les deux B et C, derriere laquelle il n’y a évidemment rien.
On vous propose alors de changer ou non de porte, le but étant d’ouvrir la porte
qui cache le cadeau afin de gagner. L’objectif de cet exercice est de déterminer

votre meilleure stratégie.

1.

14

On suppose que si le cadeau est derriere la porte A, alors le présentateur choisit
au hasard entre les deux autres portes. Calculer la probabilité pour que le
cadeau soit derriere la porte B sachant que le présentateur ouvre la porte C.
Que faites-vous ?

On suppose que si le cadeau est derriere la porte A, alors le présentateur choisit
systématiquement la porte B. Que faites-vous si le présentateur ouvre la porte
B (respectivement C') ?

Montrer que quelle que soit la valeur de la probabilité pour que le présentateur
ouvre la porte B (respectivement C') sachant que le cadeau est derriere la porte
A, vous avez intérét & changer de porte. En déduire que la meilleure stratégie
consiste a changer systématiquement de porte.

Une fois que le présentateur a ouvert une porte, et quel que soit le mécanisme
de son choix, vous tirez a pile ou face pour choisir si vous changez ou non
de porte. Quelle est votre probabilité de gagner le cadeau ? Vérifier que cette
stratégie est moins bonne que la précédente.

A



I1

Variables aléatoires discretes

I1.1 Exercices de manipulation

Exercice II.1.
Calculer les fonctions génératrices des lois usuelles : Bernoulli, binomiale, géomé-
trique et Poisson. En déduire leur moyenne et leur variance.

JAN

Exercice I1.2.

Soit X une variable aléatoire de loi de Poisson de parametre § > 0 : P(X = k) =

Hk
—0
(S H, kGN

1. Vérifier que est une variable aléatoire intégrable. Calculer E [—]

14+ X 14+ X
1

1+X)2+X)

1
t en déduire E | ——— .
} et en déduire [2+X]

2. Calculer E [

Exercice I1.3.
Un gardien de nuit doit ouvrir une porte dans le noir, avec n clefs dont une seule
est la bonne. On note X le nombre d’essais nécessaires pour trouver la bonne clef.

1. On suppose que le gardien essaie les clefs une a une sans utiliser deux fois la
méme. Donner la loi de X, son espérance et sa variance.

2. Lorsque le gardien est ivre, il mélange toutes les clefs a chaque tentative. Donner
la loi de X, son espérance et sa variance.

3. Le gardien est ivre un jour sur trois. Sachant qu’un jour n tentatives ont été

nécessaires pour ouvrir la porte, quelle est la probabilité que le gardien ait été
ivre ce jour 1a? Calculer la limite quand n tend vers I'infini.



II Variables aléatoires discretes

Exercice 11.4.
On jette 5 dés. Apres le premier lancer, on reprend et on lance les dés qui n’ont
pas donné de six, jusqu’a ce qu’on obtienne 5 six. Soit X le nombre de lancers

nécessaires.

1.
2.

3.

Calculer P(X < k) pour k € N.

Soit Y une variable & valeurs dans N. Montrer que

E[Y] = ip(y > k).
k=1

Combien de lancers sont nécessaires en moyenne pour obtenir les 5 six ?

Exercice I1.5.

Soit des variables aléatoires indépendantes X, de loi de Bernoulli de parametre
p €]0,1[, Y de loi géométrique de parametre a €]0,1[ et Z de loi de Poisson de
parametre 6 > 0.

1.
2.

Donner les fonctions génératrices de Y et Z.
Soit U la variable aléatoire égale a 0 si X =0, égale a Y si X = 1. Calculer la
fonction génératrice de U, en déduire E[U] et E[U?].
Soit V' la variable aléatoire égale a Y si X = 0, égale a Z si X = 1. Calculer la
fonction génératrice de V, en déduire E[V] et E[V?].

A

Exercice I1.6.

On pose 20 questions & un candidat. Pour chaque question k réponses sont propo-
sées dont une seule est la bonne. Le candidat choisit au hasard une des réponses
proposées.

1.

16

On lui attribue un point par bonne réponse. Soit X le nombre de points obtenus.
Quelle est la loi de X 7

Lorsque le candidat donne une mauvaise réponse, il peut choisir a nouveau une
des autres réponses proposées. On lui attribue alors % point par bonne réponse.
Soit Y le nombre de % points obtenus lors de ces seconds choix. Quelle est la
loi de Y7

Soit S le nombre total de points obtenus. Déterminer k£ pour que le candidat
obtienne en moyenne une note de 5 sur 20.



11.2 Jeu de pile ou face

A

Exercice I1.7.

On considere deux urnes contenant chacune R boules rouges et B boules bleues.
On note X le nombre de fois ou en retirant une boule de chacune des deux urnes,
elles n’ont pas la méme couleur. Les tirages sont sans remise.

1. Calculer la probabilité pour que lors du i-éme tirage, les deux boules n’aient
pas la méme couleur. En déduire E[X].

2. Calculer la loi de X. Est-il facile de calculer E[X] & partir de la loi de X ?
A

Exercice 11.8.
Une urne contient N boules numérotées de 1 & N. On tire n boules une & une avec
remise. Soit X et Y le plus petit et le plus grand des nombres obtenus.

1. Calculer P(X > z) pour tout = € {1,--- , N}. En déduire la loi de X.
2. Donner la loi de Y.
3. Calculer P (X > x,Y < y) pour tout (z,y) € {0,---, N}2. En déduire la loi du
couple (X,Y).
A

Exercice I1.9.

On désire répondre a la question suivante : Peut-on reproduire le résultat d’un

lancer d’un dé équilibré a onze faces, numérotées de 2 a 12, comme la somme d’un

lancer de deux dés a six faces, numérotées de 1 a 6, éventuellement différemment

biaisés ?

1. Soit X de loi uniforme sur {2,...,12}. Vérifier que la fonction génératrice de
X est un polynome. Quelles sont ses racines réelles ?

2. Etudier les racines de la fonction génératrice associée a la somme d’un lancer
de deux dés a six faces. Conclure.

A

I1.2 Jeu de pile ou face

Exercice I1.10.
Deux joueurs lancent une piece de monnaie parfaitement équilibrée n fois chacun.
Calculer la probabilité qu’ils obtiennent le méme nombre de fois pile.

JAN
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II Variables aléatoires discretes

Exercice II1.11.
Les boites d’allumettes de Banach!. Ce probleme est dii & H. Steinhaus (1887-1972)
qui le dédia a S. Banach (1892-1945), lui aussi grand fumeur.

Un fumeur a dans chacune de ses deux poches une boite d’allumettes qui
contient initialement N allumettes. A chaque fois qu’il veut fumer une cigarette,
il choisit au hasard une de ses deux poches et prend une allumette dans la boite
qui s’y trouve.

1. Lorsqu’il ne trouve plus d’allumette dans la boite qu’il a choisi, quelle est la
probabilité pour qu’il reste k£ allumettes dans ’autre boite ?

2. Le fumeur cherche alors une allumette dans son autre poche. Quelle est la
probabilité pour que 'autre boite soit vide, ce qui suffit & gacher la journée?
Application numérique : N = 20 (la boite plate), N = 40 (la petite boite).

JAN

Exercice I1.12.

On considére un jeu de pile ou face biaisé : les variables aléatoires (X,,,n € N*) sont
indépendantes et de méme loi de Bernoulli de parametre p €]0,1[: P(X,, =1) =p
et P(X,, = 0) = 1 —p. On note T} l'instant du k-ieme succes : 71 = inf{n >
1; X, =1} et pour k > 2,

Ty =inf{n > T)_; + 1; X,, = 1}.

1. Montrer que 17 et T, — T3 sont indépendants.

2. On pose Ty = 0. Montrer que 71 — Ty, To—T1, - - -, Ti11 — T} sont indépendantes
et de méme loi.

3. Calculer E[T}] et Var(T}).

4. Déterminer P(T}, = n) directement. Donner la fonction génératrice de T}. La
loi de T}, est appelée loi binomiale négative de parametre (k, p).

On possede une seconde piece de parametre p €]0,1[. On note 7 linstant du
premier succes de la seconde piece. On décide de jouer avec la premiére piece
jusqu’au 7-iéme succes (c’est-a-dire T7).

. Déterminer la loi de a 'aide des fonctions génératrices. Reconnaitre la loi
5. Dét la loi de T; a l’aide des fonct t R tre la 1

de T,.

6. Retrouver ce résultat a I’aide d’un raisonnement probabiliste sur les premiers
temps de succes.

A

L Feller, An introduction to probability theory and its applications, Vol. 1. Third ed. (1968). Wiley
& Sons.
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I1.3 Lois conditionnelles

Exercice I1.13.

On considére un jeu de pile ou face biaisé : les variables aléatoires (X,,,n € N*) sont

indépendantes et de méme loi de Bernoulli de parametre p €]0,1[: P(X,, =1) =p

et P(X,, =0) =1 — p. On considere le premier temps d’apparition de la séquence

10 : T =inf{n > 2; X,,_1 = 1, X,, = 0}, avec la convention inf () = +co.

1. Montrer que P(T < 4+00) = 1.

2. Calculer la loi de T', et montrer que T" a méme loi que U+ V ou U et V sont des
variables aléatoires indépendantes de loi géométrique de parametre respectif p
et 1 —p.

3. Trouver la fonction génératrice de 7.

4. Calculer la moyenne et la variance de T

Exercice 11.14.

Soit (X, > 1) une suite de variables aléatoires indépendantes de loi de Bernoulli
de parametre p €]0,1[, P(X,, = 1) = p et P(X,, =0) = 1 — p, et N une variable
aléatoire a valeurs dans N indépendante de (X,,,n > 1). On pose S =0si N =0
et S = Zszl Xj sinon. On désire déterminer les lois de N telles que les variables
S et N — S soient indépendantes. On note ¢ la fonction génératrice de N.

1. On suppose que la loi de N est la loi de Poisson de parametre § > 0 : P(N =
n

n) = — e~? pour n € N. Déterminer la loi de (S, N — S). Reconnaitre la loi de
n

S. Vérifier que S et N — S sont indépendants.

On suppose que S et N — S sont indépendants.

2. Monter que pour tout z € [—1,1], ¢(2) = ¢((1 — p) + pz)¢(p + (1 — p)z). On
pose h(z) = ¢/(2)/¢(z), pour z €]0, 1[. Montrer que h(z) = ph((1 —p) + pz) +
(1 =p)h(p+ (1 —p)2).

3. On suppose p = 1/2. Vérifier que h(z) = h((1 + 2)/2). En déduire que h(z) =
lim A(r), puis que soit N = 0 p.s., soit N suit une loi de Poisson.
r—1-

4. On suppose p €]0,1/2[. Montrer, en s’inspirant de la question précédente, que
soit N = 0 p.s., soit NN suit une loi de Poisson.

JAN

I1.3 Lois conditionnelles

Exercice I1.15.
Soit (X1, ..., X, ) une suite de variables aléatoires indépendantes de loi de Bernoulli
de parametre p €]0,1[. On note S, = > | X;.
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II Variables aléatoires discretes

1. Calculer la loi de (X1,...,X,,) conditionnellement & S,,.
2. Calculer la loi de X; conditionnellement & S,, (pour n > 7).

3. Les variables X; et X5 sont-elles indépendantes conditionnellement & S, (pour
n>2)7

A

Exercice I1.16.

Soit X et Y deux variables aléatoires indépendantes de loi géométrique de méme

parametre p €]0, 1].

1. Calculer les fonctions génératrices de X et de Y, en déduire cellede S = X +Y.
Calculer P(S = n) pour n € N.

2. Déterminer la loi de X sachant S. En déduire E[X|S].
3. Vérifier la formule E [E[X|S]] = E[X].

IT.4 Modélisation

Exercice I1.17.

Optimisation de couts. Le colt de dépistage de la maladie M a ’aide d’un test
sanguin est c. La probabilité qu'une personne soit atteinte de la maladie M est
p. Chaque personne est malade indépendamment des autres. Pour effectuer un
dépistage parmi N personnes, on propose les deux stratégies suivantes :

Stratégie 1 : Un test par personne.

Stratégie 2 : On suppose que N/n est entier et on regroupe les N personnes
en N/n groupes de n personnes. Par groupe, on mélange les prélevements
sanguins des n personnes et on effectue le test. Si on détecte la maladie M
dans le mélange, alors on refait un test sanguin pour chacune des n personnes.

Calculer le cout de la stratégie 1, puis le cott moyen de la stratégie 2. On
supposera np < 1, et on montrera que n ~ p_l/ 2 est une taille qui minimise
correctement le coit moyen de la stratégie 2. Quelle stratégie choisissez-vous?
Illustrer vos conclusions pour le cas ou p = 1%.

Cette démarche a été utilisée initialement par R. Dorfman?, durant la Seconde
Guerre mondiale, dans un programme commun avec I’United States Public Health
Service et le Selective Service System, afin de réformer les futurs appelés du contin-
gent ayant la syphilis (taux de syphilis en Amérique du nord : de lordre de 1%

2 The detection of defective numbers of large populations, Ann. Math. Statist. 14, 436-440 (1943).

20



1I.4 Modélisation

a 2% dans les années 1940 et de l'ordre de 5 & 20 pour 100 000 en 1990). De
nombreuses généralisations ont ensuite été étudiées.

A

Exercice I1.18.

On désire modéliser la loi du temps d’attente d’une panne de machine a 'aide
d’une lois sans mémoire : la probabilité pour que la machine tombe en panne apres
la date k + n sachant qu’elle fonctionne a l'instant n est indépendante de n. Plus
précisément, on dit qu’une variable aléatoire X a valeurs dans N est de loi sans
mémoire si P(X > k + n|X > n) est indépendant de n € N pour tout k € N.

1. Montrer que la loi géométrique de parametre p est sans mémoire.

2. Caractériser toutes les lois sans mémoire des variables aléatoires X & valeurs
dans N*. On pourra calculer P(X > 1+ n) en fonction de P(X > 1).

3. Caractériser toutes les lois sans mémoire des variables aléatoires X & valeurs

dans N.
AN

Exercice I1.19.

La France a eu 38 médailles dont 13 d’or aux jeux olympiques de Sydney en 2000,
sur 928 médailles dont 301 d’or. On estime la population & 6 milliards dont 60
millions en France. Peut-on dire que les sportifs de haut niveau sont uniformément
répartis dans la population mondiale ?

A

Exercice I1.20.

On g’intéresse aux nombres de suites typiques contenant des 0 ou des 1. Plus
précisément, on considere (2, 'ensemble des suites w = (wi,...,wy,) € {0,1}"
muni de la probabilité P({w}) = p2oi=1¥ig" 2i=1“/_ On définit le sous-ensemble
de 2 des suites typiques de longueur n par :

1 n
n -
=1

ou limy, o &, = 0 et lim,, o, v/nd, = +00. Le but de I'exercice est de montrer que
Pensemble C), est de probabilité proche de 1 et d’estimer son cardinal (qui peut
étre significativement plus petit que celui de {2, qui vaut 2").

C, = {we n:

1. Soit « €]0, 1[. Montrer, a I’aide de 'inégalité de Tchebychev que pour n assez
grand, on a P(C),) > 1 — a.
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II Variables aléatoires discretes

On définit 'entropie de la loi de Bernoulli de parametre p par H, = —plog(p) —
(1 —p)log(1 —p).
2. Pour quelle valeur de p I’entropie est-elle maximale ?

3. Montrer que pour n assez grand, on a pour tout w € Cj, :

avec 0 < 3, = ¢,0p, la constante ¢, dépendant seulement de p.

4. Montrer que pour tout n assez grand, on a :
e"Ho=bn) < Card (C,) < e"Hrtbn),

5. Quel résultat obtenez-vous sip=1/2,sip~0oup~17

Certaines techniques de compression consistent a trouver les suites typiques pour
une longueur n fixée, et a les coder par des séquences courtes (d’ou la compression).
La contre-partie est que les suites non-typiques sont codées par des séquences plus
longues. Comme les suites non-typiques sont tres rares, elles apparaissent peu
souvent et donc la compression est peu dégradée par les suites non-typiques. La
compression est d’autant plus importante que 1’ensemble des suites typiques est
petit. Dans le cas de séquences aléatoires traitées dans cet exercice, cela correspond
aux cas p~0oup~1.

A

Exercice I1.21.

On souhaite modéliser des phénomenes qui se répetent a des intervalles de temps
aléatoires indépendants et identiquement distribués (théorie des processus de re-
nouvellement). On ne peut pas prédire la date ou ces phénomenes vont se produire
mais on peut estimer la probabilité que ces phénomenes se produisent a un instant
n donné, pour n € N,

P(le phénomene se produit a l'instant n) = v,,.

L’objetif de cet exercice est d’utiliser les fonctions génératrices pour calculer ces
probabilités en fonction des lois des intervalles de temps aléatoires, puis, d’en
déduire les lois des intervalles de temps quand les probabilités v,, sont stationnaires,
i.e. indépendantes de n.

On note T, l'instant de n-ieme occurrence du phénomene considéré. On pose
X1 =Ty, et pourn >2, X, =T, —T,_1, 'intervalle de temps ou le temps écoulé
entre la n-ieme et la (n — 1)-iéme occurrence du phénomene. On suppose que les
variables aléatoires (X,,n > 1) sont indépendantes, que X7 est a valeurs dans N
et que les variables aléatoires (X,,,n > 2) sont identiquement distribuées a valeurs
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1I.4 Modélisation

dans N*. La loi de X; est a priori différente de celle de X5 car le choix du temps
a partir duquel on commence a compter les occurrences est arbitraire.

Pour k € N, on pose by = P(X; = k) et pour s € [~1,1], B(s) = 372, bs* la
fonction génératrice de X;. Pour k € N, on pose f = P(Xo = k) (avec fo =0) et
pour s € [—1,1], F(s) = Y32, fis® la fonction génératrice de Xo.

On définit ug = 1 et, pour j > 1,

k
uj:IP’<ZX,~:jpourunke{Q,...,j—i—l}).

=2
Pour s €] — 1,1, on pose U(s) = > o7, s"uy, ainsi que V(s) =Y 7 v,s".
1. Vérifier que les fonctions U et V sont bien définies pour s €] — 1, 1].

2. Montrer que v, = b,ug + bp_1u1 + bp_ous + - -+ + bou,. En déduire que pour
s€|—1,1[, on a V(s) = B(s)U(s).
3. Montrer que u, = fiup_1 + foup_o + -+ + froug. En déduire que

B(s)

V) = T

pour s €] — 1, 1]. (IL.1)

On suppose que les probabilités v, sont stationnaires et non triviales, i.e. il existe
p €]0,1] et v, = p pour tout n > 0.

4. Calculer V. Calculer by. Montrer, en calculant les dérivées successives de F' en
fonction de celles de B, que f, = Llp_ on pour tout n > 1.

5. On suppose de plus que le choix arbitraire du temps a partir duquel on com-
mence a compter les occurrences ne change pas le processus des occurrences :
plus précisément si il n’y a pas d’occurrence a l'instant initial, alors le temps
de la premiere occurrence a méme loi que Xs5. Autrement dit, on suppose que
la loi de X sachant {X; > 0} est la loi de X5. Montrer alors que X» suit la
loi géométrique de parametre p, i.e. f, = p(1 —p)"~! pour n > 1, et que X; a
meéme loi que X9 — 1.

Ce modele simple permet, par exemple, de rendre compte des temps d’arrivées
des particules a a un compteur Geiger : les probabilités d’observer I’arrivée d’une
particule o au compteur Geiger ne varie pas avec le temps d’observation (régime
stationnaire), et le choix du début des mesures ne change pas la loi d’attente de la
premiere mesure. Avec une discrétisation réguliere du temps, on peut modéliser les
intervalles de temps entre deux arrivées de particules a par des variables aléatoires
indépendantes de loi géométrique.

A
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Variables aléatoires continues

I11.1 Calculs de probabilités ou d’espérance

Exercice III.1. ,

Soit la fonction f définie sur R par : f(z) =xze™ ™ /2 1es0)-

1. Vérifier que f est une densité de probabilité.

2. Soit X une variable aléatoire continue dont la loi a pour densité f. Montrer

que Y = X? est une variable aléatoire continue, dont on précisera la densité.
Reconnaitre la loi de Y.

3. Calculer 'espérance et la variance de Y

JAN

Exercice III.2.

On considere une galette des rois circulaire de rayon R, une feve de rayon r cachée
dans la galette (R > 2r > 0). Calculer la probabilité de toucher la féve quand
on donne le premier coup de couteau dans la galette. (On suppose que le coup
de couteau correspond a un rayon de la galette.) Donner un équivalent de cette

probabilité pour r petit.
A

Exercice III.3.
On considere un gateau circulaire avec une cerise sur le bord. On découpe le gateau
en deux parts en coupant suivant deux rayons choisis au hasard.

1. Avec quelle probabilité la part contenant la cerise est-elle plus petite que la
part ne contenant pas la cerise 7

2. Quelle est la longueur angulaire moyenne de la part contenant la cerise ?



IIT Variables aléatoires continues

Exercice II1.4.

On considere un baton sur lequel on trace au hasard deux marques. On découpe
le baton suivant les deux marques. Quelle est la probabilité pour que 'on puisse
faire un triangle avec les trois morceaux ainsi obtenus ? VAN

Exercice III.5.

Soit (X,,,n > 1) une suite de variables aléatoires indépendantes de loi exponentielle
de parametre rescpectif A, > 0. Montrer que les trois conditions suivantes sont
équivalentes.

LY s At < oo
2. E [Zn21 Xn] < 0.

3. P (Xa1 Xn < 00) >0,

Pour 3 = 1, on pourra considérer E[e™ Lnz1 X"].

IT11.2 Calculs de loi

Exercice III.6.

Soit Y une variable aléatoire de loi exponentielle A > 0 et € une variable aléatoire
discrete indépendante de Y et telle que P(e = 1) = P(e = —1) = 1/2. Montrer que
la loi de la variable aléatoire Z = €Y possede une densité et la calculer. Cette loi
est appelée loi exponentielle symétrique. A

Exercice III.7.
Soit X et Y deux variables aléatoires indépendantes de loi respective I'(\, a) et
I'(\b) avec a, b, \ €]0, 00].

X
1. Calculer la loi du couple (X +Y, X1y

).

2. Montrer que X +Y et

sont indépendantes et identifier leur loi.
X1Y P

Exercice IIL.8.
Soit X une variable aléatoire de Cauchy.

1. Déterminer la loi de 1/X.
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II1.3 Modélisation

2. Montrer que si Y et Z sont deux variables gaussiennes centrées réduites indé-
pendantes, alors Y/Z suit une loi de Cauchy.

3. Retrouver ainsi le résultat de la question 1.

A
Exercice I11.9.
Soit X7, Xy des variables aléatoires indépendantes de loi N'(0,1).
1. Montrer que X7 suit la loi x?(1).
2. Montrer que X? + X2 suit la loi x?(2).
A

Exercice III1.10.

Soit n > 2 et Xq,...,X,, une suite de n variables aléatoires indépendantes de loi
uniforme sur [0,1]. On note ¥ = minj<;<, X; et Z = max;<ij<p X;.

1. Calculer la loi de (Y, Z).

2. En déduire la loi de Y et la loi de Z. Reconnaitre ces deux lois.

3. Calculer E[Y|Z].

4. Calculer E[g(Y/Z)|Z], pour une fonction g mesurable bornée. En déduire puis

reconnaitre la loi de Y/Z conditionnellement & Z. Retrouver le résultat de la
question 3.

5. Montrer que (1 — Z,1 —Y) a méme loi que (Y, Z).
6. En déduire que (1 — Z)/(1 —Y) est indépendant de Y.

I11.3 Modélisation

Exercice III.11.

La durée de vie, exprimée en années, d’un circuit électronique est une variable aléa-
. . , . i 2

toire T dont la fonction de répartition F est définie par : F((t) = (1—e™! /2)1{1520}.

1. Donner la densité de probabilité f de T. Calculer E[T].

2. Sachant que le circuit a déja fonctionné durant 1 an, quelle est la probabilité
qu’il continue a fonctionner encore durant au moins 2 ans ? La loi est-elle sans
mémoire 7

Un équipement électronique E est composé de 10 circuits identiques et indépen-
dants. Au circuit 7 (1 <14 < 10) est associée la variable aléatoire X;, avec X; =1
si la durée de vie du circuit ¢ est inférieure & un an et X; = 0 sinon.
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IIT Variables aléatoires continues

3. Quelle est la loi du nombre, N, de circuits de E dont la durée de vie est inférieure
alan?

4. L’équipement E est dit en série si la défaillance de 'un de ses circuits entraine
sa défaillance. Quelle est alors la probabilité qu’il soit défaillant avant 1 an?

5. L’équipement E est dit en parallele si sa défaillance ne peut se produire que
si tous ses circuits sont défaillants. Quelle est alors la probabilité qu’il soit
défaillant avant 1 an?

A

Exercice I11.12.

On utilise des futs pour stocker un déchet toxique liquide. On suppose que sur la
tres longue période de stockage les futs se dégradent. En particulier, par corrosion
des perforations aléatoires apparaissent sur les fits. Le liquide toxique s’écoule
alors par ces perforations.

On considere n futs de hauteur h et on suppose que le nombre de perfora-
tions par fut suit une loi de Poisson de parametre 6 et que ces perforations sont
uniformément répartis sur la hauteur du fut.

On s’intéresse a un seul fut.

1. On note Z la variable aléatoire correspondant a la hauteur de la perforation la
plus basse sur le coté du fat et N la variable aléatoire donnant le nombre de
perforations sur ce fut. Donner la loi de Z conditionnellement a V.

2. Quel pourcentage de liquide peut-on espérer conserver connaissant le nombre
de perforations du fut ?

On considere ’ensemble des n fits, avec n grand.

3. Quel pourcentage du liquide toxique peut-on espérer conserver ?

Application numérique : 8 = 5.

Exercice I11.13.

Le paradoxe de Bertrand! est un exemple classique (cf le livre Calcul des probabi-
lités de Poincaré en 1912), qui met en évidence la difficulté d’étendre la formule
classique des probabilités uniformes :

nombre de résultats favorables

Probabilité d’un éveénement = — -
nombre de résultats possibles

aux espaces d’états non dénombrables.

! Joseph Bertrand, mathématicien frangais (1822-1900).
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On choisit au hasard une corde sur un cercle de rayon r et de centre O. On
note L sa longueur. Pour les trois choix ci-dessous de la corde, donner la loi de L,
son espérance, sa variance et p = P(L > v/3r) la probabilité pour que la corde soit
plus longue que le coté du triangle équilatéral inscrit (i.e. la distance de la corde
au centre du cercle est inférieure a r/2).

1. On se donne un rayon au hasard et un point J uniformément sur le rayon. La
corde choisie est perpendiculaire au rayon et passe par J.

2. On choisit la corde AB ou A et B sont choisis indépendamment et uniformé-
ment sur le cercle. On pourra faire intervenir ’angle au centre AOB et montrer
qu'’il est de loi uniforme sur [0, 27].

3. On choisit le milieu de la corde, I, uniformément dans le le disque : les coordon-

1
nées (X,Y’) de I suivent la loi uniforme sur le disque de densité ml (22 4y2<r?}-

Quelle est votre conclusion ?

A

Exercice I11.14.

Les véhicules spatiaux désirant s’arrimer & la Station Spatiale Internationale (ISS)
s’appuient sur le systéme de guidage GPS (Global Positioning system) pour la
phase d’approche de la station. Cependant, a faible distance de I'ISS, les signaux
émits par la constellation de satellites qui constituent le systeme GPS sont for-
tement perturbés par les phénomenes de réflexions multiples sur la structure mé-
tallique de la station. L’onde électromagnétique regue par le récepteur GPS du
véhicule spatial se présente donc comme la superposition de deux ondes en qua-
drature dont les amplitudes X et Y sont des variables aléatoires de loi gaussienne
N(0,0?) supposées indépendantes (pour des raisons d’isotropie). L’étude de I’am-
plitude R = vV X2+ Y?2 de 'onde regue est de premiere importance pour assurer
un guidage fiable du vaisseau lors de la manceuvre d’arrimage?.

1. Quelle est la loi du couple (X,Y)?

2. En faisant le changement de variable X = Rcos®,Y = Rsin ©, donner la loi
du couple (R, O).

3. Montrer que R et © sont indépendants. Reconnaitre la loi de @. Donner la
densité de la loi de R. Cette loi est appelée loi de Rayleigh.

4. Calculer 'espérance et la variance de R.

A
2 D. E. Gaylor, R. Glenn Lightsey, K. W. Key. Effects of Multipath and Signal Blockage on GPS

Navigation in the Vicinity of the International Space Station (ISS), ION GPS/GNSS (2003),
Portland, OR.
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Exercice III1.15.

L’aiguille de Buffon (1777). On lance des aiguilles de longueur ¢ sur un parquet
dont les lames sont paralleles, toutes identiques et de largeur d > £. Les lancers
sont indépendants et s’effectuent tous dans les mémes conditions. On parametre
la position d’une aiguille par rapport aux lames de parquet par ’abscisse de son
milieu, X, et sa direction, donnée par ’angle 6, qu’elle fait par rapport a une droite
orthogonale & la direction des lames.

1. Traduire le fait qu’une aiguille coupe une rainure du parquet a ’aide des va-
riables X et 6.

2. Proposer un modele pour la loi de (X, 6). Calculer la probabilité pour qu’une
aiguille coupe une rainure du parquet.

3. On effectue n lancers et on note N, le nombre d’aiguilles coupant une rainure

N,
du parquet. Que vaut lim —=?
n—oo n
4. On suppose que 2¢ = d. Trouver n pour que la précision sur 1/7 soit de 1072

avec une probabilité d’au moins 95%.

5. On effectue 355 lancers avec 2¢ = d, et on obtient 113 intersections. On a ainsi
une approximation de 1/ & 3.10~7. Ce résultat est-il en contradiction avec le
résultat de la question précédente ? Que devient la précision de ’approximation
avec un lancer de plus?

JAN

Exercice II1.16.

Votre ami choisit deux nombres positifs sans vous faire part de la maniere dont il
les choisit. Aprés avoir lancé une piece équilibrée, il vous donne le plus petit s’il
a obtenu face et le plus grand sinon. Vous devez parier s’il vous a donné le plus
petit ou le plus grand. Votre objectif est de maximiser votre probabilité de gagner
votre pari.

1. Vous lancez une piece équilibrée ou non. Si vous obtenez face, vous pariez qu’il
vous a donné le plus petit, sinon vous pariez qu’il vous a donné le plus grand.
Quelle est la probabilité de gagner votre pari?

2. Vous simulez une variable aléatoire positive continue Z ayant pour support
R* (ie. P(Z € O) > 0 pour tout ouvert O non vide de R*). Si le nombre
donné par votre ami est plus petit que Z, alors vous pariez qu’il vous a donné
le plus petit, sinon vous pariez qu’il vous a donné le plus grand. Quelle est la
probabilité de gagner votre pari?

3. On suppose que les deux nombres de votre ami, ont été obtenus par simulation
suivant une loi (continue de densité strictement positive sur ]0, co[) donnée et
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II1.3 Modélisation

connue de vous. Déterminer votre stratégie optimale (i.e. la loi de Z que l'on
ne suppose plus continue). Quelle est alors la probabilité de gagner votre pari?

JAN

Exercice II1.17.
On désire déterminer la distribution des vitesses des molécules d’un gaz monoato-
mique parfait a équilibre (loi de Maxwell (1859)).

1. Soit (X,Y,Z), un vecteur aléatoire continu & valeurs dans R? dont la loi est
invariante par rotation autour de 'origine et dont les composantes X, Y, Z
sont indépendantes. Caractériser® les lois marginales de X, Y et Z dans le cas
ott les densités des lois marginales sont des fonctions de classe C!.

2. On représente la vitesse d’une molécule d’un gaz monoatomique parfait a I’équi-
libre dans un repére orthonormal par un vecteur aléatoire V' = (V4, V5, V3). Le
choix du repere étant arbitraire, il est naturel de supposer que la loi de V' est
invariante par rotation. Il est de plus naturel de supposer que les coordonnées
de V sont indépendantes. Si on suppose de plus que la loi de V' possede une
densité dérivable, on en déduit que le vecteur V vérifie les propriétés de la
question 1. Déterminer la densité de probabilité de la vitesse d’une molécule,
sachant que ’énergie cinétique moyenne d’un atome du gaz de masse m est
%sz ou k est la constante de Boltzmann et T' la température du gaz. (Pour des
molécules a plusieurs atomes, ’énergie cinétique moyenne tient compte d’effets
complexes comme la rotation, les oscillations... La loi de Maxwell n’est plus
vérifiée dans ces cas.)

3. Montrer que si X et Y sont deux variables aléatoires indépendantes de loi
respective I'(\,a) et I'(\,b), alors la loi de X + Y est une loi gamma dont on
précisera les parametres.

4. Calculer la loi de V2. En déduire la loi de [V |* et laloi de |V| = /VZ + Vi + V2
dite loi de Maxwell.

A

3 En fait, on peut, en utilisant les fonctions caractéristiques, caractériser toutes les lois des
vecteurs aléatoires qui sont invariantes par rotation autour de l'origine et dont les coordonées
sont indépendantes, voir I’exercice IV.5. Hormis la variable nulle, on ne trouve pas d’autres lois
que celles obtenues sous les hypotheses de cet exercice.
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IV

Fonctions caractéristiques

IV.1 Calculs de loi

Exercice IV.1.
Propriétés des lois gamma.

1. Soit X;, Xo deux variables aléatoires indépendantes et de loi gamma de pa-
rametres respectifs (A, a) et (A, az). (Le parametre A est identique.) Montrer
que la loi de X7 + X9 est une loi gamma de parametre (A, a; + az2).

2. Soit (X,,,» € N*) une suite de variables aléatoires indépendantes de loi ex-
ponentielle de parametre A > 0. Donner la loi de la moyenne empirique
Xn = % >im1 Xi-

JAN

Exercice IV.2.
Soit Y une variable aléatoire de loi exponentielle de parametre A > 0 et £ une
variable aléatoire indépendante de Y et telle que P(e = 1) = P(e = —1) = 1/2.

1. Calculer la densité et la fonction caractéristique de Z = €Y. La loi de Z est
appelée loi exponentielle symétrique.

2. En déduire la fonction caractéristique de la loi de Cauchy.

Exercice IV.3.

Soit NN une variable aléatoire de carré intégrable et a valeurs dans N. Soit
(Xk,k € N) une suite de variables aléatoires réelles, de méme loi, de carré in-
tégrable, indépendantes et indépendantes de N. On pose Sy = 0, et pour n > 1,
Sp = Zzzl Xk

1. Calculer E[Sy] et Var(Sy).



IV Fonctions caractéristiques

2. Calculer la fonction caractéristique de Sy et retrouver les résultats précédents.

A

Exercice IV.4.
Soit X une variable aléatoire réelle dont la fonction caractéristique est ¥x (u).

1. Montrer que X est symétrique (i.e. X et —X ont méme loi) si et seulement si
Yx(u) € R pour tout u € R.

|2 est la fonction caractéristique d’une variable aléatoire

|2

2. Montrer que |[¢x(u)

réelle. On pourra écrire |1x (u)|* comme le produit de deux fonctions.

3. Que peut-on dire a propos des fonctions caractéristiques des variables aléatoires
réelles dont la loi est symétrique par rapport a a # 0 (i.e. X et 2a — X ont
méme loi) 7

A
Exercice IV.5.
Soit X = (X1,...,Xy) un vecteur aléatoire & valeurs dans R%. On suppose que la
loi de X est invariante par rotation et que les variables aléatoires X1, ..., X4 sont

indépendantes. Le but de cet exercice est de déterminer la loi de X. On note ¢ x,
la fonction caractéristique de X;.

1. On pose g(x) = ¢x, (v/x) pour z > 0. Vérifier que g est réelle et solution de :

d d
H g(vg) = g(ka), pour tout vy,...,vq € [0, 00]. (IV.1)
k=1 k=1
2. En déduire que ¢x, (u1) = 6*02“%/2, pour o > 0. Montrer que soit X = 0 p.s.

soit X1,..., X sont de méme loi gaussienne centrée.

A

IV.2 Modélisation

Exercice 1V.6.

La loi de défaut de forme est utilisée pour la maitrise statistique des procédés
(MSP). Cette loi est décrite dans les normes AFNOR (E60-181) et CNOMO
(E 41 32 120 N) et sert a quantifier les défauts géométriques de type planéité, pa-
rallélisme, circularité. Il s’agit de la loi de | X — Y| ou X et Y sont deux variables
aléatoires indépendantes suivant respectivement les lois gaussiennes N '(u1,,02) et

N(My#f;)'
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IV.2 Modélisation

1. Calculer la loi de X — Y.
2. En déduire la loi de Z = | X - Y.
3. Calculer E[Z] et Var(Z).
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Théorémes limites

V.1 Quelques convergences

Exercice V.1.
Soit (X,,,n € N*) une suite de variables aléatoires de loi exponentielle de parametre

A

An. Etudier la convergence en loi dans les trois cas suivants :
1. lim A\, = X €]0, 00|,

n—oo
2. lim A\, = 400,

n—0o0

3. lim A\, =0.

n—oo

Exercice V.2.

Soit (U, n > 1) une suite de variables aléatoires indépendantes de loi uniforme sur

I'intervalle [0, 6], ot # > 0. On pose pour n > 1, M,, = maxj<i<p U;.

1. Montrer que (M,,n > 1) converge p.s. et déterminer sa limite. On pourra cal-
culer P(|M,, — 6| > &) pour € > 0.

2. Etudier la convergence en loi de la suite (n( — M,),n > 1).

Exercice V.3.

Soit (X,,,n > 1) une suite de variables aléatoires indépendantes de loi de Cauchy
de parametre ¢ > 0. On note S,, = Zzzl Xj.. Etudier les convergences en loi et en
probabilité des suites suivantes.

1 (%@1)



V Théoremes limites

2. (S—Z,nz 1>.
n

3. (—n, n > 1]. On pourra déterminer la loi de o —= et en déduire que la
n 2n n
S,
suite <% - n> 1) ne converge pas en probabilité vers 0. On montrera
n n
alors que 'on ne peut avoir la convergence en probabilité de la suite ( S—;, n > 1).
A

Exercice V 4.
Soit X une variable aléatoire de loi hypergéométrique de parametre (N,m,n).
On rappelle que Xy représente le nombre de boules blanches obtenues lors d’un
tirage sans remise de n boules hors d’une urne contenant m boules blanches et
N — m boules noires.

k ~n—k ko ym—k
1. Vérifier que P(Xy = k) = OnCN—m = CnCN—n

Cx CN

n>k>0.
2. On suppose que le nombre de boules blanches, m, est fixé, n et N tendent vers
+o0 avec limy oo n/N = p € [0,1] (p est la proportion limite du nombre de

boules obtenues lors du tirage). Montrer que la suite (Xx, N € N*) converge
en loi vers la loi binomiale de parametre (m, p).

pourn— N+m<k<met

3. On suppose que le tirage est de taille n est fixé, m et N tendent vers oo avec
limy_40om/N = 60 € [0,1] (0 est la proportion limite du nombre de boules
blanches dans I'urne). Montrer que la suite (X, N € N*) converge en loi vers
la loi binomiale de parametre (n,0).

JAN

Exercice V.5.
Magjoration du théoréme des grandes déviations.

Soit (X,,,n > 1) une suite de variables aléatoires indépendantes et de méme
loi que X. On suppose que X est une variable aléatoire bornée non constante
de moyenne p = E[X]. Le but de cet exercice est de trouver une majoration

_ _ 1 <&
exponentielle de ’événement rare {|Xn — u‘ > 5)} avec € > 0, ou X, = — E X;.
n
i=1

Cette majoration est un exemple particulier des résultats de la théorie des grandes

déviations!.

! Les théoremes des grandes déviations étudient les équivalents logarithmiques des probabilités
d’évenements rares. L'exemple typique d’événement considéré est {|X, — E[X1]| > €}, dont
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V.1 Quelques convergences

On note & la transformée de Laplace de X définie par #(f) = E[e?*] pour
0 eR.

1. Montrer que @ est de classe C*°. Calculer ses dérivées.

2. Montrer que (¢')? < #¢”. En déduire que la fonction A\ = log(®) est convexe.
Vérifier que A(0) = 0.

On considere la transformée de Legendre de A, I, définie pour = € R par :

I(x) = Zlel]g {0x — \(0)}.

3. Montrer que I est convexe, positive et nulle en p.
4. Montrer que P(X,, > u+¢) < e 0te)+nAO/n) hour @ > 0. En déduire que :

P(X, > p+¢) < e lute) = gninf{I(@)w2pte}

5. Montrer que : |
P(‘Xn — ,U| > 5) < 2€—n1nf{l(x);|gg_u‘25}‘ (V_l)

6. Calculer explicitement la majoration exponentielle quand X suit la loi de Ber-
noulli de parametre p €]0, 1[.
La majoration exponentielle (V.1) est en fait vraie pour des variables aléatoires
non bornées. La théorie des grandes déviations permet également d’obtenir un
équivalent logarithmique de P(X,, < u —¢).
A

Exercice V.6.
On effectue n séries de 400 tirages de pile ou face avec une piece équilibrée. On
observe les fréquences empiriques de pile F7, ..., F, dans ces séries.

1. Quelle est (approximativement) la loi de probabilité du nombre N de ces fré-
quences (F;,1 < i < n) qui ne vérifient pas la condition 0.45 < F; < 0.55,
lorsque n =207

2. Est-il plus probable que N =0, que N =1 ouque N > 27
A

létude est due & Cramer (1938). D’autre part, la théorie des grandes déviations est un sujet
d’étude qui connailt un essor important depuis les années 1980.
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V Théoremes limites

V.2 Calcul de limites

Exercice V.7.
Soit X une variable aléatoire a valeurs dans N.

1.

+o0o
Montrer que Z]P’(X > k) = E[X].
k=1

On suppose que X est intégrable. Soit (X,,,n > 1) une suite de variables aléatoires
de méme loi que X.

2.

“+o0o
Soit m € N*. Montrer que la variable aléatoire Y,,, = Z 1 (Xn>

1
—m

) est p.s. finie.

n=1

X
En déduire que == converge p.s. vers 0 quand n tend vers I'infini.
n

1
Montrer que — max(X1, ..., X,) converge p.s. vers 0 quand n tend vers l'infini.
n

. Soit X une variable aléatoire intégrable & valeurs dans R et soit (X,,,n > 1) une

suite de variables aléatoires de méme loi que X . Montrer que — max(X1, ..., X,,)
n
converge p.s. vers 0 quand n tend vers l'infini.

JAN

Exercice V.8.
Calcul de limites d’intégrales.

1.

40

En considérant une suite de variables aléatoires indépendantes de loi uniforme
sur [0,1], calculer a I’aide de la loi (faible) des grands nombres :

-~ Lt

) dxy -+ - day,

ou f est une application continue bornée de R dans R.

. Soit (Y, k > 1) une suite de variables aléatoires indépendantes de loi de Poisson

de parametre o > 0. Déterminer la loi de Z,, = Y Ys.

Montrer que la suite des moyennes empiriques (Y,, = Z,/n,n > 1) converge
vers une limite que 'on déterminera. Calculer, en s’inspirant de la question 1 :

k
nh_)rgoze—om (Oé]:l") f(

k>0

),

S|

ol a > 0 et f est une application continue bornée de R dans R.



V.3 Modélisation

Exercice V.9.
Soit (X,,,m > 1) une suite de variables aléatoires indépendantes de loi de Poisson
de parametre 1. On note S, = Y p_; Xj.

Sp—1n Lo
0,1).
2 n

2. Déterminer la loi de S,,, puis montrer que lim e " (1+n+ % +- 4 n—') =
n—oo . n:

1. Montrer que

[> M'I}—t

V.3 Modélisation

Exercice V.10.

Le paradoxe de Saint-Petersbourg est d’abord un probleme imaginé par Nicolas
Bernoulli, qui obtint une solution partielle donnée par Daniel Bernoulli (1738)
dans les Commentaires de I’Académie des sciences de Saint-Petersbourg (d’ou son
nom). Aujourd’hui encore, ce probleme attire 'attention de certaines personnes en
mathématiques et en économie?.

Un casino propose le jeu suivant qui consiste & lancer plusieurs fois de suite une
pitce équilibrée jusqu’a obtenir pile. Le joueur gagne 2F euros si le premier pile
a lieu au k-ieme jet. La question est de savoir quel doit étre le prix a payer pour
participer a ce jeu.

Soit X, le gain réalisé lors du n-ieme jeu et S, = X1 + -+ + X, le gain obtenu
lors de n jeux successifs.

1. Peut-on appliquer la loi forte des grands nombres pour donner un prix équi-
table?

Les fonctions d’utilité qui quantifient I’aversion au risque permettent de proposer
des prix pour ce jeu. La suite de I'exercice est consacré a 1’étude de la convergence
de la suite (S,,n > 1) convenablement renormalisée?.

2. Onpose S}, => p_, X', oupour k € {1,...,n}:
X = Xkl{XkSn log, n}>

oi1 log, 2 est le logarithme en base 2 de z > 0 : 21827 = . Apres avoir vérifié
que pour tout € > 0 :

2 Voir par exemple l'article suivant et les références citées : G. Székely and D. Richards, The
St. Petersburg paradox and the crash of high-tech stocks in 2000, Amer. Statist. 58, 225-231
(2004).

3 Feller, An introduction to probability theory and its applications, Vol. 1. Third ed. (1968). Wiley
& Sons.
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V Théoremes limites

“

S/

— -1
n logsn

>¢)

< p(| S B

n
montrer que la suite <

E[S,]

n logyn

> 5/2> +P<

n > 1) converge en probabilité vers 1.

- 1‘ > 6/2), (V.2)

n logy n

/
n

n logyn’
3. Calculer P(S,, # S/, et en déduire sa limite quand n tend vers 'infini.
Sn

4. En déduire que la suite (7,
n logyn

n > 1) converge en probabilité vers 1.

A

Exercice V.11.
Précision des sondages.

1. A quelle précision peut prétendre un sondage sur deux candidats effectué sur
un échantillon de 1 000 personnes? Est-ce que ce résultat dépend de la taille
de la population ?

2. En Floride, pour I’élection présidentielle américaine en 2000, on compte 6 mil-
lions de votants. Sachant qu’il y a eu environ 4 000 voix d’écart, quel est le
nombre de personnes qu’il aurait fallu interroger dans un sondage pour savoir
avec 95% de chance qui allait étre le vainqueur ?

JAN

Exercice V.12.
Répartition des bombes sur Londres lors de la Seconde Guerre Mondiale?.

1. Soit (Y, m € N) une suite de variables aléatoires de loi binomiale de para-
metres (m,py,). On suppose que m tend vers l'infini et que limy,,—oc Mpy,, =
6 €]0,00[. Montrer que la suite (Y,,,m € N) converge en loi vers la loi de
Poisson de parametre 6.
Cette approximation est utile quand m est grand car le calcul numérique des
coefficients binémiaux C}" est peu efficace.

2. Les données suivantes représentent le nombre de bombes qui sont tombées dans
le sud de Londres pendant la Seconde Guerre Mondiale®. Le sud de Londres a
été divisé en N = 576 domaines de taille 0.25 km? chacun. On a recense dans
la table V.1 le nombre Nj, de domaines qui ont été touchés exactement k fois.

4 Feller, W. An Introduction to Probability Theory and Applications, Wiley, 3rd edition, vol. 1,
pp- 160-161

5 Clarke R. D., An application of the Poisson distribution, J. of Institute of Actuaries (1946),
72, p. 481.

42



V.3 Modélisation

kK| 0| 1 ]2]|3/|4]5+
Ni|[229 211|193 |35|7| 1 |

Tab. V.1. Nombre N, de domaines du sud de Londres qui ont été touchés par exactement k
bombes.

Faire un modele simple qui représente cette expérience. Le nombre total d’im-
pacts dans le sud de Londres est T'= ), -, kNj = 537. Calculer les probabili-
tés théoriques pour qu'un domaine contienne exactement k impacts. Comparer
avec les fréquences empiriques Ny /N ci-dessus.

JAN

Exercice V.13.
L’objectif de cet exercice est de démontrer le théoreme suivant da a Borel (1909) :
“Tout nombre réel choisi au hasard et uniformémént dans [0, 1] est presque siire-
ment absolument normal”.

Soit € [0, 1], et considérons son écriture en base b > 2 :

.z
n
-y
n=1
avec x, € {0,...,b— 1}. Cette écriture est unique, sauf pour les fractions ration-
nelles de la forme z = a/b" et a € {1,...,b" — 1}. En effet, dans ce cas, deux

représentations sont possibles : 'une telle que x; = 0 pour kK > n + 1 et Pautre
telle que zp = b — 1 pour k > n + 1. On dit que z est simplement normal en base
1
b si et seulement si pour tout ¢ € {0,...,b— 1}, lim —Card {1 <k < n;z =i}
n—oo N
existe et vaut 1/b. Cela revient a dire que les fréquences d’apparition de i dans le
développement de x en base b sont uniformes.

On dit que x est normal en base b si et seulement si il est simplement normal
en base b" pour tout r € N*. Remarquons qu’un nombre est normal en base b si et
seulement si pour tout r € N*, la fréquence d’apparition d’une séquence donnée de
longueur r, dans le développement de z est uniforme (et vaut donc 1/0") i.e. pour
tout ¢ € {0,...,b—1}":

.1 ) ) 1
nh_)ngo - Card {0 < k <05 (Tppy1y - Tp(hgr)) = 1} = o
Le nombre de Champernowne® dont la partie décimale est la suite consécutive des
entiers (0.12345678910111213...) est normal en base 10. Les fractions rationnelles
ne sont pas normales, quelle que soit leur représentation.

6 Champernowne D. G., The construction of decimals normal in the scale of ten, J. London
MAth. Soc. (1933), 8 pp. 254-260
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On dit que x est absolument normal si et seulement si il est normal en toute
base b > 2.
Soit X une variable aléatoire de loi uniforme sur [0, 1].

1. Quelle est la loi de (X7,...,X,), des n premiers chiffres du développement de
X en base b?

2. Calculer la loi de X,,. Montrer que les variables aléatoires (X,,n > 1) sont
indépendantes et de méme loi.

3. En utilisant la loi forte des grands nombres, montrer que X est p.s. simplement
normal en base b.

4. Montrer que X est p.s. normal en base b, puis qu’il est p.s. absolument normal.

Bien que presque tous les réels soient absolument normaux, il est tres difficile de
montrer qu’un réel donné est absolument normal. On ne sait toujours pas si des
nombres tels que 7, e, v/2 ou log(2) sont absolument normaux, ni méme normaux
en base 10 (cf. Pour la Science, janvier 1999).

A

Exercice V.14.
Théoreme de Weierstrass (1885) : “Toute fonction continue sur un intervalle fermé
borné est limite uniforme d’une suite de polynoémes”.

Cet exercice s’inspire de la démonstration de Bernstein du théoreme de Weiers-
trass. Soit (X,,n > 1) une suite de variables aléatoires indépendantes de loi de
Bernoulli de parametre € [0, 1]. Pour n > 1, on considére la moyenne empirique
X, = 130 Xj. Soit h : [0,1] — R une fonction continue. Soit § > 0. On pose
Ap ={|X, — 2| > 6}

1. Montrer que P(4,,) < §—2E[(X,, — x)?]. Majorer P(4,) indépendamment de

x € [0,1].

2. Déterminer lim sup ‘h(x) —E[h(X,)]

n=00 1el0,1]

, en écrivant :

|h(@) = h(X,)| = |A() = h(Xa)| La, + [h(z) — h(X)| Lag.

3. Quelle est la loi de nX,, ?
4. En déduire que :
" /n
lim sup |h(z)— Z < >h(/<:/n)xk(1 —z)"* =0
00 2el0,1] k=0 k
5. Soit f : RT — R continue bornée. Montrer, en s’inspirant des questions précé-

dentes, que pour tout x € RT :
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V.3 Modélisation

(na)"

lim |f(x)— ) e ™ o f(k/n)| = 0.

n—0o0

NE

i

0

Si P'on suppose f uniformément continue, la convergence ci-dessus est-elle uni-
forme en z 7 (Prendre par exemple f(z) = cos(x) pour x,, = 7n.)

JAN

Exercice V.15.
Contamination au mercure.

1. Soit (X,,,» > 1) une suite de variables aléatoires indépendantes de méme loi.
On suppose qu'’il existe deux réels a > 0, A > 0 tels qu’au voisinage de 'infini :

P(X, > z) ~ %

Montrer que la suite (Z,,n > 1) définie par :
1
Zp =n">max(X1,...,X,)

converge en loi vers la loi de Fréchet. On rappelle que la fonction de répartition
de la loi de Fréchet de parametre (o, \) €]0, co[? est y — exp(—ay*)‘)l{wo}.

2. Le mercure, métal lourd, est présent dans peu d’aliments. On le trouve essen-
tiellement dans les produits de la mer. L’Organisation Mondiale de la Santé
fixe la dose journaliere admissible en mercure a 0.71 ug par jour et par kilo de
poids corporel. Des études statistiques’ donnent la forme de la queue de distri-
bution empirique de la contamination globale annuelle en gramme de mercure
pour un individu de 70 kg :

a
P(X >zx) = o pour x assez grand,

avec o = 3.54 1079 et A\ = 2.58.

Seriez-vous étonné(e) qu’au moins une personne soit exposée a ce risque sani-
taire en France ? Dans le 15¢me arrondissement de Paris ® ? Dans une promotion
de cent étudiants? A partir de quelle valeur de n pouvez-vous affirmer, avec

seulement 5% de chances de vous tromper : “Parmi ces n personnes, au moins
une a un niveau de mercure trop élevé” ?

A

" Evaluation des risques d’exposition & un contaminant alimentaire : quelques outils statistiques,
P. Bertail, Laboratoire de statistique, CREST, aott 2002, disponible a 1’adresse :
www.crest.fr/doctravail/document/2002-41.pdf

8 Population du 15&me arrondissement de Paris, Recensement 1999 : 225 362 personnes.
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VI

Vecteurs (Gaussiens

VI.1 Exemples

Exercice VI.1.
Soit X = (X1, X9, X3, X4) un vecteur gaussien centré de matrice de covariance :

2101
1101
0010
1102

Que peut-on dire de X3 et de (X1, Xo, X4)?
Donner la loi marginale de (X7, X2) et calculer E[X;]|X5].
Meéme question pour (Xa, Xy).

L

En déduire deux variables indépendantes de X5, fonctions respectivement de
X1, X5 et de X9, X4.

5. Vérifier que X7 — X5 et X4 — X5 sont indépendants et écrire X comme la somme
de quatre vecteurs gaussiens indépendants.

A

Exercice VI.2.

Soit X et Z deux variables aléatoires réelles indépendantes, X étant de loi gaus-
sienne centrée réduite N'(0, 1) et Z de loi définie par P(Z = 1) =P(Z = —1) = 1/2.
On pose Y = ZX.

1. Déterminer la loi de Y.
2. Calculer Cov(X,Y).

3. Le vecteur (X,Y) est-il gaussien? Les variables X et Y sont-elles indépen-
dantes?



VI Vecteurs Gaussiens

Exercice VI.3.
Soit X et Y deux variables aléatoires réelles gaussiennes indépendantes.

1. Donner une condition nécessaire et suffisante pour que X +Y et X — Y soient
indépendantes.

2. On suppose de plus que X et Y sont des gaussiennes centrées réduites. Calculer
la fonction caractéristique de Z; = X2/2 puis celle de Z = (X2 —Y?2)/2.

3. Montrer que Zy peut s’écrire comme le produit de deux variables aléatoires
normales indépendantes.

JAN

V1.2 Propriétés et applications

Exercice VI1.4.
Soit X1,..., X, des variables aléatoires réelles indépendantes de méme loi, d’espé-
rance m, de variance o2 finie. On pose

= lix >2 = li(){- —m)? et V, = . (X; — X)?
i ) " i Z ! n-l3 Z .
On suppose que, pour tout i, la loi de X; est la loi gaussienne N(m,o?).
1. Quelle est la loi de X, ?
2. Quelle est la loi de nX2 /o2 ?
3. Montrer que X,, et V;, sont indépendantes.
4. Montrer que (n — 1)V,,/o? suit la loi x%(n — 1).
A

Exercice VI.5.
Soit Xy,..., X, des variables aléatoires réelles indépendantes de méme loi, de

carré 1ntegrable d’esperance m et de variance o2. On suppose que la moyenne
n

1
empirique X,, = ZX et la variance empirique V,, = —— Z X, — X ) sont

=1
des variables aleatmres indépendantes. Le but de cet exercice est de démontrer que

la loi de X; est alors la loi gaussienne N(m,o2).
On note v la fonction caractéristique de X;. On suppose m = 0.

1. Calculer E[(n — 1)V;] en fonction de o2. Montrer que pour tout réel ¢ :

E[(n — 1)V, eXn] = (n — 1)e(t)">.
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VI.2 Propriétés et applications

. En développant V,, dans I’égalité précédente, vérifier que :

El(n — 1)V, 5] = —(n — g’ (00 (6" + (n — D)o/ (1)) 2.

. En déduire que, sur un voisinage ouvert de 0, ¥ est solution de I’équation

différentielle :
v (ﬂ’f _ 2
(0 v/
P(0) =1, ¥'(0)=

)

4. En déduire que la loi des variables X; est la loi gaussienne N(0,02).

5. Que peut on dire si 'on ne suppose plus m =07

A

Exercice VI.6.

Soit (X,,,n > 1), une suite de variables aléatoires indépendantes, de loi gaussienne
N(0,0), avec 8 > 0. L’objectif de cet exercice est de présenter une méthode pour
estimer 6, et de donner un (bon) intervalle de confiance pour cette estimation. On
note :

n
ZXk et Vi, _—1 (X — Xn)2.
k=1

. Donner la loi de X,,, son espérance et sa variance. Déterminer la limite de

(Xp,n > 1).

. Donner la loi de V,,, son espérance et sa variance. Déterminer la limite de

(Vi,m > 2).

3. Donner la loi du couple (X, V;,). Déterminer la limite de ((X,, V;),n > 2).

4. On considere la classe des variables aléatoires T} de la forme :

© »®» N o

A= AX,+(1-\V,, AeR
Calculer leur espérance, leur variance, et montrer la convergence presque sure
de (T}, n > 2).
Etudier la convergence en loi de (v/n(X, —0),n > 1).
Etudier la convergence en loi de (\/E(Vn 0),n > 2).
Etudier la convergence en loi de (v/n(X, — 6,V,, —6),n > 2).
Etudier la convergence en loi de (v/n(T) — 6),n > 2).

On pose o = /220 + 2(1 — )\)262. Construire, & partir de T, o et n, un in-
tervalle de confiance de € de niveau asymptotique 95%. Autrement dit trouver
un intervalle aléatoire I,,, fonction de T>‘, o et n, qui contient le parametre 6,
avec une probabilité asymptothue de 95%.
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10.

11.

12.
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Comme ¢ est inconnu on l'estime par o, = \/A2T} + 2(1 — \)2(T})2 et on le
remplace dans l'expression de I,,. Montrer que l'intervalle obtenu est encore
un intervalle de confiance de 6 de niveau asymptotique de 95%. Donner un tel
intervalle pour la réalisation A = 0.5, n = 100, Z,, = 4.18 et v, = 3.84.

Vérifier qu’il existe un unique réel \* € [0, 1], fonction de 6, qui minimise la
longueur de l'intervalle de confiance, I,,. On considére maintenant les variables

2V,
142V,
stirement vers A*.
Etudier la convergence en loi de la suite (\/E(Tyi‘; —0),n > 2). En déduire
un intervalle de confiance de 6 de niveau asymptotique de 95%. Donner un tel
intervalle pour les valeurs numériques présentées a la question 10.

aléatoires \; = . Montrer que la suite (\;,n > 2) converge presque

A



VII

Simulation

Exercice VII.1.
Le but de cet exercice est de présenter la méthode du rejet pour la simulation
d’une variable aléatoire de densité h donnée.

Soit X une variable aléatoire & valeurs dans R¢ et soit A € R% un ensemble
mesurable tel que P(X € A) > 0. Soit (X,,,n € N*) des variables aléatoires
indépendantes de méme loi que X. On pose T' = inf{n € N*; X,, € A}, avec la
convention inf() = 400, et Y = Xy siT < +ooet Y =0si T = +o0.

1. Montrer que les variables aléatoires Y et T sont indépendantes.
2. Montrer que la loi de T est la loi géométrique de parametre P(X € A).
3. Montrer que la loi de Y est la loi conditionnelle de X sachant {X € A} : pour

tout borélien B C R% P(Y € B) = P(X € B|X € A).

Soit h la densité d’une variable aléatoire a valeurs dans R. On suppose qu’il
existe une densité g et une constante ¢ > 0 telles que ch < g (et que l'on sait
simuler des variables aléatoires indépendantes de densité g).

Soit (Z,,n € N*) une suite de variables aléatoires indépendantes de méme loi
de densité g. Soit (U,,n € N*) une suite de variables aléatoires de loi uniforme

sur [0, 1], indépendantes et indépendantes de (Z,,n € N*). On pose T" = inf{n €
N U, <ch(Z,)/9(Z,)} et A ={(2,u);9(z) >0et u<ch(z)/g(z)}.

4. Calculer P((Z;,U;) € A).

5. Montrer que la variable aléatoire Zp (que l'on peut donc simuler) a pour
densité h.

JAN

Exercice VII.2.
Soit (U,,n € N*) une suite de variables aléatoires indépendantes de loi uniforme
sur [0,1]. Soit 6 > 0.



VII Simulation

1. Donner la loi de X = —log(Uy)/6.
2. Donner la loi de Y, Xj.

3. Calculer la loi de NV défini par N = inf {n eN; HZ;L% U < e*‘g}.

4. En déduire une méthode pour simuler des variables aléatoires de Poisson.
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VIII

Estimateurs

Exercice VIII.1.

Soit Xi,...,X, n variables aléatoires indépendantes de méme loi et de carré in-
tégrable. Trouver lestimateur de la moyenne, # = E[X;], qui soit de variance
minimale dans la classe des estimateurs linéaires, én = zzzl ar Xp, et sans biais.

A

Exercice VIII.2.
On consideére le modele d’échantillonnage X, ..., X, de taille n associé a la famille
de lois exponentielles P = {£(\), A > 0}. On veut estimer A.

1. A partir de la méthode des moments, construire un estimateur convergent An

de .

2. Vérifier qu’il s’agit de lestimateur du maximum de vraisemblance.

3. Déterminer la loi de )" ;| X;. Calculer Ey[\,]. L’estimateur est-il sans biais ?

4. Déterminer un estimateur A\’ sans biais et un estimateur A\; qui minimise le
risque quadratique parmi les estimateurs

M) = L, ou c¢>0.
" Z?:l Xi

5. Calculer le score, I'information de Fisher et la borne FDCR.
n

6. Les estimateurs étudiés font intervenir la statistique S, = Z X;. Est-elle ex-
i=1
haustive et totale ?

7. Résumé : quelles propriétés 5\; a-t-il parmi les suivantes ?
a) Sans biais.

b) Optimal.
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c) Efficace.

d) Préférable & \y,.
e) Inadmissible.
f) Régulier.

)

g) Asymptotiquement normal.

Exercice VIII.3.
On considere le modele d’échantillonnage X1, ..., X, de taille n associé a la famille
de lois de Poisson P = {P(6),0 > 0}. On cherche a estimer Py(X; = 0).

1.

Montrer que le modele est exponentiel. Déterminer la statistique canonique S,,.
Est-elle exhaustive et totale 7 Donner sa loi.

. Calculer Py(X; = 0) et montrer que 1{x,_gy en est un estimateur sans biais.

Montrer que la loi conditionnelle de X; sachant .S, est une loi binomiale de
parametres (Sn, %)

. En déduire que dg, = (1 — %)Sn est 'estimateur optimal de Pyp(X; = 0). Est-il

convergent ?

5. Calculer le score et 'information de Fisher.

En déduire la borne FDCR pour 'estimation de Py(X; = 0). Est-elle atteinte
par 6g ?

A

Exercice VIII.4.
On observe la réalisation d’un échantillon Xi,...,X,, de taille n de loi béta
B(1,1/0) de densité

1
J@,0) = 5(1—2)7 "1y (a), 0 € RY.

Donner une statistique exhaustive. Est-elle totale 7

2. Déterminer l'estimateur du maximum de vraisemblance T, de 6.

54

Montrer que — log(1 — X;) suit une loi exponentielle dont on précisera le para-
metre.

Calculer le biais et le risque quadratique de T;,. Cet estimateur est-il convergent,
optimal, efficace ?

Etudier la limite en loi de v/n(T},, — 0) quand n — oc.
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A

Exercice VIIL.5.

Soient Z et Y deux variables indépendantes suivant des lois exponentielles de
parametres respectifs A > 0 et u > 0. On dispose d’'un échantillon de variables
aléatoires indépendantes (Z1,Y1),...,(Z,,Y,) de méme loi que (Z,Y).

1. Calculer la loi de ) Z;.
i=1

2. S’agit-il d’'un modele exponentiel 7 Si oui, peut-on exhiber une statistique ex-
haustive ?

3. Calculer l'estimateur du maximum de vraisemblance (A, fin,) de (A, p).

4. Montrer qu’il est asymptotiquement normal et déterminer sa matrice de cova-
riance asymptotique.

On suppose dorénavant que 'on observe seulement X; = min(Z;,Y;) pour i €
{1,...,n}.
5. Calculer la fonction de répartition de la variable X;.

6. Ecrire le modele statistique correspondant. Le modele est-il identifiable ? Quelle
fonction de (A, p) est identifiable 7

7. Quels sont les estimateurs du maximum de vraisemblance de v = A + u fondés
sur les observations

a) de Xy,...,X,,
b) de (Zl,Yl), ey (Zn,Yn) ?
Est-il naturel que ces estimateurs soient différents?

8. Comparer les propriétés asymptotiques de ces estimateurs.

Exercice VIII.6.

Une machine produit N micro-chips par jour, N connu. Chacun d’entre eux a un
défaut avec la méme probabilité 8 inconnue. On cherche a estimer la probabilité
d’avoir au plus k défauts sur un jour. A ce propos, on teste tous les micro-chips
pendant une période de n jours et on retient chaque jour le nombre de défauts.

1. Choisir un modele. Est-ce un modele exponentiel ?

2. Déterminer une statistique S exhaustive et totale. Calculer sa loi.

3. Construire un estimateur § sans biais qui ne fait intervenir que les données du
premier jour.
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4. En déduire un estimateur optimal dg. Qu’est-ce qu’on observe quand on fait
varier k7

JAN

Exercice VIII.7.
Soit X une variable aléatoire a valeurs dans N* définie comme l'instant de premier
succes dans un schéma de Bernoulli de parametre ¢ €]0, 1].

1. Vérifier que la loi de X est une loi géométrique dont on précisera le parametre.
2. Vérifier qu’il s’agit d’un modele exponentiel. Donner une statistique exhaustive.
3. Déterminer I(g), l'information de Fisher sur ¢ d’un échantillon de taille 1.
Soit X, ..., X, un échantillon indépendant de taille n de méme loi que X.

4. Déterminer ¢,, I'estimateur du maximum de vraisemblance de gq.

5. Montrer que ’estimateur du maximum de vraisemblance est asymptotiquement
normal.

6. Donner un intervalle de confiance pour ¢ de niveau 1 — «.

Une société de transport en commun par bus veut estimer le nombre de passagers
ne validant pas leur titre de transport sur une ligne de bus déterminée. Elle dispose
pour cela, pour un jour de semaine moyen, du nombre ng de tickets compostés sur
la ligne et des résultats de ’enquéte suivante : a chacun des arréts de bus de la
ligne, des controleurs comptent le nombre de passagers sortant des bus et ayant
validé leur ticket jusqu’a la sortie du premier fraudeur. Celui-ci étant inclus on a
les données (simuléees) suivantes :

44 09 115981 44 198910 24
07 21 903801 15 222919 37
26 21902 57 11 34 69 12 21 28
34 05 07 1506 129 14 18 02 156

7. Estimer la probabilité de fraude. Donner un intervalle de confiance de niveau
95%. Estimer le nombre de fraudeur nys si ng = 20 000.

JAN

Exercice VIIL.S8.

Le total des ventes mensuelles d'un produit dans un magasin i € {1,...,n} peut
étre modélisé par une variable aléatoire de loi normale A (mi,02). On suppose
les constantes m; > 0 et ¢ > 0 connus. Une campagne publicitaire est menée
afin de permettre 'augmentation des ventes. On note X; la vente mensuelle du
magasin ¢ apres la campagne publicitaire. On suppose que les variables X; sont
indépendantes.
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1. On suppose que 'augmentation des ventes se traduit par une augmentation
de chacune des moyennes m; d’une quantité «. Déterminer ’estimateur du
maximum de vraisemblance de a. Donner sa loi et ses propriétés.

2. On suppose que 'augmentation des ventes se traduit par une multiplication de
chacune des moyennes m,; par une quantité 3. On considere I'estimateur de (3 :

B_l

n —

X

=1
Donner sa loi et ses propriétés a horizon fini.

3. Déterminer I'estimateur du maximum de vraisemblance de (3. Donner sa loi et
ses propriétés a horizon fini.

4. Application numérique aux données simulées du tableau VIII.1, avec n = 15
et o =12

m;|1023| 981[1034|1007| 988|1021|{1005| 995
x; |1109(1075({1129(1123(1092(1087|1129|1122

m;|1020|1013|1030{10461003|1039| 968
x; [1105(1124|1103|1072]1065|1069|1098

Tab. VIIL.1. Effet (simulé) d’une campagne publicitaire

Exercice VIIIL.9.

La hauteur maximale H de la crue annuelle d’un fleuve est observée car une crue
supérieure a 6 metres serait catastrophique. On a modélisé H comme une variable
de Rayleigh, i.e. H a une densité donnée par

o) = 12, ()2 exp (-2

oll a > 0 est un parametre inconnu. Durant une période de 8 ans, on a observé les
hauteurs de crue suivantes en metres :

2.5 1.8 2.9 0.9 2.1 1.7 2.2 2.8

1. Donner 'estimateur du maximum de vraisemblance, a,, de a.
2. Quelles propriétés a,, possede-t-il parmi les suivantes ?

a) Sans biais.
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b) Optimal.
c) Efficace.
d) Asymptotiquement normal.

3. Une compagnie d’assurance estime qu’une catastrophe n’arrive qu’au plus une
fois tous les mille ans. Ceci peut-il étre justifié par les observations ?

A

Exercice VIII.10.
Soient X1, ..., X, une suite de variables aléatoires indépendantes et identiquement
distribuées de loi de Bernoulli p € [0, 1]. On pose p,, = % Yo X

1. Montrer l'inégalité Var,(p,) < 4.

n
2. Un institut de sondage souhaite estimer avec une précision de 3 points (a
droite et a gauche) la probabilité qu'un individu vote pour le maire actuel aux
prochaines elections. Combien de personnes est-il nécessaire de sonder ?

3. Sur un échantillon représentatif de 1000 personnes, on rapporte les avis favo-
rables pour un homme politique. En novembre, il y avait 38% d’avis favorables,
en décembre 36%. Un éditorialiste dans son journal prend tres au sérieux cette
chute de 2 points d’un futur candidat a la présidentielle! Confirmer ou infirmer
la position du journaliste.

JAN

Exercice VIII.11.
Dans l'industrie agroalimentaire, on s’intéresse a la détection de la contamination!
du lait par un micro-organisme : les spores de clostridia. Cette bactérie, naturelle-
ment présente dans les organismes humains et animaux, peut causer des maladies
chez les individus fragiles, qui peuvent méme étre mortelles. Le lait ne figure pas
parmi les premiers aliments & risque mais il est tres important de controler une
éventuelle contamination.
Deux problemes importants se posent :
— On ne dispose pas de l'observation du nombre de micro-organismes présents
mais seulement de l'indication présence-absence.
— Sans connaissance a priori de 'ordre de grandeur du taux de contamination,
I’estimation du taux risque de ne donner aucun résultat exploitable.

! La méthode présentée, MPN (“most probable number”), est une méthode largement utilisée
pour détecter des contaminations dans ’agroalimentaire, mais également en environement (ri-
viere, ...).
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L’expérience menée consiste a observer la présence-absence de ces spores dans

un tube de 1ml de lait, le but étant au final d’estimer la densité en spores : A
(nombre de spores par unité de volume).

Soit Zj, la variable aléatoire désignant le nombre (non observé) de spores pré-

sents dans le tube k et Xj = 177 _g) la variable aléatoire valant 1 §’il n’y a pas
de spore dans le tube k et 0 sinon. On suppose que Z}. suit une loi de Poisson de
parametre A.

On effectue une analyse sur n tubes indépendants et Y = "), X}, donne le

nombre de tubes stériles (négatifs).

1.
2.

Donner les lois de X}, et Y. On notera m = P (X}, = 1).

Donner l’estimateur du maximum de vraisemblance de 7. En déduire I’estima-
teur du maximum de vraisemblance de \.

3. Donner les intervalles de confiance de 7 et .

4. Donner les résultats numériques des deux questions précédentes lorsqu’on ob-

serve 6 tubes stériles sur 10 au total. Pour les intervalles de confiance, on se
placera au niveau o = 5%.

. Indiquer quels sont les problemes lorsque la densité A est tres faible ou tres

forte.

Des densités extrémes induisant des problemes d’estimation, on va utiliser le

principe de la dilution :

— Si on craint de n’observer que des tubes positifs, on ajoute des expériences
sur des tubes dilués. Dans un tube dilué d fois, la densité en spores est égale
a A\/d, et le nombre de spores suit une loi de Poisson de parametre \/d.

— Si on craint de n’observer que des tubes négatifs, on effectue 'analyse sur de
plus grands volumes. Dans un volume d fois plus grand, le nombre de spores
suit une loi de Poisson de parametre Ad.

Pour utiliser cette méthode on doit avoir une idée a priori de I’ordre de grandeur

de la densité.

Considérons NV échantillons contenant chacun n; tubes avec un taux de dilution

égal a d; (avec i € {1,..., N}). On note Y; le nombre de tubes négatifs du i-eme
échantillon.

6.
7.

Donner la loi de Y;.

Donner I’équation qui détermine ’estimateur du maximum de vraisemblance

de .

8. Que vaut la variance asymptotique de cet estimateur ?

9. On étudie le cas particulier d’'un petit nombre de dilutions. Donner le résultat

1
formel lorsque N = 2, di = 1, do = 3 Donner les résultats numériques,
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estimation et intervalle de confiance de A, si on observe y; = 3 et y, = 6 (pour
ny =ng = 10).

JAN
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IX

Tests

Exercice IX.1.
Soit X7,..., X, un n-échantillon de loi exponentielle de parametre 1/6 > 0.

1. Construire le test de niveau o Hy = {0 = 0y} contre Hy = {0 > 6y}.
2. Construire le test de niveau o« Hy = {6 = 6p} contre H; = {6 # 0p}.

Exercice IX.2.

Des plaignants! ont poursuivi en justice le Ministere israélien de la Santé suite a
une campagne de vaccination menée sur des enfants et ayant entrainé des dom-
mages fonctionnels irréversibles pour certains d’entre eux. Ce vaccin était connu
pour entrainer ce type de dommages en de tres rares circonstances. Des études
antérieures menées dans d’autres pays ont montré que ce risque était d’un cas sur
310 000 vaccinations. Les plaignants avaient été informés de ce risque et ’avaient
accepté. Les doses de vaccin ayant provoqué les dommages objet de la plainte pro-
venaient d’un lot ayant servi a vacciner un groupe de 300 533 enfants. Dans ce
groupe, quatre cas de dommages ont été détectés.

1. On modélise I’événement “le vaccin provoque des dommages fonctionnels irré-
versibles sur I’enfant ¢” par une variable aléatoire de Bernoulli, X;, de parametre
p. Calculer la valeur pg correspondant aux résultats des études antérieures.

2. Justifier qu’on peut modéliser la loi du nombre N de cas de dommages par une
loi de Poisson de parametre . Calculer la valeur 6y attendue si le vaccin est
conforme aux études antérieures.

3. L’hypothese Hy = {p = po} correspond au risque que les plaignants avaient
accepté, 'hypothese alternative étant Hy = {p > po}. Construire un test de

! cf. Murray Aitkin, Evidence and the Posterior Bayes Factor, 17 Math. Scientist 15 (1992)
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niveau « a partir de la variable N. Accepte-t’on Hy au seuil de 5% ? Donner
la p-valeur de ce test.

A

Exercice IX.3.
Une agence de voyage souhaite cibler sa clientele. Elle sait que les coordonnées
du lieu de vie d’un client (X,Y’) rapportées au lieu de naissance (0,0) sont une
information significative pour connaitre le gotut de ce client. Elle distingue :

— La population 1 (Hypothese Hy) dont la loi de répartition a pour densité :

1 z2 2
e dxdy.
42

p1(ﬂc,y) -

— La population 2 (Hypothese Hy) dont la loi de répartition a pour densité :

1
p2(x,y) = 6 1[_9.9)(7) 1091 (y)dxdy.

L’agence souhaite tester ’hypotheése qu’un nouveau client vivant en (z,y) appar-
tient a la population 1 plutot qu’a la population 2.

1. Proposer un test de niveau inférieur & o = 5% et de puissance maximale,
construit a partir du rapport de vraisemblance.

2. Donner une statistique de test et caractériser graphiquement la région critique
dans R?.

A
Exercice IX.4.
On considére un échantillon gaussien (X1,Y7),...,(X,,Y,) de variables aléatoires
2
indépendantes de loi N <<M 1> , (Ul 02>>, ol 01 et g9 sont inconnus.
H2 0 o3

1. Décrire le test de Wald pour tester si 11 = po et donner une région critique de
niveau asymptotique 5%.

2. On suppose 01 = 0. Donner une région critique de niveau exact 5%, construite
a laide de la méme statistique de test que celle utilisée dans la question pré-
cédente. Faire 'application numérique pour n = 15.

JAN

Exercice IX.5.
Soit (X,,n > 1), une suite de variables aléatoires indépendantes, de loi normale
N(6,0), avec 8 > 0. L’objectif de cet exercice est de présenter deux tests pour
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déterminer si pour une valeur déterminée 6y > 0, on a § = 6y (hypothese Hyp) ou
6 > 6y (hypothese Hp). On note

1.

2.

S 1 < C I &~ oo no oo
Xn:E;Xk et Vn:m;(Xk—Xn) :n—1;Xk_n—1X"'

Déterminer én, I'estimateur du maximum de vraisemblance de 6. Montrer di-
rectement qu’il est convergent, asymptotiquement normal et donner sa variance
asymptotique. Est-il asymptotiquement efficace ?

Construire un test asymptotique convergent a ’aide de 'estimateur du maxi-
mum de vraisemblance.

On considere la classe des estimateurs T de la forme : T) = AX,, +(1-\)V,, A€

R.
3.

Montrer que la suite d’estimateurs (T)),n > 2) est convergente, sans biais.
Donner la variance de T,

n
. Etudier la convergence en loi de (Zn,n > 1), avec Z, = /n(X,—0,n"" Z X2

k=1
0 —62).
Etudier la convergence en loi de (v/n(T? — 0),n > 2). En déduire que la suite
d’estimateurs (T2, n > 2) est asymptotiquement normale. Calculer la variance
asymptotique.

. On considere pour n > 2, la statistique de test

C)\ — \/E(Tﬁ\ - 90)
" N0 +2(1 — N)2602°

Construire un test asymptotique convergent a partir de cette statistique de
test. On donne les valeurs numériques suivantes : g = 3.8, A = 0.5, n = 100,
T, = 4.18 et v, = 3.84. Calculer la p-valeur du test. Quelle est votre décision ?

On considére maintenant la valeur A* qui minimise A?6y+2(1—\)263. Comparer
les variances asymptotique de T,f‘* et én Reprendre la question précédente avec
A = A" et comparer les résultats a ceux déja obtenus avec l'estimateur du
maximum de vraisemblance.

A

Exercice IX.6.

L’information dans une direction de ’espace prise par un radar de surveillance
aérienne se présente sous la forme d’'un n-échantillon X = (Xy,...,X,) de va-
riables aléatoires indépendantes de méme loi gaussienne de moyenne 0, parametre
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2 connu. On notera f(z,0), x € R™ la densité du vecteur

inconnu, et de variance o
aléatoire.
En I'absence de tout Objet Volant (Hypothese Hy), 6 = 6y € RT, sinon (Hypo-

these Hy), 6 = 60y, avec 01 > 6.

1. Montrer comment le lemme de Neyman-Pearson permet la construction d’un
test de I’hypothese 6 = 0y contre 'hypothese # = 61 de niveau « et de puissance
maximale.

2. Quelle est la plus petite valeur de n permettant de construire un test de niveau
a,a € [0;1] et d’erreur de deuxieme espece inférieure ou égale a 3,5 € [0;1],
avec o < 37

3. Supposons maintenant qu’en presence d’objet volant I'information fournie par
le radar est un m-échantillon X = (Xi,...,X,,) de variables aléatoires indé-
pendates de méme loi gaussienne de moyenne 6 # 6,6 € R et de variance o2.
Peut-on construire un test de ’hypothese 6§ = 0y contre ’hypothese 8 # 6 de

niveau o donné uniformément plus puissant ?

4. On se propose de trouver un test de niveau « uniformement plus puissant sans
biais parmi les tests purs pour tester I’hypothese 6 = 6y contre 'hypothese
0 # 6.
a) Soit 01 # Oy, 01 € R. Prouver l'existence de deux constantes ¢ et ¢* définis-
sant un ensemble :
af(x> 90)

X ={z e R"/f(w,01) > cf (x,00) + " =57},

avec Py (X € X) = aet [, Wl%dx = 0. Cet ensemble dépend-il de 6, 7
b) Montrer que le test pur de niveau o dont la région critique est X" est uni-
formément plus puissant dans la classe des tests purs sans biais.

A

Exercice I1X.7.
Une machine outil fabrique des ailettes de réacteur avec les caractéristiques sui-
vantes : la longueur d'une ailette suit une loi N (Lg,0q) avec Ly = 785 mm et
0o = 2mm.
Une trop grande dispersion dans les caractéristiques de la machine peut avoir
deux conséquences :
— La premiere est de produire des ailettes trop longues, qui alors ne sont pas
montables.
— La seconde est de produire des ailettes trop courtes, ce qui nuit aux perfor-
mances du réacteur.

64



IX Tests

On a donc particulierement étudié la machine afin de maitriser au mieux le para-
metre og, qui peut étre considéré comme connu et invariable. Par contre, la lon-
gueur moyenne a tendance a varier au fil de la production. On désire vérifier que
les caractéristiques de la machine n’ont pas trop dérivé, a savoir que L € [Lg+6L)]

avec 0L = 1.5mm. On procede a l'analyse de 200 ailettes, ce qui conduit a une
200

iri — L; =788.3 .
moyenne empirique 200 ; i mm
1. Vérifier que le modele est exponentiel. Construire un estimateur de L.
2. On souhaite tester 'hypothese Hy = L € [Lg — 0L, Lo + dL] contre Hy = L ¢
[Lo — 6L, Lo + 0L]. Construire un test bilatéral UPPS au seuil a pour tester
Hj contre Hj.

3. Faire l’application numérique pour o = 5%. Conclusion ?

4. Calculer un intervalle de confiance centré & 95% sur L et le comparer & Lo+6L.

A

Exercice IX.8.

Dans l'outillage de votre usine vous utilisez une grande quantité de pieces d’un
certain modele. Dans les conditions usuelles d’emploi, vous avez observé que la
durée de vie de ces pieces est une variable aléatoire normale dont I’espérance ma-
thématique est pg = 120 heures, et I'écart-type est o = 19,4 heures.

Le représentant d’un fournisseur vous propose un nouveau modele, en promet-
tant un gain de performance en moyenne de 5%, pour une dispersion identique
.

Vous décidez de tester le nouveau modele sur un échantillon de n = 64 unités.
On note (X;,7 € {1,...,64}) la durée de vie des pieces testées.

1. Quelle loi proposez vous pour les variables aléatoires (X;,i € {1,...,64})?

2. Soit p la durée de vie moyenne des pieces produites par le nouveau modele.
Donner un estimateur sans biais de p. Identifier la loi de cet estimateur.

3. Vous ne voulez pas changer de modele si le nouveau n’est pas plus performant
que 'ancien. Plus précisément, vous voulez que la probabilité d’adopter a tort
le nouveau modele ne dépasse pas le seuil de 0.05. Quelle est alors la procédure
de décision construite a partir de I'estimateur de p?

4. Evaluez le risque que cette procédure vous fasse rejeter le nouveau modele si
I'annonce du représentant est exacte. Les 64 pieces testées ont eu une durée de
vie moyenne égale a 123.5 heures. Que concluez-vous ?

Le représentant conteste cette procédure, prétextant qu’il vaut mieux partir de
I’hypothese H|), selon laquelle le gain de performance moyen est réellement de 5%.
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Il souhaite que la probabilité de rejeter a tort le nouveau modele ne dépasse pas
le seuil de 0.05.

5. Quelle est alors la procédure de décision 7 Quel est le risque de I'acheteur 7 Quel
est le résultat de cette procédure au vu des observations faites. Commentez.

6. Quelle procédure peut-on proposer pour égaliser les risques de ’acheteur et du
vendeur ? Quel est alors ce risque ?

JAN

Exercice IX.9.

Suite de I'exercice 1X.8. Un représentant d’une autre société se présente et déclare
avoir un produit moins cher et équivalent a celui des questions précédentes (de
moyenne v = 1.054¢ et de variance o). L’acheteur le teste sur un échantillon
de m pieces. Le résultat obtenu est une moyenne de 124.8. On veut tester si les
deux modeles sont de performances équivalentes. On note p(z,y; i, v) la densité
du modele.

7. Expliciter I'estimateur 6 du maximum de vraisemblance sachant que p = v.
Expliciter i et © les estimateurs de vraisemblance dans le cas général.

8. Expliciter la forme de la région critique. Que peut-on dire des performances
relatives des deux types de pieces si m = 647

A

Exercice IX.10.

On souhaite vérifier la qualité du générateur de nombres aléatoires d’une calcula-
trice scientifique. Pour cela, on procede a 250 tirages dans I'ensemble {0,...,9} et
on obtient les résultats suivants :

T
N (z)|2832[23[26]23[31[18[19[19[31

A Taide du test du x2, vérifier si le générateur produit des entiers indépendants
et uniformément répartis sur {1,...,9}.

A

Exercice IX.11.
Test d’égalité des lois marginales (Test de McNemar). On considere deux juges
qui évaluent les mémes éveénements, répondant chaque fois par laffirmative (4)

ou négative (—). On note piz) la probabilité que le juge i réponde par I'affirmative
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et p@ la probabilité qu’il réponde par la négative. On désire savoir si les lois des

réponses des deux juges sont les mémes (hypothese Hy) ou non (hypothese Hy).

1. Vérifier que sous Hy la loi du couple de réponse ne dépend que de deux para-
metres, i.e. qu’il existe a et G tels que

2] o |
pp—al a s
I o h—a-glli-s

8 [ 1-81]1

2. Calculer 'estimateur du maximum de vraisemblance de (o, 3).

3. On désire réaliser un test sur un échantillon de taille n. Donner la statistique
de test ¢, du x? et vérifier que

(Ny- = N_4)°

Cn = NJF, —|—N,+ >

ol N, _ est le nombre de fois ou le juge 1 a répondu + et le juge 2 a répondu
—, et N__ est le nombre de fois ou le juge 1 a répondu — et le juge 2 a répondu
+. Donner la région critique & 5%.

4. Pour n = 200, on observe Ny_ = 15 et N_, = 5, calculer la p—valeur du test.
AN

Exercice IX.12.
L’examen de 320 familles ayant cinq enfants donne pour résultat le tableau IX.1.

Nombres de garcons et de filles|(5,0)[(4,1)|(3,2){(2,3)|(1,4)|(0,5) | Total
Nombre de familles 18 | 52 | 110 | 88 | 35 | 17 | 320

Tab. IX.1. Observation de 320 familles

On veut savoir si ce résultat est compatible avec I’hypotheése que la naissance
d’un garcon et la naissance d’une fille sont des événements équiprobables. Soit r
la probabilité d’avoir un garcon.

1. Calculer la proportion de garcons. Appliquez le test du x? de niveau a = 0.01,
basé sur cette proportion, pour déterminer si r = 1/2. Donner la p-valeur de
ce test.

2. Donner un intervalle de confiance pour r de niveau asymptotique a.. Remarquer
que le test du x? est équivalent & I'intervalle de confiance.
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3. Appliquez le test du x? de niveau a = 0.01, directement & partir des données
du tableau IX.1. Donner approximativement la p-valeur de ce test. Conclusion ?

4. Appliquer le test du x? pour vérifier si les données du tableau IX.1 suivent une
loi binomiale de parametre 5 et r, avec r inconnu. Donner approximativement
la p-valeur de ce test. Conclusion ?

JAN

Exercice IX.13.

En 1986, a Boston, le docteur Spock, militant contre la guerre du Vietnam, fut jugé
pour incitation publique a la désertion. Le juge chargé de ’affaire était soupgonné
de ne pas étre équitable dans la sélection des jurés®. En effet, il y avait 15% de
femmes parmi les 700 jurés qu’il avait nommés dans ses proces précédents, alors
qu'il y avait 29% de femmes éligibles sur ’ensemble de la ville.

1. Tester si le juge est impartial dans la selection des jurés. Quelle est la p-valeur
de ce test ?

2. Que conclure si étant plus jeune, le juge n’a pas nommé 700, mais 40 jurés?

JAN

Exercice IX.14.

On se propose de comparer les réactions produites par deux vaccins B.C.G. désignés
par A et B3. Un groupe de 348 enfants a été divisé par tirage au sort en deux séries
qui ont été vaccinées, I'une par A, 'autre par B. La réaction a été ensuite lue
par une personne ignorant le vaccin utilisé. Les résultats figurent dans le tableau
suivant :

Vaccin|Réaction légere| Réaction moyenne|Ulcération|Abces| Total
A 12 156 8 1 177
B 29 135 6 1 171

Total 41 291 14 2 | 348

1. En ce qui concerne les réactions, peut-on dire que les vaccins A et B sont
identiques ? On utilisera un test du x? en supposant dans un premier temps
que le tirage au sort est équitable.

2. Que se passe-t-il si on ne suppose plus que le tirage au sort est équitable ?

JAN

2 T.H Wonnacott & R.J Wonnacot, Statistique, Economica, 1991

3 D. Schwartz et P. Lazar, Eléments de statistique médicale et biologique, Flammarion, Paris
(1964).
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Exercice IX.15.

On désire étudier la prédominance visuelle de 'oeil et 'habilité de la main. Un
expérimentateur établit la table de contingence IX.15. A laide d’un test du X2
dire g’il existe une relation entre la prédominance visuelle et ’habilité des mains
(avec un seuil de 0.25) ?

Mobilité manuelle \ Vue|Gauche|Deux yeux|Droit|Total
Gauche 9 15 7 31
Deux mains 8 7 4 19
Droite 15 26 9 50

Total 32 48 20 | 100

Tab. IX.2. Résultats du test mains-yeux

Exercice IX.16.

Pour déterminer si les merles vivent en communauté ou en solitaire, on procede
A Pexpérience suivante* : on dispose un filet dans la zone d’habitat des merles, et
on vient relever le nombre de captures pendant 89 jours. On obtient les résultats
suivants :

Nombre de captures| 0 | 1 |2]3|4|5|6
Nombre de jours 56(22(9|1|0(1|0

1. On suppose qu'une loi de Poisson est représentative de ’expérience. Construire
un estimateur du parametre de cette loi.

2. Vérifier & I'aide d’un test du x? I'adéquation du modele aux données. Faire
I’application numérique au niveau o = 5%.

3. Reprendre 'exercice en groupant les catégories Nombre de captures = 2, 3, 4,
5 et 6 en Nombre de captures > 2.

A

Exercice IX.17.
Le tableau IX.3 donne®, sur une période de vingt ans (1875-1894), le nombre de

4 Revue du CEMAGREF (Clermond Ferrand) juin 1996

5 A. Gulberg, Les fonctions de fréquence discontinues et les séries statistiques, Annales de I'I.
H. P., 3, pp.229-278, 1933.
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déces par an et par régiment dans la cavalerie prussienne causés par un coup de
sabot de cheval. On dispose de 280 observations. Appliquer le test du x? pour
vérifier si les données suivent une loi de Poisson (dont on estimera le parametre).

Nombre de déces par an et par régiment| 0 | 1|2 |3 |4
Nombre d’observations 144(91|32(11

[\

Tab. IX.3. Décés par an et par régiment.

Exercice IX.18.

Les dés de Weldon. Weldon a effectué n = 26306 lancers de douze dés a six
faces®. On note X; le nombre de faces indiquant cinq ou six lors du i-ieme lancer.
Les fréquences empiriques observées sont notées :

. N
f]_#7

olt N; est le nombre de fois oli 'on a observé j faces indiquant cing ou six, sur les
n

douze lancers N; = Z 1{ Xi=j}- Les observations sont données dans les tableaux

i=1
IX.4 et IX.5.

No = 185 | N1 = 1149| N2 = 3265|N3 = 5475

Ny = 6114| N5 = 5194|Ng = 3067| N7 = 1331
Ng =403 | No =105 | Nio =14 | N11 =4
Ni2 =0

Tab. IX.4. Observations

fo =0.007033 | f1 = 0.043678| fo = 0.124116 | f3 = 0.208127
fa = 0.232418 | f5 = 0.197445| fs = 0.116589 | fr = 0.050597
fs = 0.015320 | fo = 0.003991f10 = 0.000532| f11 = 0.000152
f12 = 0.000000

Tab. IX.5. Fréquences empiriques observées

5 W. Feller, An introduction to probability theory and its applications, volume 1, third ed., p. 148.
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Si les dés sont non biaisés, la probabilité d’observer les faces cinq ou six dans
un lancer de dés est de 1/3. Les variables aléatoires (X;,1 < i < n) suivent donc
la loi binomiale de parametres 12 et 1/3. Les fréquences théoriques sont données
dans le tableau IX.6.

o = 0.007707 | f1 = 0.046244] f2 = 0.127171 | f5 = 0.211952
1 — 0.238446 | f5 = 0.190757] fo — 0.111275 | f7 = 0.047689
fs = 0.014903 | fo = 0.003312| f10 = 0.000497 | f11 = 0.000045
f12 = 0.000002

Tab. IX.6. Fréquences théoriques

1. Donner la statistique du test du x? et la p-valeur. En déduire que 1’on rejette
I’hypothese des dés non biaisés.

2. Rejette-t-on également 1'hypothese selon laquelle les variables sont distribuées
suivant une loi binomiale de méme parametre (12,7), r étant inconnu ?

A
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X

Intervalles et régions de confiance

Exercice X.1.

Soit X7, ..., X, un échantillon de taille n de variables aléatoires indépendantes de
loi uniforme sur [0, 6] ou # est un parametre strictement positif. Soit 6y > 0. On
veut tester Hy : 6 < 0y contre Hy : 6 > 6 au seuil a.

1.
2.
3.

Trouver une zone de rejet W associée a une constante z, vérifiant 0 < z,, < 6.
Calculer la puissance du test 7(6).

On prend 6y = % Calculer z, en fonction de n pour que le test soit de niveau
5%.
Avec 0y = L et a = 5%, calculer n pour que la puissance du test soit d’au

2
moins 98% en 6 = %. Que vaut la puissance du test en 0§ = % sin=27

5. On examine H{, : § = 0y contre H] : § > 0y. Que proposez-vous ?

6. Soit o/ > 0 donné. Calculer k, > 1 tel que Py(0 < k,, max;<;<, X;) soit égale

3 1 — /. En déduire un intervalle de confiance pour § au niveau 1 — o'.

Montrer que la suite (n(f — max;<ij<, X;),n € N*) converge en loi vers une loi
exponentielle. En déduire un intervalle de confiance pour 6 de niveau asympto-
tique 1—a’. Le comparer avec I'intervalle de confiance de la question précédente.

A

Exercice X.2.
Soit X une v.a. de densité :

flx) = %ef‘xﬂg‘, Vz € R,

ou 6 est un parametre réel inconnu.

1.
2.

Calculer Eg[X] et Varg(X). En déduire un estimateur 7;, de 6.

Construire un intervalle de confiance de niveau asymptotique 95% pour 6 dans
le cas ou n = 200.
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XI

Controles a mi-cours

XI.1 1999-2000 : Le collectionneur (I)

Exercice XI.1.
Soit (T},,n > ng) une suite de variables aléatoires de loi géométrique de parametre

6 . T, .
pn = — avec ng > 0 > 0. Montrer que la suite (—n,n > n()) converge en loi et
n n

déterminer sa limite.

JAN

Exercice XI.2.
Déterminant d’une matrice a coefficients gaussiens.

1. Soit V' et W deux variables aléatoires réelles ou vectorielles continues indé-
pendantes. Montrer que si ¢ est une fonction bornée, alors E[p(V,W) | W] =
h(W), ou la fonction h est définie par h(w) = E[p(V, w)].

2. Soit (X7, X, X3, X4) des variables aléatoires indépendantes de loi N'(0,1). On

X1 Xo _
X, X4> et on note Y = det A. Calculer

E [eiuy | X1, Xg], puis en déduire la fonction caractéristique de Y.

considere la matrice aléatoire A = <

A

Exercice XI.3.

Votre petit frere collectionne les images des joueurs de la coupe du monde que
lon trouve dans les tablettes de chocolat. On suppose qu’il existe n images dif-
férentes et qu’elles sont équitablement réparties, a raison de une par tablette.
On note X; € {1,--- ,n} le numéro de I'image contenue dans la i-eme tablette.
On note Nj le nombre de tablettes achetées pour obtenir k images différentes :
Ny =inf {j > 1;Card {X;,i < j} = k}. Enfin, T = Ny — Ny_1, avec la convention
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T1 = 1, représente le nombre de tablettes achetées pour obtenir une nouvelle image
alors que l'on en possede déja k — 1.

1.
2.

Quelle loi proposez-vous pour la suite de variables aléatoires (X;,7 € N*)?

Soit T une variable aléatoire géométrique de parametre p €]0, 1[. Montrer que
E[T] =p~!et Var(T) = (1 — p)p~ 2.

Calculer P(T, = [). En déduire que T» suit une loi géométrique dont on précisera
le parametre.

Montrer que

P(Ty = 12,13 = I3)
= Z P(Xl =J1, " 7X12 :jlelerl = Jo2, - 7X12+13 € {jlan}aXlerlerl :j3)'

j1,j2,J3 distincts

5. En déduire que T3 suit une loi géométrique dont on précisera le parametre.

6. Vérifier que T, et T3 sont indépendants.

7. Décrire T, comme premier instant de succes et en déduire sa loi. On admet

10.

11.

dorénavant que les variables aléatoires T1,Ts, -+ , T, sont indépendantes.

Calculer E[N,,] et vérifier que E[N,,] = n [log(n) + O(1)] ou O(1) désigne une
fonction g(n) telle que sup,,> [g(n)| < M < oo.

Calculer Var(N,,) et en donner un équivalent quand n — co.

n

EN,]

Vérifier que 1,2 .2y < 2272 pour tout = € R et ¢ > 0. Majorer P <‘

>c)

n

nlogn

Montrer que la suite < ,n € N*) converge en probabilité vers 1.

XI.2 2000-2001 : Le collectionneur (II)

Exercice XI1.4.
Soit X1, X5 des variables aléatoires indépendantes de loi de Poisson de parametres
respectifs #; > 0 et 65 > 0.

1.
2.
3.
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Calculer la loi de X7 + Xo.
Calculer la loi de X7 sachant X7 + X5. Reconnaitre cette loi.
Calculer E[X1’X1 + XQ]



XI.2 2000-2001 : Le collectionneur (II)

Exercice XI.5.
Soit X7, ..., X, une suite de variables aléatoires indépendantes de loi exponentielle
de parametre A > 0. La variable aléatoire X; représente le temps de panne de la
machine . On suppose qu’une fois en panne les machines ne sont pas réparées.
On note X (1) < --- < X(;,) le réordonnement croissant de Xy, ..., X,, appelé aussi
statistique d’ordre. Ainsi X(;) représente le temps de la i-¢me panne quand on
considere I'ensemble des n machines. On pose

Y1 = X(l) = lglilélnXi,
le temps de la premiere panne, Y2 = X5y — X(q) le temps entre la premiere et la
deuxiéme panne, et plus généralement pour k € {2,...,n},

Y, = X(k) — X(k—l)-

Le but de ce probleme est dans un premier temps d’étudier le comportement de
'instant ou la derniere machine tombe en panne, X(,) = >, Yi, quand n — oo.
Dans un deuxiéme temps nous étudierons la loi du vecteur (Y7,...,Y;,). Enfin nous
donnerons une application de ces deux résultats dans une troisieme partie.

I Comportement asymptotique de X ,) = oY,

1. Calculer la fonction de répartition de X(n) = max|<i<n Xj-

2. Montrer que la suite (X, — A~tlogn,n € N*) converge en loi vers une variable
aléatoire Z dont on déterminera la fonction de répartition.

3. Pour A = 1, en déduire la densité f de la loi de Z. Déterminer, a la premiere
décimale pres, a et b tels que ffoo f(z)dz =2,5% et b+oo f(z)dz =2,5%.

IT Loi du vecteur (Y1,...,Y,).

1. Soit i # j. Calculer P(X; = Xj).

2. En déduire que P(3i # j; X; = X;) = 0. Remarquer que presque stirement le
réordonnement croissant est unique, c’est-a-dire X3y < -+ < X,,). Ainsi p.s.
aucune machine ne tombe en panne au méme instant.

3. On suppose dans cette question et la suivante seulement que n = 2.
Soit g1 et go des fonctions bornées mesurables. En distinguant {X; < X5} et
{X2 < X1}, montrer que

E[g1(Y1)g2(Y2)] = / 91(y1)ga(ya) 2X% e WA 1 0y dyrdys.

En déduire une expression de E[g; (Y7)] puis la loi de 3.

7
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4. Déduire la loi de Y5 et vérifier que Y7 et Y5 sont indépendants. Donner la loi
du vecteur (Y71, Y2).

5. En décomposant suivant les évenements {Xo(l) <l < Xo(n)}, ol o parcourt
Pensemble S,, des permutations de {1,...,n}, montrer que pour n > 3,

E[g1(Y1) - gn(Yn)] = n! E[g1(X1)g2(X2 — X1) - gn(Xn — Xn-1)1ix, <coc X} )

ou les fonctions g1, ... g, sont mesurables bornées. On pourra utiliser, sans le
justifier, le fait que les vecteurs (Xo(1),..., Xo@m)) et (X1,...,X,) ont méme

loi.
6. Calculer la loi de Y;, i € {1,...,n}. Montrer que les variables aléatoires
Y1,...,Y, sont indépendantes. Donner la loi du vecteur (Y7,...,Y},).

7. En déduire la fonction caractéristique de Xy).

ITTI Application (Facultatif)

Votre petit frere collectionne les images de Pokémons que l'on trouve dans les
plaquettes de chocolat. On suppose qu’il existe n images différentes et qu’elles
sont réparties au hasard dans les plaquettes. On note T} ,, le nombre de plaquettes
qu’il faut acheter pour avoir une nouvelle image, alors que 1’on en possede déja
k —1. On a donc T7, = 1. Pour avoir toutes les images, il faut donc acheter
Tip+ -+ Thn = N, plaquettes. On admet (voir le controle de 1999, exercice

X1.3) que les variables aléatoires Ti,,...,T,  sont indépendantes et que la loi
de T}, est la loi géométrique de parametre 1 — Z . On admet de plus que
n
N,

E[N,] ~ nlogn et que ] " converge en probabilité vers 1 quand n — +o00. Le
nlogn

but de cette partie est de déterminer a quelle vitesse a lieu cette convergence et
d’en déduire un intervalle de confiance pour le nombre de plaquettes de chocolat
que votre petit frere doit acheter pour avoir sa collection complete.

1
Soit 1y, , la fonction caractéristique de — T}, 11, o k € {1,...,n} et ¢, la
n
fonction caractéristique de la loi exponentielle de parametre k.
1
1. Montrer que la suite <— Toktin,n > /<:> converge en loi vers la loi exponen-
n

tielle de parametre k.

Une étude plus précise permet en fait de montrer que pour tout v € R, il existe
n(u) et C, tels que pour tout n > n(u) et k € {1,...,n}, on a

b () — g ()] < ki c.

n
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XI.3 2001-2002 : Le paradoxe du bus (I)

n n n

H ap — H br| < Z |ay, — bx| valable pour des com-
k=1 k=1 k=1
plexes ag, by de modules inférieur & 1 (Jag| < 1 et |bx| < 1), montrer que

2. En utilisant 'inégalité

I
[ () = o,y ()| < 22,

ol X(,) est définie au paragraphe I, avec A = 1. De maniére formelle, on écrira
que pour 7 grand,

-1
n

1 Géom(1)+ 1 Géom(n
n

- )—I—---—l—%Géom(%) W () +E(—1)4--+E(1).

3. En déduire que la suite (n~1(N,, — nlogn),n € N*) converge en loi vers la
variable aléatoire Z définie au paragraphe I.

4. Donner un intervalle de confiance, I,,, de niveau asymptotique o = 95% pour
N, : P(N,, € I,) ~ 95%) pour n grand.

5. Application numérique : n = 151. Quel est le nombre moyen de plaquettes
de chocolat que votre petit frere doit acheter pour avoir une collection de
Pokémons complete. Donner un intervalle de confiance & 95% du nombre de
plaquettes que votre petit frere risque d’acheter pour avoir une collection com-
plete.

Refaire I'application numérique pour n = 250, qui correspond au nombre de
Pokémons au Japon.

A

XI.3 2001-2002 : Le paradoxe du bus (I)

Exercice XI.6.
Soit (U;,i € N*) une suite de variables aléatoires indépendantes de loi uniforme
sur [0,1]. Soit a > 0.

1. Pour n € N*, on pose X,, = (Uy --- U,,)*/™. Montrer que la suite (X,,,n € N*)
converge presque stirement et donner sa limite. On pourra considérer dans un
premier temps la suite (log(X,,),n € N*).

2. Montrer que la suite (Y,,,n € N*), définie par Y,, = (X, eo‘)‘/ﬁ7 converge en
loi et déterminer la loi limite. On calculera la densité de la loi limite s’il s’agit
d’une variable aléatoire continue.

JAN

79



XI Controéles & mi-cours

Exercice XI.7.

A larrét de bus, il est indiqué que le temps moyen entre les passages de bus est
d’environ 10 minutes. Or, lorsqu’un client arrive a l'instant ¢ a 'arrét de bus, il
attend en moyenne une dizaine de minutes. On en déduit naivement, par symétrie,
que le temps moyen entre deux passages de bus est de 20 minutes. Le but de ce
probleme est de déterminer a 'aide d’un modele simple qui, de la société de bus
ou du client a raison.

On note T le temps de passage du premier bus et T;y; le temps entre le
passage du i et du i 4+ 1°™¢ bus. En particulier V,, = S T; est le temps
de passage du n®™¢ bus, avec la convention que Vp = 2?21 T, = 0. A cause des
conditions aléatoires du trafic, on suppose que les variables aléatoires (73,7 € N*)
sont indépendantes et de loi exponentielle de parametre A > 0.

I Préliminaires

1. Quel est, d’apres ce modele, le temps moyen entre les passages des bus annoncé
par la société de bus?

2. Déterminer et reconnaitre la loi de V,, pour n > 1.

On note IV le nombre de bus qui sont passés avant l'instant ¢ :

n
Ny =sup{n > 0; ) T; < t}.
i=1
3. Quelle est la valeur de P(N; =0) ?
4. Berire Pévenement {Ny = n} en fonction de V,, et T, 1.

5. Pour n > 1, calculer P(N; = n), et vérifier que la loi de N; est une loi de
Poisson dont on précisera le parametre.

IT Les temps moyens

Ny
On note Ry =t — Z T;, le temps écoulé entre le passage du dernier bus avant ¢
i=1
Ni+1
et t, avec la convention que R; =t si N; = 0. Et on note S; = Z T; —t le temps
i=1

d’attente du prochain bus lorsqu’on arrive a I'instant ¢. Soit r, s € [0, oo].
1. Que vaut P(R; <t)? Calculer P(R; < r,S; <s,N; =0).

2. Vérifier que pour n > 1, on a

)\n
PRy <78 <s,Ny=n)= e_)‘t(l — e_)‘s)m[t" —(t=nr)t],

olzy =zsiz>0et zp =0si2z<0.

80



XI.4 2002-2003 : La statistique de Mann et Whitney

3. Calculer P(R; < r,S; < s) la fonction de répartition du couple (R, S;). On
distinguera les cas r <t et r > t.

4. Déterminer et reconnaitre la loi de S;.
5. Montrer que R; a méme loi que min(71,1).

6. En déduire le temps moyen d’attente d’un bus lorsqu’on arrive a 'instant ¢ ainsi
que I’écart moyen entre le dernier bus juste avant 'instant ¢ et le premier bus
juste apres 'instant ¢. Pouvez vous répondre a la question initiale du probléeme ?
Quel est le paradoxe ?

III Loi du temps entre deux passages de bus

On désire maintenant étudier la loi du temps entre le dernier bus juste avant
Iinstant ¢ et le premier bus juste apres U'instant ¢ : Uy = Ry + S;.

1. Vérifier que les évenements {R; < r} et {S; < s} sont indépendants pour
tout (r,s) € R2. On rappelle que cela implique que les variables R; et S; sont
indépendantes.

2. Vérifier que (U, t > 0) converge en loi vers une variable aléatoire U. Déterminer
et reconnaitre la loi limite.

3. Calculer la loi de Uy = Ry + S;.

X1.4 2002-2003 : La statistique de Mann et Whitney

Exercice XI.8.
L’objectif est d’étudier le comportement asymptotique d’une suite de variables
aléatoires appelées statistiques de Mann et Whitney.

I Calculs préliminaires
Soit X, Y deux variables aléatoires réelles indépendantes de densité respective
f et g. On introduit les fonctions de répartitions
T Y
F@)=P(X <a)= [ fdu e  Gly)=PY<y)= [ gwdu
—0o0

—00

On suppose que p =P(Y < X) €]0,1].

1. Quelle est la loi de 1fy<x} ? Donner Var(1l;y<xy) en fonction de p.
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2. Déterminer p comme une intégrale en fonction de G et f (ou en fonction de F'
et g). Vérifier que, si X et Y ont méme loi (i.e. f = g), alors p=1/2.

3. On pose S = E [I{YSX}]X] et T =E [1{Y§X}‘Y]- Déterminer S et T. Donner
E[S] et E[T].

4. On pose a = Var(S) et § = Var(T'). Calculer « (respectivement [3) en fonction
de p,G et f (respectivement p, F' et g).

5. Montrer que, si X et Y ont méme loi, alors e = 3. Donner alors leur valeur.
6. Calculer Cov(S, 1iy<xy) et Cov(T, 1y <x})-
On admet que p €]0, 1] implique que («, 3) # (0,0).

II Etude de la projection de Hajek de la statistique de Mann et
Withney

Soit (Xj,i > 1) et (Yj,j > 1) deux suites indépendantes de variables aléatoires
indépendantes. On suppose de plus que X; a méme loi que X pour tout ¢ > 1, et
Y; a méme loi que Y pour tout j > 1. La statistique de Mann et Whitney (1947)
est la variable définie pour m > 1, n > 1, par

i=1 j=1

On pose Uy, ,, = U — E[Umn] = Z Z (1{yj <X}~ p). La projection de Hajek

i=1 j=1
(1968) de Uy, ,, est définie par
m n
Hun =) E[Una|1Xi] + Y E[Uy, [Y).
i=1 j=1

On pose S; = G(X;) et Tj =1 — F(Y}).
L. Vérifier que Hy,p =13 " (S; —p) +m >0 (Tj — p).
2. Calculer Var(H,,) en fonction de « et f3.

3. Déterminer la limite en loi des suites

(T —p)yn>1

e

<.
Il
-

(Vm: %i(&-—p),mz 1) et W, =

i=1
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Il est facile de vérifier, a partir de la démonstration du théoréme central limite le
résultat suivant sur la convergence uniforme locale des fonctions caractéristiques.
Soit (Zy, k > 1) une suite de variables aléatoires indépendantes, de méme loi et de
carré intégrable, telles que E[Z}] = 0 et Var(Zy) = o2. Alors on a

L P AC A ™72 4 Ry(u),

et pour tout K >0, lim sup |Rp(u)| =0.

k=00 |u|<K

4. Ecrire Hp, /+/ Var(H,,,») comme une combinaison linéaire de V;,, et W,,. En

utilisant la propriété ci-dessus, montrer que, quand min(m,n) tend vers 'infini,
la suite <Hm,n/ Var(Hy, n),m > 1,n > 1] converge en loi vers la loi gaus-

sienne centrée réduite N (0, 1).

. On admet la formule suivante (voir la partie IV pour une démonstration) :

Var(Up.n) = mn*a +m*ng +mn(p — p* — a — p). (XL.1)

Déterminer la limite en loi de la suite <Hmn/ Var(Up, ), m > 1,n > 1>

quand min(m,n) tend vers 'infini.

IIT Convergence de la statistique de Mann et Whitney (Facultatif)

1.

Montrer que Cov(Hp.p, Uy, ) = mn?® Cov(S, iy <xy)+nm? Cov(T, 1y <xy).

2. En déduire Var(Hyn — Uy, )

. Calculer la limite de Var(Hy, », — Uy, )/ Var(Up,») quand min(m,n) tend vers

linfini.

*

4 . . Hm,n - Um n el s
. En déduire que la suite | —=——==,m > 1,n > 1 | converge en probabilité

Var(Up,n)

vers 0 quand min(m,n) tend vers 'infini.

. Montrer que la suite

( Um,n — mnp

m>1n>1
Var(Up, ) )

converge en loi quand min(m,n) tend vers 'infini. Déterminer la loi limite.
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IV Calcul de la variance de la statistique de Mann et Whitney
(Facultatif)

Soit X’ et Y’ des variables aléatoires de méme loi que X et Y. On suppose de
plus que les variables aléatoires X, X', Y et Y’ sont indépendantes.

1. On considere la partition de A = {(i,7,4,§') € (N )4i <m,i' <m,j <n,j <
n} en quatre sous-ensembles :

Ay ={(i,i,5,j) € A}
(i,7,5,7) € A;i # '}
(

(

i, §,J') € Aij # 5’}

A
Az
A4 271,7]7],)€A727éz,7j7éj/}

{
{
{

Calculer le cardinal des quatre sous-ensembles.

2. Vériﬁer que COV(l{YgX}a 1{Y’§X}) =« et COV(]-{YSX]w l{YSX’}) = /3
3. Calculer la variance de Uy, 5, et vérifier ainsi la formule (XI.1).

4. Donner Var (U, ) dans le cas ol les variables aléatoires (X;,7 > 1) et (Y},j >
1) ont toutes méme loi.

A

XI.5 2003-2004 : Le processus de Galton Watson

Exercice XI.9.

En 1873, Galton publie un probleme concernant le calcul de la probabilité d’ex-
tinction des noms de familles. N’obtenant pas de réponse satisfaisante, il contacte
Watson qui fournit une réponse partielle. Ce n’est qu’a partir de 1930 que ce
probleme attire & nouveau 'attention et obtient alors une réponse détaillée!.

Le but du probleme qui suit est, a partir d’'un modele élémentaire d’évolution
de population, appelé modele de Galton-Watson, de déterminer cette probabilité
d’extinction.

On considere un individu masculin a I'instant 0, et on note Z,, le nombre de des-
cendants masculin de cet individu & la n-ieme génération (Zy = 1 par convention).
On suppose que les nombres de garcons de chaque individu sont indépendants et
de méme loi qu'une variable aléatoire, &, a valeurs entieres. Plus précisément, soit

! Voir P’article de D. Kendall. Branching processes since 1873, J. London Math. Soc. (1966), 41
pp. 385-406.
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(&in,i > 1,n > 0) une suite doublement indicée de variables aléatoires indépen-
dantes de méme loi que £. Le nombre d’individus de la n + 1-ieme génération est
la somme des garcons des individus de la n-ieme génération : pour n > 0,

Zn,
ZnJrl = Z gi,n,
i=1
avec la convention que Z, 1 = 0 si Z, = 0. On note
n = P(il existe n > 0 tel que Z,, = 0)

la probabilité d’extinction de la population. Pour k € N, on note py, = P({ = k), et
I’on suppose que (sinon presque stirement la population ne s’éteint pas).

I Calcul de la probabilité d’extinction

1. Montrer que 7 est la limite croissante de la suite (P(Z, = 0),n > 0).

On suppose que ¢ est intégrable, et on pose m = E[¢].

2. Calculer E[Z,,11|Z,]. En déduire que E[Z,] = m".

3. Montrer que si m < 1, alors n = 1, i.e. la population s’éteint presque stirement.

On note ¢ la fonction génératrice de £, et ¢, la fonction génératrice de Z,, (et

¢0(z) = z pour z € [0,1]).

4. Calculer E[zZ"+1|Z,] pour z € [—1,1]. En déduire que ¢, 11 = ¢p © ¢, puis que
bn+1 = @0 Pp.

5. Montrer que P(Z,+1 = 0) = ¢(P(Z,, = 0)). En déduire que 7 est solution de
I’équation

d(z) =x. (XI.2)

6. Calculer ¢/(1). Vérifier que si m > 1, alors ¢ est strictement convexe sur [0, 1].
Tracer le graphe z — ¢(z) pour z € [0, 1].

7. En déduire que si m =1, alors n = 1.

On suppose dorénavant que m > 1.

8. Montrer que (XI.2) possede une unique solution zy €]0, 1[.

9. Montrer que P(Z,, = 0) < xg pour tout n > 0. En déduire que n = x.
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IT Comportement asymptotique sur un exemple

Les données concernant les U.S.A. en 1920 pour la population masculine (cf la
référence (1) en bas de page 84) sont telles que ’on peut modéliser la loi de £ sous

la forme
po=ca, etpourk>1 pr=(1-a)- ﬁ)ﬁkil, (X1.3)

avec 0 < a < # < 1. On suppose dorénavant que la loi de & est donnée par (XI.3).

1. Calculer m = E[¢], vérifier que m > 1 et calculer n, 'unique solution de (XI.2)
dans |0, 1[, on ¢ est la fonction génératrice de £. Application numérique (cf la
note (1) en bas de page 84) : a = 0.4813 et 8 = 0.5586.

z)—1 z—1
6(2) =m . En déduire ¢, (z), out ¢1 = ¢ et pour n > 2,
P(z) —n z—=1
¢n =0 Pp-1-
3. Calculer la fonction caractéristique de XY, ou X et Y sont indépendants, X
est une variable aléatoire de Bernoulli de parametre p € [0, 1], et Y une variable
aléatoire exponentielle de parametre A > 0.

2. Vérifier que

4. Montrer que la suite (m™"Z,,n > 1), ou Z, est une variable aléatoire de
fonction génératrice ¢,,, converge en loi vers une variable aléatoire Z dont on
reconnaitra la loi.

A

XI.6 2004-2005 : Théoreme de Cochran ; Loi de Bose-Einstein

Exercice XI.10.

Le but de cet exercice est la démonstration du théoreme de Cochran. Soit n > 2, et

Xi,..., X, des variables aléatoires indépendantes de méme loi gaussienne NV(0,1).

Soit e = {e1, ..., ey} la base canonique de R" et X = "7 | Xje; le vecteur aléatoire

de R™.

1. Soit f = {f1,..., fn} une base orthonormée de R" et Y = (Y1,...,Y,) les
coordonnées de X dans la base f. Montrer que les variables Y7,...,Y}, sont
indépendantes de loi (0, 1). (On rappelle qu’il existe une matrice U de taille
n x n telle que si x = (z1,...,2,) sont les coordonnées d'un vecteur dans la
base e, alors ses coordonnées dans la base f sont données par y = Ux. De plus
on a U'U = UU' = I,, ou I,, est la matrice identité.)

2. Soit 1, ..., E, une famille de p > 2 sous-espaces vectoriels de R" orthogonaux
deux & deux tels que By @ --- @ E, = R" (i.e. si f0) = {fl(i),...,f,g?}, ou
n; = dim(FE;), est une base orthonormée de E;, alors f = Ulgigpf(i) est une
base orthonormée de R™). On note Xpg, la projection orthogonale de X sur
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E;. Montrer que les variables Xp,, ..., Xg, sont indépendantes et que la loi de
| XE, || est une loi du 2 dont on déterminera le paramétre.

3. On note A la droite vectorielle engendrée par le vecteur unitaire f; =
n~1/2 >, ei et H le sous-espace vectoriel orthogonal (en particulier A@ H =
R™). Caleuler Xa et || Xg|> = || X — Xa|?. Retrouver ainsi que la moyenne
empirique X,, = 23" | X; est indépendante de T, = 1", | Xi — Xn|2, et
donner la loi de T;,.

A

Exercice XI.11.

L’énergie d’une particule est quantifiée, c’est-a-dire que les valeurs possibles de
I’énergie forment un ensemble discret. Mais, pour un niveau d’énergie donné, une
particule peut-étre dans différents sous-états, que ’on peut décrire a ’aide du mo-
ment cinétique (nombre quantique secondaire), du moment magnétique (nombre
quantique magnétique) et de la rotation propre des électrons de I'atome (spin). Il
existe deux types de particules :

— Les fermions (électron, proton, neutron, etc.) ont un spin demi-entier et
obéissent a la statistique de Fermi-Dirac : au plus une particule par sous-
état.

— Les bosons (photon, phonon, etc.) obéissent & la statistique de Bose-Einstein :
plusieurs particules peuvent occuper le méme état, et les particules sont in-
discernables.

Le but de ce probleme est, apres avoir établi la loi de Bose-Einstein, d’évaluer

plusieurs quantités naturelles associées a cette loi.

I Convergence en loi pour les variables aléatoires discréetes

Soit (Xp,n > 1) une suite de variables aléatoires & valeurs dans N. On pose
pn(k) =P(X,, = k) pour k € N, n > 1.

1. On suppose que, pour tout k € N, la suite (p,(k),n > 1) converge vers une
limite, notée p(k), et que Y p- ,p(k) = 1. Soit g une fonction bornée mesurable.
Montrer que pour ng € N fixé, on a

[Elg(x.0)] = Y p(k)g(h)| < llgl [Z [puk) = (k)] +2 = > (pu(k) + p(R)) |
k=0 k=0 k=0

ou ||lg|]| = sup{|g(z)|;z € R}. En déduire que la suite (X,,n > 1) converge en
loi vers la loi d’une variable aléatoire discrete X a valeurs dans N, ou p(k) =
P(X = k) pour k € N.
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2. (FACULTATIF) Montrer que si la suite (X,,,n > 1) converge en loi (vers la loi
d’une variable aléatoire X)), alors pour tout k € N, les suites (p,(k),n > 1)
convergent vers une limite. De plus, la variable aléatoire X est discrete a valeurs
dans N, et si on note p(k) = lim,, . pn(k), alors on a p(k) = P(X = k) et

> heop(k) = 1.

IT La loi de Bose-Einstein

On suppose que l'on dispose de r particules indiscernables pouvant occuper n
sous-états (appelés aussi boites) du méme niveau d’énergie. Dire que les particules
sont indiscernables revient & dire que toutes les configurations sont équiprobables.
Ainsi pour r = n = 2, on dispose des 3 configurations différentes

N S e B T s B

ou les étoiles représentent les particules et les barres verticales les bords des boites.
Chaque configuration est donc de probabilité 1/3.

n+r—1)
1. Montrer qu’il existe % configurations différentes. En déduire la pro-
ri(n —1)!

1
babilité d'une configuration (loi de Bose-Einstein).

On suppose n > 2. L’état du systeme est décrit par X, , = (X,(fz, e 7X,(Ln,})7 ou

)

ijl est le nombre de particules dans la boite i.
2. Remarquer que si k particules sont dans la premiere boite, alors il reste r — k
particules dans les n — 1 autres boites. En déduire la loi de Xy(Ll,z

3. On suppose que r — 0o, n — oo et r/n — 6 €]0,00[. Montrer que sous ces

hypotheses la suite (Xr(f?)n,n € N*,r € N) converge en loi vers la loi d'une
variable aléatoire entiere X. Donner la loi de X, vérifier que la loi de X + 1 est
la loi géométrique dont on précisera le parametre.

4. Donner la loi de X,(f’)r, pour i € {1,...,n}. Calculer > ", XT(LZ,)T En déduire
E[X70)

5. Vérifier que si r — oo, n — oo et r/n — 6 €]0, 00|, alors E[X,(le] converge Vers
E[X], ou la variable X est définie & la question II.3.

6. (FACULTATIF) On suppose r > 1. Donner une relation simple entre IP’(XT(LQM?1 =
k) et P(X{) = k). En déduire E[r — X\, puis retrouver E[X\")].

7. (FAacuLTATIF) En s’inspirant de la question précédente calculer également
IE[(XT(&Q)Q] pour r > 2. Vérifier que si r — 0o, n — oo et r/n — 6 €]0, oo], alors
IE[(XT(:,Z)Q] converge vers E[X?], ot la variable X est définie & la question IL.3.
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ITI Quand on augmente le nombre de particules

On suppose que 'on dispose de n boites et de r particules disposées dans ces
boites suivant la loi de Bose-Einstein. Conditionnellement a I’état du systeme, X, .,
quand on ajoute une particule, elle est mise dans la boite ¢ avec une probabilité
proportionnelle a X,(fzn + 1. Ainsi la nouvelle particule a plus de chance d’étre

mise dans une boite contenant déja beaucoup de particules. On note X, .41 =

(XT(SB,JFI, e ,XT(:?JFI) le nouvel état du syteme.
1. Calculer la loi de X, ;41 sachant X, ,.

2. En déduire la loi de X, .11, et reconnaitre cette loi.

XI.7 2005-2006 : Le paradoxe du bus (II)

Exercice XI.12.
Le paradoxe du bus (II). Les parties I et II sont indépendantes.
Soit T" une variable aléatoire p.s. strictement positive, i.e. P(T > 0) = 1.

I Le temps d’attente a 1’arrét de bus

Soit (T},,m > 1) une suite de variables aléatoires indépendantes et de méme loi
que T. Soit n > 2 fixé. A Dinstant £ = 0 un premier bus (bus 1) passe devant votre
arrét. Le temps écoulé entre le passage des k-ieme et (k+ 1)-ieme bus est modélisé
par la variable Tj. L’expérience est terminée lors du passage du (n + 1)-iéme bus.
On pose, pour k € N*, S, = Zle T; le temps de passage du (k + 1)-ieme bus, et
So = 0.

On suppose que vous arrivez au hasard apres le premier bus (¢ = 0) et avant
le dernier bus (¢t = Sy,). On note N;¥ le numéro du dernier bus passé avant votre
arrivée, et T,y = T le temps écoulé entre le passage du bus juste avant votre
arrivée et le passage du bus juste apres votre arrivée. Le but de cette partie est
de déterminer la loi de 7)), et de donner son comportement asymptotique quand
n tend vers l'infini.

Soit U une variable aléatoire de loi uniforme sur [0,1] et indépendante de
(T,,m > 1). On modélise votre temps d’arrivée par US),.

1. Expliquer brievement pourquoi on modélise votre temps d’arrivée par US,.
2. Montrer que les variables aléatoires T} /S,, ont méme loi.
nT1

3. En déduire E[X,,] =1, ou X,, = g
n
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4. Soit Z une variable aléatoire a valeurs dans R"™ de densité h, indépendante de
U. Montrer que pour toute fonction ¢ bornée mesurable, on a

E[p(U, Z)] = E [ /0 i olu, Z)] . (XL4)

On admettra que (XI.4) est vraie pour toute variable aléatoire Z vec-

torielle indépendante de U.

5. Remarquer que pour 1 < k < n, on a {N;} = k} = {U €]Sk_1/Sn, Sk/Sn]}-
Soit g une fonction bornée mesurable. Montrer, en décomposant suivant les
valeurs de N} et en utilisant (XI1.4), que

Bla(T)] = E | g ha(mh)] (XL5)

S
On suppose que T est intégrable et on pose p = E[T].

6. Montrer que la suite (X,,n > 1) converge p.s. vers une limite X. Calculer
E[X].

7. On définit la fonction ¢ (r) = max(x,0). Vérifier que la fonction ¢ est
continue et que ¢y(x —y) < x pour tout x > 0,y > 0. Montrer que
lim;, oo Elp4 (X — X,,)] = 0.

8. Vérifier que |z| = —z+2¢, () pour tout z € R. En déduire que lim,,_, E[| X — X,,|] =
0.

9. Soit g une fonction bornée mesurable. Déduire de la question précédente que
la limite lim,, o E[g(T}¥)] existe et la déterminer.

10. En utilisant (XI.5) pour un choix judicieux de fonctions g, montrer que la suite
(Tx,n > 1) converge en loi vers une limite 7% quand n tend vers l'infini. La loi
de T™ est appelée loi de T biaisée par la taille.

IT Loi biaisée par la taille

On suppose que T' est intégrable, et on pose u = E[T]. Soit T™ une variable
aléatoire suivant la loi de T biaisée par la taille : pour toute fonction g positive
mesurable

MMTH=£EFﬂﬂL

1. On suppose que T est de carré intégrable. On note o2 sa variance. Calculer
E[T*] et comparer avec E[T].

2. On suppose que la loi de T possede une densité f. Montrer que la loi de T
possede une densité, notée f*, et I'identifier.
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3. SiT est une variable aléatoire de loi exponentielle de parametre A, montrer que
T* a méme loi que T+ T" ot T” est une variable aléatoire indépendante de T'
et de méme loi que T'. (La loi exponentielle est la seule loi de variable aléatoire
strictement positive & posséder cette propriété.) En déduire en particulier que
E[T*] = 2E[T.

4. On pose G(a) = E[(T — p)1{7<q)] pour a > 0. Montrer que G est décroissante
sur [0, p] et croissante sur [u,co[. En déduire que pour tout a > 0, G(a) < 0
puis que P(T* < a) <P(T < a).

5. Soit Z une variable aléatoire réelle de fonction de répartition Fz. On note F, !
Vinverse généralisé de Fz : pour p €]0,1[, F,(p) = inf{z € R, F(z) > p}, ou
par convention inf () = 4+o00. (Si Fz est continue strictement croissante, alors
F, ! correspond a linverse de Fz.) On admet que

Frz(z) >p<=a> Fz_l(p).

Soit U une variable aléatoire uniforme sur [0, 1]. Montrer en utilisant les fonc-
tions de répartition que Fgl(U) a méme loi que Z.

6. Déduire des deux questions précédentes, qu'il existe des variables aléatoires T,
de méme loi que T, et T, de méme loi que T, telles que p.s. T > T'. (On dit
que T* domine stochastiquement 7'.)

Conclusion

On déduit des deux parties que si les temps écoulés entre les passage de deux
bus consécutifs peuvent étre modélisés par des variables aléatoires indépendantes
de méme loi et de moyenne pu, alors quand on arrive au hasard a l'arrét de bus, le
temps moyen écoulé entre le passage du bus précédent et le passage du prochain
bus est plus grand que u (et égal a 2 dans le cas de la loi exponentielle).

JAN

XI.8 2006-2007 : Formule de duplication; Sondages (I)

Exercice XI.13 (Formule de duplication de la fonction I').
Soit X et Y deux variables aléatoires indépendantes de loi respective I'(a, A) et
I'la+ %, A) avec a > 0 et A > 0. On rappelle que la densité de la loi I'(a, A) est

Mgl e AT Lisoy ot I'(a) = [Fx% e " du.

T T

1. Déterminer la loi de (VXY ,VY).
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2. Calculer la loi de v XY. On pourra utiliser 1’égalité suivante :

/oo e,)\(v2+:j—§) dv — ﬁ 672)\u )
0 2\/X

3. Reconnaitre la loi de v XY (identité en loi due & S. Wilks?). En déduire, en
utilisant I'(1/2) = /7, la formule de duplication de la fonction I" : I'(2a) =
()l (a+ 3)

S V)

Exercice XI.14.

Sondages® 4. On considere un sondage pour le deuxieme tour de 1'élection pré-
sidentielle frangaise effectué sur n personnes parmi la population des N élec-
teurs, dont Ny > 2 (resp. Np > 2) votent pour le candidat A (resp. B), avec
N = N4 + Np. Le but du sondage est d’estimer la proportion, p = N4/N, de
personnes qui votent pour A. On se propose de comparer les méthodes de sondage
avec remise et de sondage sans remise.

I Sondage avec remise

Dans le sondage avec remise, on suppose que la k-ieme personne interrogée
est choisie au hasard parmi les N électeurs, indépendamment des personnes pré-
cédemment choisies. (En particulier, une personne peut étre interrogée plusieurs
fois.) La réponse de la k-ieme personne interrogée est modélisée par une variable
aléatoire Yy : Y, = 1 (resp. Y = 0) si la personne interrogée vote pour le candidat
A (resp. B). On estime p & I'aide de la moyenne empirique, Y,, = % > oreq Y

1. Donner la loi des variables aléatoires Y7, ...,Y,. En déduire la loi de nY,,. Cal-
culer E[Y,,] et Var(Y,,). Montrer que (Y;,,n > 1) converge p.s. vers p. Montrer, &
'aide du théoréme de Slutsky, que (v/1(Yy, —p)/v/Yn(1l — Yy,),n > 1) converge

en loi vers une limite que 'on précisera.

2. Donner un intervalle de confiance sur p de niveau asymptotique 1 — . Pour
n = 1000 et o = 5%, quelle est la précision (i.e. la demi largeur maximale) de
I'intervalle de confiance ?

2'S. Wilks, Certain generalizations in the analysis of variance, Biometrika, vol. 24, pp.471-494

(1932)

3Y. Tillé, La théorie des sondages. (2001). Dunod.
* W. Cochran, Sampling techniques. Thrid ed. (1977). Wiley & Sons.
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IT Sondage sans remise

Dans le sondage sans remise, on suppose que la k-ieme personne interrogée
est choisie au hasard parmi les N — k + 1 personnes qui n’ont pas encore été
interrogées. La réponse de la k-ieme personne interrogée est modélisée par une
variable aléatoire X : X = 1 (resp. X; = 0) si la personne interrogée vote pour
le candidat A (resp. B). On suppose que 1 < n < N, et on estime p, a l'aide de la

n

moyenne empirique, = % S opeq X

I1.1 Loi faible des grands nombres

NA!Np!(N —n)!
(Na—8)!(Ng — (n—s))INV
ot s = > ok et (z1,...,2,) € {0,1}". On précisera les valeurs possibles
pour s.

1. Montrer que P((X1,...,Xn) = (z1,...,2n)) =

2. Vérifier que la loi de (X, (1),..., X;(,)) ne dépend pas de la permutation 7 de
{1,...,n}.

3. Déduire de la question I1.1.2 que E[X}] = p pour tout 1 < k < N, puis E[X,,].

4. Calculer E[X?] et E[X] X5]. Montrer, en utilisant la question II.1.2 que Var(X,,) =

1 n —

Zo(1 — o)1 —

~p(1=p)(1 -

5. Montrer, en utilisant 1'inégalité de Tchebychev, que X,, — p converge en pro-
babilité vers 0 quand N et n tendent vers l'infini.

1 ). Que se passe-t-il pour n = N ?

I1.2 Théoréme central limite

Soit (Vi,k > 1) des variables aléatoires indépendantes de loi de Bernoulli de

N
parametre 6 ou 6 €]0, 1] est fixé. On rappelle que p = WA'
N
1. Montrer que, quand NN tend vers I'infini avec A}im “A — 9 et nreste fixe, pour
—
tout x € {0,1}", P((Xy,...,X,) = z) converge vers P((Vi,...,V,) =z) et en
déduire que (X1,...,X,) converge en loi vers (Vi,...,V,,).
On admet qu'il existe C > 0 tels que pour tous 1 < n? < min(Na, Ng) et
(x1,...,2,) €{0,1}", on a, avec s = Y ;_; Tk,
n2
IP’(X,...,X =(x1,..., )— A—p)" | <C—r————p°(1—p)"°.
‘ (X3 n) = (@1,..,20) ) =p*(1 —p)" % < (N N5 (1-p)
(XI.6)

Soit (gn,m > 1) une suite de fonctions mesurables bornées par M, avec gy
définie sur R".
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2
n
2. Montrer |E[gn(X1,...,Xn)] — Elgn(Z1,...,2Z)]] < MCm pour
tout 1 < n? < min(Na, Ng), ot les variables aléatoires (Z1, ..., Z,) sont indé-
pendantes de loi de Bernoulli de parametre p.
3. En utilisant la majoration
d d
e R e B e AERC R E (o
[p,0] L Ji-p,1-6] z
max(a,b)
avec la convention (x)dx = / f(z)dz, montrer que
[a,b] min(a,b)

|E[9n(Z1, cee >Zn)] - E[gn(vla .. >Vn)]| < 2M’I’L|p - 9|

4. En déduire que quand N et n tendent vers l'infini, n?/N et n(p — 6) tendent
vers 0, alors |E[gn(X1,...,Xn)] — Elgn(V1,...,V,)]| tend vers 0. (On rappelle
que 0 <60 < 1.

5. En déduire que quand N et n tendent vers I'infini, et n?/N et n(p — ) tendent
vers 0, alors \/n(X, —0)/1/X,(1 — X,,) converge en loi vers une variable aléa-
toire gaussienne centrée. (On rappelle que 0 < 6 < 1.)

6. Déduire de la question précédente un intervalle de confiance sur p de niveau
asymptotique 1 — a. Quelle est la différence entre un sondage avec remise et
un sondage sans remise quand N est grand et n?/N petit ? Que pensez vous
de la précision d’un sondage sans remise pour le deuxieme tour de 1’élection
présidentielle frangaise en 2007 portant sur n = 1 000 personnes (avec N =
44 472 834 inscrits).

A

XI.9 2007-2008 : Le collectionneur (III); Loi de Yule (I)

Exercice XI.15 (Autour du collectionneur).

Votre petit frere collectionne les images des joueurs de la coupe du monde que
I’on trouve dans les tablettes de chocolat. On suppose qu’il existe n > 1 images
différentes et qu’elles sont équitablement réparties, a raison d’une par tablette. On
note T, le plus petit nombre de tablettes qu’il faut acheter pour obtenir une image
en double.

1. Donner un modele probabiliste élémentaire qui permette d’étudier 7T,,. Montrer
que pour k € {1,...,n}, on a
k

]P’(Tn>k):H<1—i;1>.

i=1
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2. Montrer en utilisant les fonctions de répartition que (7},/v/n,n > 1) converge
en loi vers une variable aléatoire X. (On rappelle que log(1 + z) = = + O(2?)
au voisinage de 0.)

3. Montrer que la loi de X possede une densité et la calculer.
4. Déterminer et reconnaitre la loi de X2.

5. On considére un groupe de k personnes. On suppose qu’il n’y a pas d’année
bissextile. Donner une approximation de la probabilité, pi, pour que deux per-
sonnes du groupe au moins aient la méme date d’anniversaire? On traitera les
valeurs suivantes de k : kK = 20, k = 40 et k = 366.

JAN

Exercice XI.16 (Loi de Yule).
La loi de Yule® permet de modéliser de nombreux phénomenes
ciologie, en biologie ou encore en physique. Par exemple elle permet de représenter
la loi du nombre de consultations d’une page web, du nombre de personnes vivant
dans une ville, du nombre de publications d’un scientifique, du nombre d’occur-
rences d’un mot dans un texte, du salaire (comprendre nombre d’euros gagnés)
d’un individu, du nombre de disques vendus, ...
Pour illustrer la problématique, on considere le cas du nombre de disques ven-
dus. On fait I’hypotheése suivante : le n-éme disque vendu est,
— avec probabilité a €]0, 1], celui d’un nouvel album (pour lequel aucun disque
n’avait encore été vendu).
— avec probabilité proportionnelle & k, celui d’un album pour lequel k(> 1)
disques ont déja été vendus;
Alors, le nombre de disques vendus pour un album, pris au hasard parmi les albums
ayant au moins un disque vendu, suit asymptotiquement quand le nombre de
disque vendus est grand la loi de Yule. La premiere partie de ’exercice permet
de démontrer ce résultat. La deuxieme partie de ’exercice étudie la loi de Yule.
Les deux parties sont indépendantes.

6 en économie, so-

I Etude asymptotique

On considere le modele suivant. On dispose d’une infinité de boites vides. A
Iinstant n = 1 on met une boule dans une boite. A l'instant n > 1, on met une
nouvelle boule dans une boite vide avec probabilité a €]0,1[. Sinon, on met la

5 U. Yule, A mathematical theory of evolution based on the conclusion of Dr. J. C. Willis,
Philosophical Transactions of the Royal Society (B), 213, 21-87 (1924).

5 Voir par exemple H. Simon, On a class of skew distribution functions, Biometrika, 42, 425-440
(1955).
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nouvelle boule dans une boite non vide avec une probabilité proportionnelle au
nombre de boules dans cette boite. A I'instant n on dispose de n boules réparties
dans N,, boites non vides. On note Z,, = 1 si on met la boule dans une boite vide
a linstant n > 1 et Z,, = 0 sinon. On a donc N,, = zzzl Zr.. Remarquer que
Zp = 1.

(Dans I’exemple précédent, une boite correspond a un album et le nombre de
boules dans la boite aux nombre de disques vendus de cet album. Le nombre total
de disques vendus est n, et le nombre d’albums (différents) vendus est N, Z,, = 1
si la n-éme vente est la premiere vente d’un album.)

1. Donner la loi de (Z,,n > 2).

2. En déduire que la suite (N,,/n,n > 1) converge en un sens & préciser vers une
limite que I'on déterminera.

Pour k£ € N*, on note F,(Lk) le nombre de boites contenant exactement k boules a

Pinstant n.

3. Calculer Y ), kE®), > orq FF) et >k E[F,ﬁk)]

Pour n € N*, on note Y}, le nombre de boules a I'instant n — 1 de la boite a laquelle
on rajoute la n-eme boule. En particulier, on a Z,, = 1 si et seulement si Y,, = 0.

4. Pour k € N*, exprimer F,Eli)l

E[F*)]
an

5. Montrer que, pour k > 2, P(Y,,11 = k|Zp+1 = 0) = akp, (k).

6. En déduire que a(n+1)p,+1(1) = anp, (1) +a— (1 —a)ap,(1). Et donner une
relation entre py,41(k), pn(k) et p,(k — 1) pour k > 2.

a l'aide de F,gk), Ly, =k—1y et de 1oy, gy

Pour k € N*, on pose p,(k) =

On admet que pour tout k € N* | il existe p(k) € [0, co[ tel que lim,, . pn (k) = p(k)
ou p(k) est une solution stationnaire des équations de la question précédente. En
fait, on peut facilement montrer que pour tout k& > 1, (F,(Lk)/an,n > 1) converge
en probabilité (et donc en moyenne car £ /n est borné) vers p(k), voir le corrigé.
On pose p=1/(1 — a).
7. Déduire de ce qui précede que

k—1

p(1) =p/(1+p), et pourtout k >2, p(k)= k——i—pp(k —1). (X1.7)

IT Loi de Yule

On rappelle la définition et quelques propriétés de la fonction I" : pour tout
a>0,b>0,

96



XI.10 2008-2009 : Mathématiques financieres

I'(a) = /R 2 te ™ dx, I'l)=1, I'(a+1)=al(a)

lim & = 1, B(a, b) = w — / ,Iail(l _ x)b*l dr.
a— 00 aa—§ e—a A /277 F(a + b) }071[

Soit (p(k), k € N*) défini par (XI.7), avec p €]0, 0] .

1. Vérifier que pour k € N*, p(k) = pB(k,p + 1). Montrer que (p(k),k € N¥)
définit la loi d’une variable aléatoire discrete a valeurs dans N*. (Cette loi est
appelée loi de Yule.)

2. Montrer que > .2, p(i) = pB(k,p). Donner un équivalent de p(k) et de
Y2k p(i) quand k tend vers linfini. (On dit que la loi de Yule est une loi
en puissance sur N*.)

3. Calculer la moyenne et la variance de la loi de Yule. (On pourra utiliser le
calcul de la moyenne et de la variance de la loi géométrique pour obtenir le
résultat.)

A

XI.10 2008-2009 : Mathématiques financieres

Exercice XI.17 (Mathématiques pour la finance).

On présente une application du modele de Cox-Ross-Rubinstein” qui est une ver-
sion discrete du modele de Black-Sholes®, modele fondateur en mathématiques
pour la finance. On considére un marché avec un actif sans risque (par exemple un
placement sur un livret) et un actif risqué (une action, une obligation, ...) a des
instants discrets n € N. On note

Sp = (L+7)"Sg

le prix de l'actif sans risque a I'instant n, ou r représente le taux d’intérét fixe.
On note S, le prix de I'actif risqué a I'instant n, et on suppose que 1’évolution de
I’actif risqué est donné par

Sn+1 = Xn+1Sn7

ou les variables aléatoires (X,,n € N*) sont a valeurs dans {1 4+ d,1 + m} avec
—l<d<r<m.

Soit h une fonction positive. L’option h de maturité N promet le gain h(Sy) a
Iinstant N. On peut distinguer deux notions de prix pour cette option :

7J. C. Cox, S. A. Ross and M. Rubinstein, Option pricing : a simplified approach, Jowrnal of
Financial Economics, 7, 229-263, 1979.

8 Black, F. and M. Scholes, The pricing of options and corporate liabilities, Journal of Political
Economy, 81, nt3, 637-654, 1973.
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— Le prix du gain moyen espéré : E[h(Sy)]. Ce prix correspond & un point de
vue spéculatif. Il dépend de la loi, dite historique, de (X1,...,Xxy) a priori
non connue. Il ne sera pas considéré ici.

— Le prix de couverture qui correspond au cout d’une stratégie autofinancée de
couverture, que nous détaillons dans ce qui suit.

Une stratégie est définie par ¢ = ((¢%, ¢n),n € {0,...,N}), ou ¢ représente

la quantité d’actif sans risque détenu a l'instant n et ¢, la quantité d’actif risqué
détenu a l'instant n. La valeur de la stratégie ¢ a 'instant n est

Vo = $nSp + $nSn. (XL8)

La stratégie ¢ est une stratégie de couverture pour 'option h de maturité NV si elle
donne la méme valeur que I'option a la maturité :

VN = h(Sn). (X1.9)

La stratégie ¢ est dite autofinancée si les variations de la valeur de la stratégie sont
dues aux variations des actifs : on change a 'instant n la répartition (sans cout de
transaction) entre actif sans risque et actif risqué en fonction des cours observés
jusque la, mais on ne rajoute ni ne préleve d’actifs : pour tout n € {0,..., N — 1}

Vi1 = &pSi1 + GnSnti. (X1.10)

Le prix de couverture est Vj : le cotit a I'instant initial qui permet la mise en ceuvre
de la stratégie autofinancée de couverture. Quelque soit I’évolution de I'actif risqué,
la stratégie autofinancée de couverture donne Viy = h(Sy) a la maturité N.

Le but de l'exercice est de déterminer la stratégie autofinancée de couverture
et le prix de couverture d’'une option h de maturité N.

On introduit la probabilité risque? neutre P*, et E* I'espérance correspondante,
sous laquelle les variables aléatoires (X,,,n € N*) sont indépendantes et de méme
loi définie par

PrXy=14+m)=(r—-d)/(m—d) et P (Xi=1+d)=(m—r)/(m—4d).

Soit une option h de maturité N. On pose v(N,s) = h(s) et pour n €
{0,...,N =1},

1 o(n, (1+m)s) = v(n, (1 +d)s)

N
v(n,s) = (1+T)_N+n[E* [h(s H Xk)] et ©(n,s) = B o
k=n-+1

Soit ¢ une stratégie autofinancée de couverture pour 'option h de maturité N.

9 La probabilité risque neutre est a priori différente de la probabilité réelle P, dite probabilité
historique.
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I Le cas & une période : de N — 1 a N

1. Déduire de (XI.9) et (XI.10) les équations suivantes :
Sn—1(1+7)S{_1 + on-1(1+m)Sn—1 = h((1 +m)Sn-1),
Sy_1(L+7)SN_1 + dn-1(1 +d)Sy-1 = h((1 + d)Sn-1).

2. Vérifier que ¢n_1 = (N, Sn_1).
3. Montrer que Vy_1 = v(N —1,S5n-1).

IT Le cas général

1. Montrer que pour n € {1,..., N}, on av(n —1,5) = (1 +r)"1E* [u(n, sX,)].
2. Montrer que, pour n € {0,...,N — 1}, on a

Vo =v(n,Sy,) et ¢, =¢n+1,5,). (XI.11)

3. En déduire qu’il existe une unique stratégie autofinancée de couverture pour
l'option h de maturité N. Montrer que le cout initial de cette stratégie, i.e. le
prix de couverture de 'option, est

Vo= (1 +7)"VE*[h(SN)]. (XL.12)

4. Le prix de couverture de I'option donné par la stratégie autofinancée de couver-
ture semble sans risque. Qu’en pensez vous? (Répondre en moins de 5 lignes.)

III Call et Put

1. Calculer E*[HsznH Xi] pour 0 <n <N —1.
2. Déduire de (XI.12) le prix de couverture de l'option qui promet Sy a la ma-

turité N. Donner, & l'aide de (XI.11), la stratégie autofinancée de couverture
correspondante.

On note x4 = max(x,0) la partie positive de z. Soit K > 0. On considere deux
options tres répandues sur les marchés financiers : le Call de strike K et de maturité
N qui promet le gain (Sy — K)4 a l'instant IV, et le Put de strike K et de maturité
N qui promet le gain (K — Sy)+ a Uinstant N. On note C(s, K, N) le prix de
couverture de ce Call et P(s,K,N) le prix de couverture de ce Put quand la
valeur initiale de l'actif risqué est Sy = s.

3. Montrer, & I'aide de (XI.12), la relation de parité!® Call-Put :
C(So, K,N) = P(So, K,N) = S0 — (1 +7) VK.

10 Pour des raisons d’absence d’arbitrage sur les marchés, cette relation est toujours vérifiée. Les
modeles mathématiques sur I’évolution de ’actif risqué doivent donc permettre de la retrouver.
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4. Montrer la formule du prix du Call :

N —_
C(S, K, N) _ (1+T)7N Z (27) (7' — C(i)k(m — T’)N k <(1 N m)k(l N d)kaS B K)
k=0

m — d)N

A

XI.11 2009-2010 : Transmission de message

Exercice XI.18 (Transmission de message).

On souhaite envoyer un message formé de 0 ou de 1 en utilisant un canal bruité.
Si on envoie un message z = (z1,...,2,) de longueur n par le canal, on recoit le
message y noté z+E,ou E = (Ey, ..., E,) représente les erreurs et y = (y1,...,Ym)
avec : pour 1 <17 < n,

Zi si Ei = O,

] (XI.13)
1—2 si E;,=1.

v =z + B mod2:{

Si on a E; = 0 alors le signal z; est correctement transmis.

On suppose que les erreurs dues au canal (E;,7 € N*) sont des variables aléa-
toires indépendantes, indépendantes du message envoyé et de méme loi de Bernoulli
de parametre p €]0,1/2[. Le parametre p s’interprete comme la probabilité d’erreur
du canal.

Afin d’améliorer la qualité de la transmission, on utilise un schéma de codage :
on code le message initial de longueur m en un message de longueur n > m;
ce message de longueur n est envoyé par le canal puis décodé en un message de
longueur m.

Plus précisément un schéma de codage (ou code) est défini par une fonction de
codage f : {0,1}"™ — {0,1}", et une fonction de décodage g : {0,1}" — {0,1}™.
Un message = € {0,1}"™ de longueur m est codé par z = f(x), puis transmis par
le canal. On regoit le message bruité f(z) + E = z + E (défini par (XI.13)), ou
E = (Ey,..., E,) représente les erreurs dues au canal. Le message recgu est décodé
a l'aide de la fonction g : le message recgu est alors '’ = g(y(z, E)). Le taux de
transmission du schéma de codage est défini par m/n et sa probabilité d’erreur
par

prg =P(9(f(X) + B) £ X),

ou X est de la loi uniforme sur {0,1}" et est indépendant de E. La probabilité
d’erreur du schéma de codage représente la probabilité d’obtenir un message ne
correspondant pas au message initial, pour un message initial pris au hasard.
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L’objectif du probleme est de montrer que I’on peut trouver asymptotiquement
(pour m grand) des schémas de codage dont les probabilités d’erreur sont arbi-
trairement proches de 0 et dont le taux de transmission peut étre arbitrairement
proche d’une constante ¢, définie par (XI.17) non nulle. De plus on peut montrer
que cette constante est optimale. Ces résultats sont dus & Shannon!!; il s’agit du
théoréeme fondamental de la théorie de 'information.

I Code a répétition
On suppose m = 1. On choisit le code a répétition suivant : n = 3, f(z) =

(z,z,x) pour x € {0,1} et la regle de la majorité pour le décodage :

0 si y1+y2+y3<1,

g(ylay25y3) = .
{1 sty +y2+ys =2

1. Calculer la probabilité d’erreur du code a répétition.

2. Donner un code dont la probabilité d’erreur soit inférieure a ¢ > 0 fixé. Que
devient le taux de transmission quand ¢ tend vers 07

II Probabilités d’événements rares

Soit (V,,,n € N*) une suite de variables aléatoires indépendantes et de méme
loi de Bernoulli de parametre p €]0, 1[. On considére la moyenne empirique V,, =
LS Vi Soit a €]p, 1.

1. Expliquer pourquoi intuitivement I’événement {V,, > a} est un évenement rare
c’est-a-dire de faible probabilité.

% A" —anA
2. Montrer que pour A >0, on a P(V,, > a) <E |e e .

On considere la transformée de Legendre de la log-Laplace de la loi de Bernoulli :
Ay(0) = vlog (v/p) + (1= v)log (L=v)/(1=p)), w01 (XL14)

3. Montrer que la fonction A} est strictement convexe sur 10, 1[, nulle en p et
atteint son minimum en p.

4. Montrer que
P(V, > a) <P(V, > a) < e ™0@ (XIL.15)

5. Déduire de la question précédente que pour b €]0, pl :
P(V, <b) < e ™0 (XI.16)

' C. E. Shannon : A mathematical theory of communication, Bell System Technical Journal, vol.
27, pp. 379-423 and 623-656, 1948.
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III Codes presque optimaux

Soit m < n. On définit la distance de Hamming § sur ensemble {0,1}" par :
n
S,y )= v —vi| pour y=(y1,-um) et ¥’ = (Wi, ,up) € {0,137
i=1

Soit (Zy,z € {0,1}™) une famille de variables aléatoires indépendantes de
méme loi uniforme sur {0, 1}". Soit p < r < 1/2.

1. Soit x € {0,1}™ et z € {0,1}". Déterminer la loi de §(Z,, z).
2. Soit z,2' € {0,1}™ distincts. Montrer que : pour z € {0,1}",

]P’((S(Zx, Zy) <nr|Z; = z> < e M2

Pour x € {0,1}™, on pose h(x) = P(Il existe 2’ # = tel que 0(Z,, Z) < nr).
3. Déduire de la question précédente que la fonction h est bornée par 2™ e i),

On considere le codage (aléatoire) suivant. La fonction de codage f est définie par
f(z) = Z, pour z € {0,1}™ et la fonction de décodage par :

pour y € {0, 1}",

() = x  s'il existe un unique x € {0,1}" tel que §(Z,,y) < nr,
W= 0 sinon.

Soit un message aléatoire de longueur m, X, de loi uniforme sur {0,1}™ et les
errewrs E = (Ey,...,E,), ou les variables aléatoires (Ey,...,E,) sont indépen-
dantes de loi Bernoulli de parametre p, telles que X, E et (Z,,z € {0,1}") soient
indépendantes.

4. Montrer que ]P’(g( F(X) + E) £ X) < E[h(X)] + B(6(0, E) > nr).

5. Déduire de (XI.15) que P(g(f(X) +FE) # X) < gm o M) | nanr),
On rappelle (XI.14) et on pose

A*
cp = %(2@. (X1.17)
6. Montrer que pour tout £ > 0, il existe m < n (grands) et un codage (déter-
ministe) f, g tels que ]P’(g(f(X) +FE) # X) <eete—e<m/n <c. (On
choisira r proche de p.)
7. Conclure.

11 est toutefois difficile en pratique d’exhiber des codes optimaux simples a implé-
menter.

JAN
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XII

Controles de fin de cours

XII.1 1999-2000 : Le modele de Hardy-Weinberg

Exercice XII.1.
Soit Y une variable aléatoire de loi I'(1,1/2). On rappelle la densité de cette loi :

1 —vq
e .
\/7T_y {y>0}
On suppose que la loi conditionnelle de X sachant Y est une loi gaussienne
1
0,— ).
v(057)
1. Calculer la loi du couple (X,Y).

2. Calculer et reconnaitre la loi conditionnelle de Y sachant X.

3. Calculer E[Y|X].

fr(y) =

A

Exercice XII.2.
Le but de cet exercice est ’étude simplifiée de la répartition d’un génotype dans
la population humaine.

On considere un gene possédant deux caracteres a et A. Le génotype d’un
individu est donc soit aa, Aa ou AA. On note 1 le génotype aa ; 2 le génotype Aa
et 3 le génotype AA. On s’intéresse a la proportion de la population possédant le
génotype j € {1,2,3}.

I Distribution du génotype : le modele de Hardy-Weinberg

Le but de cette partie est d’établir que la répartition du génotype de la popu-
lation est stable a partir de la premiere génération.
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On considere la génération 0 d’une population de grande taille dont les propor-
tions sont les suivantes :

proportion de aa : uq;
proportion de aA : us;

proportion de AA :  wus.

On suppose les mariages aléatoires et la transmission du gene a ou A uniforme.
On note M le génotype de la mere, P le génotype du pere et E celui de I'enfant.

1. Montrer que P(E = aa|M = aA, P = aA) = 1, P(E = aa|M = aa, P = aA) =
3. P(E = aa|lM = aA,P = aa) = %, et P(E = aa|M = aa, P = aa) = 1.

2. Montrer, en précisant les hypotheses, que P(E = aa) = u% + uius + iu% =
(u+ )"

3. Montrer sans calcul que P(E = AA) = (u3 + “72)2

U
4. On pose donc 6 = u; + 72 Montrer, sans calcul, que la répartition du génotype

a la premiere génération est

proportion de aa : ¢ = 6?;
proportion de aA : ¢y = 20(1 — 0); (XIIL.1)
proportion de AA : ¢3 = (1—6)2.

5. Calculer la répartition du génotype a la seconde génération. En déduire que la
répartition (XII.1) est stationnaire au cours du temps.

ITI Modele probabiliste

On suppose que la taille de la population est grande et que la répartition du
génotype suit le modele de Hardy-Weinberg (XII.1). On dispose d’un échantillon
de n personnes. On note X; € {1,2, 3} le génotype de la i-éme personne. On a donc
P(X; = j) = gj. On suppose de plus que les variables aléatoires (X;;4 € {1,...,n})
sont indépendantes. On note

n
Ny = Nj[n] =) 1ix,—j, (XI1.2)
i=1
le nombre de personnes de ’échantillon possédant le génotype j.
1. Donner la loi 1x,—;. En déduire que la loi de IV; est une binomiale dont on
précisera les parametres.

2. Donner E[N;] et Var(XN;).
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3. Déduire des questions précédentes un estimateur sans biais de g;. Est-il
convergent ?

4. Montrer qu’il est asymptotiquement normal et donner sa variance asympto-
tique.

5. On rappelle que nq + no + ng = n. Montrer que

nl

P(Ny =n1, N2 = ng, N3 = n3) = 1Ty qse. (XII.3)

molnald
Tni1:n9ing.

On pourra utiliser que le nombre de partitions d’un ensemble & n éléments en
n!
trois sous-ensembles de ni, no et ng éléments est ———.
n1!n2!n3!
6. Calculer la matrice de covariance du vecteur (1x,-1,1x,=2). En déduire
COV(]Vl7 NQ)
Ni[n] —ng1 Na[n| — ngo

Voo n

7. Donner la limite en loi du couple < > quand n — oo.

ITII Estimation de 8 a ’aide du génotype
On note Py la loi de (N7, Na, N3) définie par I’équation (XII.3) de parametre
6 €]0,1[.

1. Vérifier que la log vraisemblance L, (n1,ng,ns3;6) de ’échantillon de loi Py est
Ly (ny1,n2,n3;0) = ¢+ 2nqy log @ + nylog 0 + nalog(1 — 0) + 2n3log(1 — 6),

ou c¢ est une constante indépendante de 6.
2. Calculer le score de ’échantillon.

3. Calculer la dérivée du score en 0. En déduire que I'information de Fisher de
I’échantillon de taille n est

2n
1,(0) = ——.
A N1 Ny .
4. On rappelle que N1+ No+ N3 = n. Montrer que §,, = — + e est I'estimateur
n n

du maximum de vraisemblance de 6.
5. én est-il sans biais ?
6. Est-il efficace ?

7. Montrer que 'estimateur 0,, est convergent. Montrer qu’il est asymptotique-
ment normal et donner sa variance asymptotique. On pourra soit utiliser di-
rectement (XII.2) soit utiliser le résultat de la question I1.7.
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IV Tests asymptotiques sur le modele de Hardy-Weinberg

On désire savoir si le modele de Hardy-Weinberg est valide pour certaines ma-
ladies génétiques. On teste donc I'hypothese Hy : la proportion (q1,q2,q3) des
génotypes aa,aA, AA satisfait 'équation (XII.1).

1. Donner l'estimateur du maximum de vraisemblance de (g1, g2, ¢3) noté (41, Go, §3)-

3 .

— a:(0.))2

2. En déduire que nz w
j=1

convergence et la limite.

converge sous Hy. Préciser le mode de

45

3. En déduire un test asymptotique convergent.

4. On étudie la maladie génétique CF. Le génotype aa correspond aux cas pa-
thologiques. Les génotypes aA et AA sont sains. Les valeurs numériques sui-
vantes sont inspirées de valeurs réelles. Nombre de naissances aux USA en
1999 : n = 3,88 millions, nombre de nouveau-nés atteints de la maladie CF :
n1 = 1580, nombre de nouveau-nés portant le gene a : n; + no = 152480.
Rejetez-vous le modele au seuil de 5% ?

5. On dispose des données suivantes sur ’hémophilie. Nombre de nouveau-nés
atteints d’hémophilie : n; = 388, nombre de nouveau-nés portant le géne a :
n1 + ng = 1164. Rejetez vous le modele au seuil de 5% ? En fait on sait que
I’hémophilie concerne essentiellement la population masculine. Commentaire.

JAN

XII.2 2000-2001 : Estimation de la taille d’une population

Exercice XII.3.

On désire étudier la répartition des naissances suivant le type du jour de semaine
(jours ouvrables ou week-end) et suivant le mode d’accouchement (naturel ou
par césarienne). Les données proviennent du “National Vital Statistics Report”
et concernent les naissances aux USA en 1997. (On a omis 35 240 naissances pour
lesquelles le mode d’accouchement n’a pas été retranscrit.)

Naissances|Naturelles| César. Total Naissances |Naturelles| César.|| Total
J.O. 2331536 |663540(|2995076 J.O. 60.6 %(17.3 %|| 77.9%
W.E. 715085(135493|| 850578 W.E. 18.6 %| 3.5 %|| 22.1%

[ Total | 3046621]799033][3845654] | Total | 79.2 %]20.8 %[[100.0%]

On note pyn la probabilité quun bébé naisse un jour ouvrable et sans cé-
sarienne, py,y la probabilité qu'un bébé naisse un week-end et sans césarienne,
pJ,c la probabilité quun bébé naisse un jour ouvrable et par césarienne, py,c la
probabilité qu’un bébé naisse un week-end et par césarienne.
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1. Rappeler 'estimateur du maximum de vraisemblance de p = (pj N, pw.N, DJ.Cs PW.C)-

2. A l'aide d’un test du X2, pouvez-vous accepter ou rejeter 'hypothese d’indé-
pendance entre le type du jour de naissance (jour ouvrable ou week-end) et le
mode d’accouchement (naturel ou césarienne) ?

3. On désire savoir s’il existe une évolution significative dans la répartition des
naissances par rapport a 1996. A Paide d’un test du X2, pouvez-vous accepter
ou rejeter '’hypothese p = pg, ou pg correspond aux données de 19967 On
donne les valeurs suivantes pour pg :

Naissances|Naturelles| Césariennes
J.O. 60.5 % 17.0 %
W.E. 189 % 3.6 %

Exercice XII.4.

On désire estimer le nombre inconnu N de chevreuils vivant dans une forét. Dans
une premiere étape, on capture a ’aide de pieges ng chevreuils que 'on marque a
I’aide de colliers, puis on les relache. Dans une deuxieme étape, des observateurs se
rendent en plusieurs points de la forét et comptent le nombre de chevreuils qu’ils
voient. Un chevreuil peut donc étre compté plusieurs fois. Parmi les n chevreuils
comptabilisés, m portent un collier. On suppose qu’entre la premiere et la deuxieme
étape, la population de chevreuils n’a pas évolué, et que les chevreuils avec ou
sans collier ont autant de chance d’étre vus. Enfin, on suppose que les chevreuils
ne peuvent pas perdre les colliers. Le but de ce probleme est de construire un
estimateur de V.

I Modélisation

On note X; = 1 si le i®™e chevreuil vu porte un collier et X; = 0 sinon. On
dispose donc de I’échantillon X7,...,X,.

1. Au vu des hypotheéses du modele, quelle est la loi des variables aléatoires
Xq,...,X,7

2. Vérifier que la densité de la loi de X; est p(z1;p) = p™ (1 — p)!=1, avec
x1 € {0,1}.
Onap= n_]\(; €10, 1[. Comme ng est connu, chercher un estimateur de N revient
a chercher un estimateur de 1/p.

3. Quelle est la densité de ’échantillon ?

4. Montrer que S, = > " | X; est une statistique exhaustive. Quelle est la loi de
S, ? On admet que la statistique S;, est totale.
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5. Soit h une fonction définie sur {0,...,n}. Vérifier que lin%)Ep[h(Sn)] = h(0).
p*)

En déduire qu’il n’existe pas d’estimateur de 1/p, fonction de S,,, qui soit sans
biais.

6. Montrer alors qu’il n’existe pas d’estimateur de 1/p sans biais.

IT Estimation asymptotique

n+1 . .
1. Montrer que (m, n e N*) est une suite d’estimateurs convergents de 1/p.
n

1
+ 7 défini par E [

n+1]_1?

2. Quel est le biais de ’estimateur !
Sp+1] p

n

S
3. Déterminer le mode de convergence et la limite de la suite <\/ﬁ <—n — p> ,n € N*> .
n

Sp.+1 S
4. Vérifier que la suite <\/ﬁ < n—:—l — _"> ,n € N*> converge presque siirement
n n
o Sp+1 » o
vers 0. En déduire que ) ,m € N* | est une suite d’estimateurs conver-
n

gente de p asymptotiquement normale.

n+1
5. En déduire que la suite d’estimateurs de substitution < T T 1,n € N*) est
n
. . . 2 (1-p)
asymptotiquement normale de variance asymptotique s* = 3 -
p

6. Calculer le score et I'information de Fisher de I’échantillon de taille 1. La suite

d’estimateurs ,n € N* | est-elle asymptotiquement efficace ?

n+
Sn+1
ITI Intervalle de confiance

1. Donner un estimateur convergent de s2. En déduire un intervalle de confiance
asymptotique a 95% de 1/p.

2. Les données numériques suivantes proviennent d’un site d’études au Danemark
dans les années 1960 (cf le livre de Seber : The estimation of animal abundance,
page 110). On a ng = 74, n = 462 et m = 340. Donner une estimation de 1/p
puis de N.

3. Donner un intervalle de confiance asymptotique de niveau 95% de 1/p puis de
N.

108



XII.3 2001-2002 : Comparaison de traitements

IV Tests

1. On considere 'hypothese nulle Hy = {p = pg}, o pg = ng/No, et 'hypothese
alternative H; = {p = p1}, ou p; = ng/N1. On suppose N1 > Ny. Calculer le
rapport de vraisemblance Z(z), ou z € {0,1}". Déterminer la statistique de
test.

2. Décrire le test UPP de niveau « a 'aide de .S,,.
3. Ce test est-il UPP pour tester Hy = {N = Ny} contre H; = {N > Ny} ?

4. On reprend les données numériques du paragraphe précédent. On considére
I’hypothese nulle Hy = {N = 96} contre son alternative H; = {N > 97}.
Rejetez-vous Hy au niveau o = 5% ?

On utilisera les valeurs suivantes (pg = 74/96) :

c 338 | 339 | 340 [ 341 [ 342
Py, (Sn < ¢)]]0.0270918]0.0344991]0.0435125|0.0543594|0.0672678|

XII.3 2001-2002 : Comparaison de traitements

Exercice XII.5.

On considere une population de souris en présence de produits toxiques. Le temps
d’apparition, en jour, des effets dus aux produits toxiques est modélisé par une
variable aléatoire T' qui suit une loi de type Weibull :

Fy(t) =Po(T > t) = o O(t—w)" pour t > w, et Fy(t)=1 pourt < w.

Le parametre w > 0 correspond a la période de latence des produits toxiques. Le
parametre k > 0 est lié a I’évolution du taux de mortalité des souris en fonction
de leur age. Enfin le parametre 6 > 0 correspond plus directement a la sensibilité
des souris aux produits toxiques. En particulier, on pense qu’un pré-traitement de
la population des souris permet de modifier le parametre 6. On considere que les
parametres w et k sont connus, et que seul le parametre 6 est inconnu.

I L’estimateur du maximum de vraisemblance de 0

1. Calculer la densité fy de la loi de T'.

2. Soit T1,...,T, un échantillon de taille de n de variables aléatoires indépen-
dantes de méme loi que T. Donner la densité p(t;6) de I’échantillon ou
t=(t1,...,tn) €Jw,+oo[™.
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3. Calculer la log-vraisemblance de 1’échantillon, puis HA;;, Iestimateur du maxi-
mum de vraisemblance de 6.

4. Calculer I'information de Fisher I*(#) de I’échantillon de taille 1 associée a 6.

5. Calculer Eg[(T —w)*] et Ey[(T — w)?*]. On pourra utiliser la fonction I" définie
par

oo
I'(@) :/ r*te ™ dx, a>0.
0

On rappelle que si « est entier, alors I'(a) = (o — 1),

6. En déduire que 'estimateur du maximum de vraisemblance est un estimateur
convergent et asymptotiquement normal de 6.

7. Calculer la variance asymptotique de HA; Et vérifier que 'estimateur du maxi-
mum de vraisemblance est asymptotiquement efficace.

8. On a les n = 17 observations suivantes :
143, 164, 188, 188, 190, 192, 206, 209, 213, 216, 220, 227, 230, 234, 246, 265, 304.

On suppose w = 100 et & = 3. Donner une estimation de 6 et un intervalle
de confiance asymptotique & 95%. On donne la valeur de Y 1  (¢; — 100)® =
33 175 533.

IT Données censurées

En fait parmi les souris, certaines sont retirées de la population observée pour
diverses raisons (maladie, blessure, analyse) qui ne sont pas liées a I’apparition
des effets dus aux produits toxiques. Pour une souris donnée, on n’observe pas T
le temps d’apparition des premiers effets mais R = T'A S (on utilise la notation
tAs = min(t, s)), ou S est le temps aléatoire ou la souris est retirée de la population
étudiée. On observe également la variable X définie par X = 0si 7' > S (la souris
est retirée de la population étudiée avant que les effets dus aux produits toxiques
soient observés sur cette souris) et X = 1si T < S (les effets apparaissent sur
la souris avant que la souris soit retirée de la population). On suppose que les
variables T et S sont indépendantes. On suppose aussi que S est une variable
aléatoire continue de densité g, et g(x) > 0 si # > 0. On considere la fonction

G(s) =P(S >s) = /Oog(u) du, seR.

Les fonctions G et g sont inconnues et on ne cherche pas a les estimer. En revanche
on désire toujours estimer le parametre inconnu 6.

1. Quelle est la loi de X 7 On note p = Py(X = 1).
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. Calculer Py(R > r,X = z), ou z € {0,1} et r € R. La densité des données
censurées p(r, x;0) est la densité de la loi de (R, X). Elle est définie par

o0
pour tout r € R, / p(u, x;0) du =Py(R > r, X = z).
T

Vérifier que p(r,z;0) = 6* e[~0r—w)i] c(r,x), ot zy = z1y,-0y désigne la partie
positive de z et ou la fonction c est indépendante de 6.
. Soit (R1,X1),...,(Rn, X,) un échantillon de taille n de variables aléatoires
indépendantes de méme loi que (R, X). Cet échantillon modélise les données
censurées. On note N,, = > | X;. Que représente Ny, ?

. Calculer Pestimateur du maximum de vraisemblance 6,, de 6. Quelle est la
différence avec l'estimateur 6}, défini précédemment ?

5. Montrer que p, = N,,/n est un estimateur sans biais convergent de p.

. Déterminer pour les données censurées I(#), 'information de Fisher de 6 pour
I’échantillon de taille 1.

. On admet dorénavant que l'estimateur du maximum de vraisemblance est un
estimateur convergent asymptotiquement efficace (voir la partie IV). Déduire
des questions précédentes un estimateur convergent de I(0).

. En fait dans la partie I on n’a pas tenu compte des données censurées corres-
pondant & X; = 0, c’est-a-dire a I'observation de S; et non de T;. Il s’agit des 2
valeurs supplémentaires suivantes : 216 et 244. On suppose toujours w = 100 et
k = 3. Donner une estimation de 6 et un intervalle de confiance asymptotique
a 95%. On donne la valeur de Z?:tf“(si —100)® = 4 546 880. Comparer le
résultat obtenu & celui de la partie précédente (centre et largeur de l'intervalle
de confiance)

. Vérifier que dans ce modele, si 'on tient compte de souris supplémentaires
i€{n+1,...,n+m} qui sont retirées avant l'instant w, alors la densité de
I’échantillon est multipliée par une quantité qui est indépendante de 6. Vérifier
que éner = én et que 'estimation de l'information de Fisher de I’échantillon
de taille n, nI(f) et de Péchantillon de taille n 4+ m, (n + m)I(#) sont égales.
En particulier I'intervalle de confiance asymptotique de 6 reste inchangé.

III Comparaison de traitements

On désire comparer I'influence de deux pré-traitements A et B effectués avant

I'exposition des souris aux produits toxiques. On note #4 le parameétre de la
loi de T correspondant au pré-traitement A et 67 celui correspondant au pré-
traitement B. On désire donc établir une procédure pour comparer 84 et 65. On
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note (R, X{Y), ..., (R;‘A , X T’:‘A) les données censurées de la population de n souris
ayant subi le pré-traitement A et (RP, XP),..., (REB,X fB) les données censurées
de la population de nB souris ayant subi le pré-traitement B. On suppose de plus
que les variables (R, X/), ou 1 < i < n et j € {4, B}, sont indépendantes. On
suppose dans un premier temps que les deux populations ont le méme nombre
d’individus n = n4 = n®. On note Z; = (Rf,XiA,Rf,XZ-B) pouri € {1,...,n}.

1. Donner la densité de Z; et de I’échantillon Z1, ..., Z,.

2. Donner l'estimateur du maximum de vraisemblance (éf},éf) du parametre
(64,67).
3. On note

pA = ]P’(gAﬂB)()(i4 = 1) et pB = ]P’(gAﬂB)(XlB = 1)

Donner I'information de Fisher 7(64,67) pour I’échantillon de taille 1. Vérifier
que la matrice I(64,6%) est diagonale.

4. Sous I'hypothese Hy = {#4 = 6B} donner 'estimateur du maximum de vrai-
semblance 6,, de 6 = 64 = 95,

5. Donner deux tests asymptotiques convergents pour tester I’hypothese nulle Hy
contre I'hypothese alternative H; = {64 # 6B} construits 4 'aide du test de
Hausman.

6. Donner un estimateur convergent de p’ construit & partir de NI = Sy Xg ,
pour j € {A,B}. En déduire un estimateur, fn, convergent de la fonction
I:(04,68) — 1(64,05).

7. Vérifier que si I'on rajoute dans chaque population m 4 et mp souris virtuelles
qui auraient été retirées avant 'instant w, alors cela multiplie la densité de
I’échantillon par une constante indépendante du parametre (HA, 6B). Vérifier
que les estimateurs de 64, 6B, 6 et de la fonction I restent inchangés. On admet
que 'on peut remplacer dans les tests précédents la fonction I par la fonction
I, et que 'on peut ajouter des souris virtuelles sans changer les propriétés des
tests (convergence, région critique et niveau asymptotique).

8. Dans le cas ou la taille n? de la population A est plus petite que la taille n2
de la population B, on complete la population A par n® —n4 souris virtuelles
qui auraient été retirées avant I'instant w. Les données de 1’échantillon A cor-
respondent a celles de la partie précédente. Les données de ’échantillon B sont
les suivantes. La population comporte n? = 21 souris dont
— 19 souris pour lesquelles les effets des produits toxiques ont été observés aux

instants ¢; :

142, 156, 163, 198, 205, 232, 232, 233, 233, 233, 233,
239, 240, 261, 280, 280, 296, 296, 323,
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avec 312, (t; — 100)® = 64 024 591,

— 2 souris qui ont été retirées de I'expérience aux instants s; : 204 et 344, avec
S22 (si — 100)% = 15 651 648.

Calculer 62, 62 et 6,,. Les pré-traitements A et B sont-ils différents ?

9. Donner des intervalles de confiance JfA pour 64 et JfB pour 67 tels que
la confiance asymptotique sur les deux intervalles soit d’au moins 95% (i.e.
IP’((;AﬁB)(HA € JA, 08 € JB) > 95%). Retrouvez-vous la conclusion de la ques-
tion précédente ?

IV Propriétés asymptotiques de ’estimateur 0y, (Facultatif)

1. Exprimer p comme une intégrale fonction de fy et G.

2. Calculer Pg(R > r) en fonction de Fy et G. En déduire la densité de la loi de
R.

3. Montrer a I’aide d’une intégration par partie, que Eg[(R — w)i] =p/0.

4. Montrer directement que 0,, est un estimateur convergent de 6.

5. On pose 3 = Eg[1{x—1) (R~ w)ﬁ] Vérifier a ’aide d’une intégration par partie
que Eg[(R — w)%] = 28/0.

6. Donner la matrice de covariance du couple ((R — w)%, X).

7. Montrer que l'estimateur 6, est asymptotiquement normal et donner sa va-
riance asymptotique.

8. Vérifier que 'estimateur 0, est asymptotiquement efficace.

Les données numériques proviennent de l'article de M. Pike, “A method of
analysis of a certain class of experiments in carcinogenesis” (Biometrics, Vol. 22,
p. 142-161 (1966)).

Remarque sur la loi de T'. Dans ’exemple considéré, on suppose que chaque
cellule de 'organe sensible aux produits toxiques se comporte de maniere indépen-
dante. Le temps T apparait donc comme le minimum des temps T}, d’apparition
des effets dans la cellule k. La loi de T}, est inconnue a priori. Mais la théorie des va-
leurs extrémes permet de caractériser la loi limite de min;<j<x T %, éventuellement
renormalisée, quand K — oo. En particulier les lois de type Weibull apparaissent
comme loi limite.

A
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XII.4 2002-2003 : Ensemencement des nuages

Exercice XII.6.

Il existe deux types de nuages qui donnent lieu & des précipitations : les nuages
chauds et les nuages froids. Ces derniers possedent une température maximale de
Iordre de -10fC a -257C. Ils sont composés de cristaux de glace et de gouttelettes
d’eau. Ces gouttelettes d’eau subsistent alors que la température ambiante est
inférieure & la température de fusion. On parle d’eau surfondue. Leur état est
instable. De fait, quand une particule de glace rencontre une gouttelette d’eau,
elles s’aggregent pour ne former qu’une seule particule de glace. Les particules
de glace, plus lourdes que les gouttelettes, tombent sous 'action de la gravité.
Enfin si les températures des couches d’air inférieures sont suffisamment élevées,
les particules de glace fondent au cours de leur chute formant ainsi de la pluie.

En I’absence d’un nombre suffisant de cristaux de glace pour initier le phé-
nomene décrit ci-dessus, on peut injecter dans le nuage froid des particules qui
ont une structure cristalline proche de la glace, par exemple de I'iodure d’argent
(environ 100 & 1000 grammes par nuage). Autour de ces particules, on observe la
formation de cristaux de glace, ce qui permet, on I’espere, de déclencher ou d’aug-
menter les précipitations. Il s’agit de ’ensemencement des nuages. Signalons que
cette méthode est également utilisée pour limiter le risque de gréle.

Il est évident que la possibilité de modifier ainsi les précipitations présente
un grand intérét pour 'agriculture. De nombreuses études ont été et sont encore
consacrées a ’étude de l'efficacité de 'ensemencement des nuages dans divers pays.
L’étude de cette efficacité est cruciale et délicate. Le débat est encore d’actualité.

L’objectif du probleme qui suit est d’établir a I’aide des données concernant ’en-
semencement des nuages en Floride (1975)! si ’'ensemencement par iodure d’argent
est efficace ou non.

On dispose des données des volumes de pluie déversées en 10” m? (cf. les deux
tableaux ci-dessous) concernant 23 jours similaires dont m = 11 jours avec ense-
mencement correspondant aux réalisations des variables aléatoires X,..., X, et
n = 12 jours sans ensemencement correspondant aux réalisations des variables
aléatoires Y7,...,Y,. On suppose que les variables aléatoires Xi,...,X,, ont
meéme loi, que les variables aléatoires Y7, ...,Y, ont méme loi, et que les variables
X1,...,Xm, Y1,...,Y, sont toutes indépendantes.

On considérera divers modeéles pour la quantité d’eau déversée par les nuages.
Et l'on construira des statistiques de tests et des régions critiques pour tester
I’hypothese nulle

H\y = {’ensemencement n’accroit pas de maniére sensible la quantité d’eau déversée},

! William L. Woodley, Joanne Simpson, Ronald Biondini, Joyce Berkeley, Rainfall results, 1970-
1975 : Florida Area Cumuls Experiment, Science, Vol 195, pp. 735-742, February 1977.
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1 1y 2| 3| 4] 5| 6 71 8 9 10| 11
X;(7.45(4.70|7.30|4.05[4.46|9.70|15.10{8.51|8.13|2.20|2.16

Tab. XII.1. Volume de pluie en 107 m® déversée avec ensemencement

J 1 2| 3| 4| 5| 6| 7| 8 9| 10{ 11} 12
Y;115.53|10.39(4.50|3.44|5.70|8.24|6.73|6.21|7.58|4.17|1.09|3.50

Tab. XII.2. Volume de pluie en 107 m® déversée sans ensemencement

contre I’hypothese alternative

H; = {l’ensemencement accroit de maniere sensible la quantité d’eau déversée}.

I Modéle gaussien a variance connue

On suppose que Y; suit une loi gaussienne N (v, 03), ot v € R est inconnu et
od =13.
1. Calculer 7, 'estimateur du maximum de vraisemblance de v. Est-il biaisé ?

2. Donner la loi de 7,,. En déduire un intervalle de confiance exact de v de niveau
1 — . Application numérique avec a = 5%.

3. Montrer directement que 7, est un estimateur convergent de v.

On suppose que X; suit une loi gaussienne N (p, 0(2]), ol p est inconnu. L’hypothese

nulle s’écrit dans ce modele Hy = {u = v} et ’hypothese alternative Hy = {u > v}.
On considere le modele complet formé des deux échantillons indépendants

Xl,...,Xm et Yl,...,Yn.

4. Ecrire la vraisemblance et la log-vraisemblance du modele complet.

5. Calculer fi,,, 'estimateur du maximum de vraisemblance de u. Vérifier que
P'estimateur du maximum de vraisemblance de v est bien 7,.

6. Donner la loi de (fiy,, 7).
7. On considere la statistique de test

7!

)
m,n

) )

Donner la loi de T,g,bl,n. En particulier, quelle est la loi de T,E,Ll,n sous Hy?

8. Montrer que pour tout g > v, presque stirement, on a

lim Tml)n = +o0.
min(m,n)—oo ’
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9. Déduire des questions précédentes un test convergent de niveau a. Déterminer
la région critique exacte.

10. On choisit o = 5%. Rejetez vous I’hypothese nulle? On appelle p-valeur, la
plus grande valeur p telle que pour tout o < p, alors on accepte Hy au niveau
«. C’est aussi la plus petite valeur p telle que pour tout o > p, alors on rejette
Hy au niveau «. Calculer p; la p-valeur du modele.

IT Modele non paramétrique de décalage

On note F' la fonction de répartition de X; et GG la fonction de répartition de
Y;. On suppose que F(x + p) = G(x), our p est le parametre de décalage inconnu.
En particulier, X; a méme loi que Y; + p. On suppose de plus que X; (et donc
Y;) possede une densité f. On ne fait pas d’hypothese sur la forme de la densité;
on parle alors de modele non-parametrique. L’hypothese nulle dans ce modele est
donc Hy = {p = 0} et 'hypothese alternative H; = {p > 0}. On considere la
statistique de Mann et Whithney :

i=1 j=1
On pose p = E[1(y,<x,}], et il vient E[Uy, »] = mnp. On rappelle que
Var(Up,.n) = mn?a’ + m*ng +mn(p — p* — o’ — 3),

avec @ > 0 et 8/ > 0. De plus si p & {0,1} (cas non dégénéré), alors au moins I'un
des deux termes o’ ou 3’ est strictement positif. On suppose p €]0,1[. On pose

Z - Unn — mnp'
’ VVar(Up, )

On rappelle que si min(m,n) tend vers 'infini, alors la suite (Z,,,m > 1,n > 1)
converge en loi vers la loi gaussienne centrée réduite N'(0, 1).
On rapelle que sous Hy (i.e. X; et Y; ont méme loi), on a
mn(m+n+1)

=1/2 et mn) = .
p=1/2 et Var(Upny) 1

On admet que la loi de U,, , sous Hy ne dépend pas de F'. On admet que sous Hj,
on ap > 1/2. Le cas p = 1 étant dégénéré, on supposera donc que sous Hi, on a
p €]1/2,1].

On considere la statistique de test

o U
m,n .
mn(m+n+1)
12
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1. Montrer que
(T2, > a} = {Zmn > b}
ou 'on déterminera by, ,,. Vérifier que sous Hi, on a lim bp,n = —00.

min(m,n)— oo

2. En déduire, que sous Hi, on a pour tout a > 0, lim ]P’(T,gi)n >a)=1.

min(m,n)—oo
3. Déduire des questions précédentes un test asymptotique convergent de niveau
a. Ce test est le test de Mann et Whithney.

4. On choisit o = 5%. Rejetez vous I'hypothese nulle ? Calculer ps la p-valeur du
modele.

ITI Modéle non paramétrique général

On note F' la fonction de répartition de X; et G la fonction de répartition de Y;.
On suppose que F' et G sont des fonctions continues. On désire tester 'hypothese
nulle Hy = {F = G} contre son alternative H; = {F # G}. On considere la
statistique de test

T®) = 1 lry <zt |-
= e Dt Dt

1. Donner un test asymptotique convergent de niveau « construit a partir de Tﬁ )n

2. On choisit & = 5%. On observe la réalisation de T,E,‘z)n Sﬁ)n = 0.5082. Re-
jetez vous I'hypothese nulle? Calculer ps la p-valeur du modele. On donne
quelques valeurs de la fonction de répartition K de la loi limite de T,(,i )n quand

min(m, n) — oo sous Hy :

x [0.519]0.571]0.827]1.223]1.358
K (2)]0.05]0.10[0.50 | 0.90 | 0.95

IV Conclusion

L’expérience d’ensemencement des nuages pratiquée en Floride est-elle concluante 7

JAN

XII.5 2003-2004 : Comparaison de densité osseuse

Exercice XII.7.
Des médecins® de I'université de Caroline du Nord ont étudié Iincidence de I’ac-
tivité physique sur les fractures osseuses chez les femmes agées de 55 a 75 ans en

2 M. Paulsson, N. Hironori, Age- and gender-related changes in the cellularity of human bone.
Journal of Orthopedic Research 1985 ; Vol. 3 (2); pp. 779-784.
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comparant la densité osseuse de deux groupes de femmes. Un groupe est constitué
de femmes physiquement actives (groupe 1 de n = 25 personnes), et l'autre de
femmes sédentaires (groupe 2 de m = 31 personnes). Les mesures pour chaque
groupe sont présentées ci-dessous.

Groupe 1 Groupe 2
213(207|208|209(232 201(173(208|216|204|210
202(217|184|203|216 205(217(199|185(201|211
219|211|214(204|210 201|187(209(162|207|213
207|212|212(245|226 208(202{209|192{202{219
2271230(214(210|221 205|2141203|176{206|194

213

On souhaite répondre a la question suivante : La densité osseuse chez les femmes
du groupe 1 est-elle significativement supérieure a celle des femmes du groupe 2?7

I Le modeéle

On note X; (resp. Y;) la densité osseuse de la i-eéme femme du groupe 1 (resp.
du groupe 2) et x; (resp. y;) Uobservation correspondant a une réalisation de X;
(resp. Y;). On suppose que les variables (X;,i > 1) sont indépendantes de loi
gaussienne de moyenne y; et de variance 0%, que les variables (Yj,7 > 1) sont
indépendantes de loi gaussienne de moyenne ps et de variance o3, et enfin que
les groupes sont indépendants i.e. les variables (X;,i > 1) et (Yj,j > 1) sont
indépendantes. On note n la taille du groupe 1 et m celle du groupe 2. On note
0 = (p1,01, 2,02) € @ =R x RY x R x R% le parametre du modele.

1. Décrire simplement, pour ce modele, les hypotheses nulle et alternative corres-
pondant a la question posée.

On pose
S 1 < = I O
XHZEZX“ Vn:n—lZ(Xl_ ") :n—1<g i)
=1 =1 =1
et
_ 1 & 1 & _ m I Ko oo
szgzlyvja Wm:m_lzl(y}_ym):m_l RZIY;_YW
j= Jj= Jj=

2. Donner la loi de (X1,...,X,,Y1,...,Yn).
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- -1
3. Rappeler (sans démonstration) la loi de (Xn, "—2vn>
01

-1 -1
4. Déduire des deux questions précédentes la loi du couple <n 5 Vs m 5 Wm> .
o

Calculer la loi de 1 )
v+ W,

01 05

5. Rappeler Ey[X,]. En déduire un estimateur sans biais de p1, puis un estimateur
sans biais de po. Ces estimateurs sont-ils convergents ?

6. Rappeler Eg[V,,]. En déduire un estimateur sans biais de %, puis un estimateur
sans biais de o3. Ces estimateurs sont-ils convergents ?

On donne les valeurs numériques (& 10~2 pres) correspondant aux observations :

n =25, Zp=214.120, v, = 142.277, (XII.4)
m =31, ym=201.677, w, =175.959. (XIL.5)

IT Simplification du modele

Afin de simplifier le probleme, on désire savoir si les variances o? et o3 sont
significativement différentes. Pour cela, on construit dans cette partie un test asso-
cié a 'hypothese nulle Hy = {01 = 09,1 € R, u2 € R} et 'hypothese alternative

Hy = {0y # 02,11 € R, 2 € R}
On considere la statistique de test

1. Vérifier que la loi de Z, ,, sous Hy est une loi de Fisher-Snedecor dont on
précisera les parametres.

2. Quelles sont les limites de (Z,,,,,n > 2,m > 2) sous Hy et sous H; quand
min(n,m) — oo ?

Soit aq, ag €]0,1/2[, et apma; (T€SP. bym.as) le quantile d’ordre o (resp. 1 — o)
de F,, ., de loi de Fisher-Snedecor de parametre (n,m) i.e.

]P)(Fan S an7m7a1) = (I‘esp. ]P)(Fan Z b77/7m7042) = a2)
On admet les convergences suivantes
lim Qnmor = lim bnmas = 1. (XII.6)

min(n,m)—oo min(n,m)—oo
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Montrer que le test pur de région critique {Z, m €lan—1,m—1,010n—1,m—1,a0[}
est un test convergent, quand min(n,m) — 00, pour tester Hy contre H;.
Déterminer son niveau, et vérifier qu’il ne dépend pas de n et m.

On choisit usuellement oy = ag. Déterminer, en utilisant les tables en fin de
probleme, la région critique de niveau o = 5%. Conclure en utilisant les valeurs
numériques du paragraphe précédent.

. Calculer la p-valeur du test (la p-valeur est I'infimum des valeurs de a qui per-

mettent de rejeter Hy, c’est aussi le supremum des valeurs de a qui permettent
d’accepter Hy). Affiner la conclusion.

(FACULTATIF) Etablir les convergences (XIL6).

ITT Comparaison de moyenne

On suppose dorénavant que o1 = 09, et on note o la valeur commune (inconnue).

On note Hy = {1 = po,0 > 0} et Hy = {1 > po,0 > 0}. On pose

(n—1)V,+ (m—-1)W,

S - )
o n+m—2
et on considere la statistique de test
nm X, — Y
Tn,m = .
n—+m Sn,m
s . ., n+m—2 _ .

1. Déduire de la partie I la loi de TSW”, et la limite de la suite (Sp m,n >

2,m > 2) quand min(n,m) — oo.

1 nm o _
2. Déduire de la partie I la loi de — 4/ (Xn —Yn).
oc\Vn+m

3. Vérifier que sous Hy, la loi de T, ,, est une loi de Student dont on précisera les

parametres.
4. Quelle est la limite sous H; de la suite (X,, — Y,,m > 1,m > 1) quand

min(n, m) — oco.
5. En déduire sous H; la valeur de lim Thm-

min(n,m)—oo

6. Construire un test pur convergent quand min(n,m) — oo de niveau « pour

tester Hy contre H;.
7. On choisit o = 5%. Quelle est la conclusion avec les données numériques de la

fin de la partie 17
8. Donner, en utilisant les tables a la fin de ce probleme, une valeur approchée de
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IV (FACULTATIF) Variante sur les hypothéses du test

On reprend les notations de la partie III.
1. On ne présuppose pas que i1 > po. On considere donc, au lieu de Hy, 'hypo-
these alternative Hy = {p1 # p2,0 > 0}. Quelles sont sous Hj les valeurs de

lim Tom?
min(n,m)—oo

2. En s’inspirant des questions de la partie III, construire un test pur convergent
pour tester Hy contre H{ et donner une valeur approchée de sa p-valeur.
Conclusion.

3. On consideére 'hypothese nulle H) = {u1 < pg,0 > 0} et Phypothese alterna-
tive Hy. Vérifier que

nm 1 — p2
P(Mlau2a)(Tnm>0):P(OaOa) (Tnm>c_ —
'Yy ) ’ sU5Yy ’ n_i_m\/%

En déduire que le test pur de la question II1.6 est un test convergent de niveau
a pour tester Hj contre H;. Conclusion.

V Quantiles

On fournit quelques quantiles pour les applications numériques.

Quantiles de la loi de Student. Soit T}, une variable aléatoire de loi de Student
de parametre k. On pose P(T > t) = «a. La table fournit les valeurs de ¢ en

fonction de k et a.. Par exemple ‘IP’(T54 > 1.674) ~ 0.05 ‘

n “10.05000{0.025000.01000{0.00500 |0.00250|0.00100{0.00050 [0.00025|0.00010

54 ||11.674 || 2.005 | 2.397 | 2.670 | 2.927 | 3.248 | 3.480 | 3.704 | 3.991
55 || 1.673 | 2.004 | 2.396 | 2.668 | 2.925 | 3.245 | 3.476 | 3.700 | 3.986
56 || 1.673 | 2.003 | 2.395 | 2.667 | 2.923 | 3.242 | 3.473 | 3.696 | 3.981

Quantiles de la loi de Fisher-Snedecor. Soit F}; une variable aléatoire de loi de
Fisher-Snedecor de parametre (k,l). On pose P(Fy; > f) = a. La table fournit les

valeurs de f en fonction de (k,l) et . Par exemple | P(Fhy 30 > 1.098) ~ 0.4 .
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0.400 |0.300(0.200{0.100{0.050{0.025

(24,30) [[[1.098 [[1.220]1.380[1.638]1.887[2.136
(24,31) || 1.096 |1.217|1.375|1.630|1.875(2.119
(25,30) || 1.098 |1.219|1.377|1.632|1.878|2.124
(25,31) || 1.096 |1.2161.372|1.623|1.866(2.107
(30,24) || 1.111 |1.236|1.401|1.672|1.939|2.209
(30,25) || 1.108 |1.231|1.394|1.659|1.919|2.182
(31,24) || 1.111 |1.235/1.399|1.668|1.933(2.201
(31,25) || 1.108 |1.230|1.392|1.655(1.913|2.174

Quantiles de la loi de Fisher-Snedecor. Soit F},; une variable aléatoire de loi de
Fisher-Snedecor de parametre (k,1). On pose P(Fj; < f) = «. La table fournit les

valeurs de f en fonction de (k,[) et . Par exemple | P(Fhy 30 < 0.453) ~ 0.025 |

0.025 |0.050(0.100{0.200{0.300{0.400

( ) N0.4530.516]0.598]0.714]0.809]0.900
( ) || 0.454 [0.517]0.599|0.715(0.810{0.900
( ) || 0.458 [0.521]0.603|0.717(0.812{0.902
( ) || 0.460 [0.523]0.6040.718(0.813]0.902
(30,24) || 0.468 |0.530(0.611|0.725]0.820(0.911
( ) || 0.471 |0.532|0.613|0.726|0.821|0.911
( ) || 0.472 |0.533]0.614|0.727(0.822(0.912
( ) || 0.475 [0.536]0.616|0.729(0.823|0.912

XII.6 2004-2005 : Taille des grandes villes

Exercice XII.8.
Les lois en puissance semblent correspondre a de nombreux phénomenes, voir
I’étude de M. E. J. Newman? : nombre d’habitants des villes, nombre de téléchar-
gements des pages web, nombre d’occurences des mots du langage... L’objectif
de ce probleme est d’étudier la famille des lois de Pareto, et de comparer a I'aide
d’un tel modele les nombres, convenablement renormalisés, d’habitants des plus
grandes villes européennes et américaines.

On considere la loi de Pareto (réduite) de parametre a > 0. C’est la loi de

densité
o

falz) = —Zq Las1y-

3 Power laws, Pareto distributions and Zipf’s law, Contemporary Physics A paraitre.
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La partie I est consacrée a la recherche d’estimateurs du parametre «. Dans

la partie II, on construit un test pour comparer les parametres o provenant de
deux échantillons différents (villes européennes et villes américaines). La partie 111
concerne ’application numérique. La partie IV est indépendante des autres parties,
et permet de comprendre que les données sur les plus grandes villes sont suffisantes
et naturelles pour I'estimation du parametre .

I Estimations et intervalles de confiance du parameétre de la loi de
Pareto

de

1.

. Déduire du calcul de E,[X;] un estimateur &, de «, construit a partir de

Soit (Xg,k € N*) une suite de variables aléatoires indépendantes de méme loi
Pareto de parametre o > 0.

Calculer E,[X;], puis E,[X?].

X1,...,Xy. Vérifier que, pour a > 1, l'estimateur (&,,,n > 1) est convergent.

. Donner la vraisemblance du modele et déterminer une statistique exhaustive.

Que dire de I'estimateur &, 7

. Montrer que l'estimateur du maximum de vraisemblance de «, construit a

n

partir de Xy,..., X;, est &, = m.

. Montrer que la loi de log(X7) est une loi exponentielle dont on précisera le

parametre. En déduire E, [log(X1)] et Eq[log(X1)?].

. Vérifier directement, a l’aide de la question 1.5, que la suite (G,,,n > 1) est un

estimateur convergent de a.

Montrer directement, a 'aide de la question 1.5, que Pestimateur (éy,,n > 1)
est asymptotiquement normal. Montrer que sa variance asymptotique est a?.

. Calculer l'information de Fisher. L’estimateur est-il asymptotiquement effi-

cace ?

. Construire un intervalle de confiance asymptotique de niveau 1 — 7 pour «.
10.

(FACULTATIF) Montrer, a laide des fonctions caractéristiques, que la loi de
ad; ! est une loi gamma dont les parametres ne dépendent pas de . Construire
alors un intervalle de confiance exact de niveau 1 — n pour «, utilisant les
quantiles des lois gamma.

IT Comparaison d’échantillons

Pour une région du globe r, on suppose que les nombres d’habitants des villes

suivent approximativement une loi de Pareto générale qui sera introduite dans
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la partie IV. Ce modele est raisonnable pour les grandes villes*. On note :EEI) >

cee > if les nombres d’habitants des n* + 1 plus grandes villes®. On vérifiera

~T
T
. . . .. 1
dans la partie IV, que les observations renormalisées par le minimun #
L(nr+1)

nt+1)

>
T
s f“(nr)
CE(nr+1)
n variables aléatoires, (X7,...,X},), indépendantes et de méme loi de Pareto de
parametre noté a'.

Le parametre of peut s’interpréter comme le rapport du taux de naissance
plus le taux d’apparition de nouvelles grandes villes sur le taux de naissance de la
région r. Plus o est grand et plus la probabilité d’observer des (relativement) tres
grandes villes est faible.

On dispose des nombres d’habitants des 266 (nUF = 265) plus grandes villes de
"Union Européenne (UE) et des 200 (nUSA = 199) plus grandes villes des Etats-
Unis d’Amérique (USA). Les histogrammes XII.1 (UE) et XII.2 (USA) concernent
les données estimées en 2005. On a également porté la densité de la loi de Pareto
avec le parametre estimé, pour se convaincre que la modélisation est crédible.

UE ‘ USA ‘

correspondent alors au réordonnement décroissant de réalisations de

Pour simplifier I’écriture, on pose ‘n =n et ‘m =n

Le but de cette partie est de savoir s’il existe relativement moins de tres grandes
villes dans 'UE qu’aux USA. Pour cela on considere les hypotheses Hy = {aYF <
a7 et Hy = {aF > oUSA},

1. Existe-t-il un lien entre les variables (XTF, ..., XUE) et (XS4, ... XUSA)?

2. Comme les nombres d’habitants des villes nous sont donnés par ordre décrois-
sant, cela signifie que I’on observe seulement une réalisation du réordonnement
décroissant. Vérifier que I’estimateur du maximum de vraisemblance de o, &,

défini dans la partie I, peut s’écrire comme une fonction du réordonnement dé-

croissant.

Pour k € N*, on pose Z;, = \/E(d}; —a’) et on note 1)}, la fonction caractéristique
de Z;. La question 1.7 assure la convergence simple de (¢}, k € N*) vers la fonction
caractéristique de la loi gaussienne A'(0, (a*)?). On admet que la convergence est
en fait uniforme sur les compacts : pour u € R,

lim sup |¢(cu) — e w2 — .
k—’oose[o,u

UE _ ,USA

3. Montrer que si « , alors la suite

4 Voir par exemple la modélisation fournie par Y. Ijiri and H. A. Simon, Some distributions

associated with Bose-Einstein statistics, Proc. Nat. Acad. Sci. U.S.A., 72, 1654-1657 (1975).
5 Ces données sont disponibles par exemple sur le site Internet http : //www.citymayors.com/
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(MLZ}J — ] — ZUSA n € N*, mGN*)
n—+m n+m

converge en loi, quand min(n,m) — oo, vers une loi gaussienne de moyenne

nulle et de variance o2.

On considere

2 (Al + m@gshy?
n,m n—+m ’
et la statistique de test
nm @EE _ @ELSA @g A%SA
Cnym = - = v/nm = —
ntm G VG + m(@he

10.
11.

. Déduire de la question précédente que, si «

.SiaVE < o

UE — qUSA_ alors la suite (Cnm,m €

N*,m € N*) converge en loi, quand min(n,m) — oo, vers la loi gaussienne
centrée réduite N (0, 1).

USA " donner le comportement de la suite ((pm,n € N*,m € N*)

quand min(n, m) — oo.

. Si aVE > oUSA | donner le comportement de la suite (Cnm,n € N*,m € N¥)

quand min(n,m) — oo.

En déduire la forme de la région critique pour tester asymptotiquement Hy
contre Hj.

. (FACULTATIF) Montrer, en utilisant le fait que la loi de o?fli/ o ne dépend pas

de af (cf question 1.10), que lerreur de premiere espeéce est maximale pour
QVE — USA

. En admettant le résultat de la question précédente, donner la région critique

de niveau asymptotique 1 pour tester Hy contre Hj.
Ce test est-il convergent ?

Comment calculer la p-valeur asymptotique de ce test ?

ITI Application numérique

On donne 1 = 5% et les statistiques suivantes pour les nombres d’habitants des

plus grandes villes de ’'Union Européenne et des Etats-Unis d’Amérique :

1.

UE, aUSA

Donner les estimations par maximum de vraisemblance de « et leurs

intervalles de confiance asymptotiques de niveau 1 — n (cf. partie I).

. Calculer la p-valeur du test présenté dans la partie II.

. Conclusion ?
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Tab. XII.3. Données 2005 sur les plus grandes villes de 'UE et des USA. Les nombres d’habitants

sont en millions.

Région : r

UE

USA

Nombre de données : n*

265

199

Plus grande ville : Z(q)

(Londres) 7.07|(New York) 8.08

Plus petite ville : Z(nry1) 0.15 0.12
S Tk 676.8 620.8
Sr Th 5584.6 8704.6
S log(xx) 166.6 147.6
Sr, log(xy)? 210.2 207.6

08

06

0.4

14~

12+

08

06

0.4

0.2

Fig. XII.1. Histogramme des nombres d’habitants des n = 265 plus grandes villes de 1’'Union

Européenne (divisées par la taille de la (n + 1)-iéme grande ville), et densité de la loi de Pareto

de paramétre &5 F (sur le graphique de droite seulement).

IV Réduction des lois de Pareto

Soit une suite (X,,n € N*) de variables aléatoires indépendantes de loi de
Pareto de parametre (o, 3) €]0,o0[%. La loi de Pareto de parametre (a, 3) €]0, o[

a pour densité
[e}

s
Jap(T) = a1 La>p)-

1. Calculer la fonction de répartition, F,, g, de la loi de Pareto de parametre (a, ).

X -
2. Calculer P(—l > x‘Xl > y) pour y > 3 et x > 1. En déduire la fonction de
Yy

X ~
répartition, puis la loi, de 21 sachant X >y, ouy > 0.
Y
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Fig. XII.2. Histogramme des nombres d’habitants des m = 199 plus grandes villes des Etats

Unis d’Amérique (divisées par la taille de la (m + 1)-itme grande ville), et densité de la loi de

Pareto de paramétre 454 (sur le graphique de droite seulement).

Soit n,k € N*. On considere le réordonnement décroissant, appelé aussi sta-
tistique d’ordre, de (Xi,..., Xy 1x), que l'on note (X(y),..., X(n4x)) et qui, on
I’admet, est p.s. uniquement défini par

X(l) > e > X(n-‘,—k) et {Xl, ce aXn—i—k} = {X(l)a ce >X(n+k)}

En particulier on a X(l) = MaxX1<i<n-+k XZ et X(n-{—k) = min<j<ntk X, On admet
que le réordonnement décroissant est un vecteur de loi continue et de densité

n+k

gnJrk(m'l, . ,xn+k) = (n + k)' 1{x1>--->$n+k} H fa“g(.%'i).
=1

Le but de ce qui suit est de déterminer la loi des n plus grandes valeurs divisées

N X Xn)
par la (n + 1)-iéme, c’est-a-dire de (Y7,...,Y,) = | =———, ..., =———

Xory Xt

3. Montrer que la densité de la loi de (X(l), . ,X(nﬂ)) est

n+k)! _ L
ﬁ 1{x1>--->mn+1}Faﬂ(€'3n+1)k lfaﬂ(CUnH)Hfa,ﬁ(Cﬂi)-
’ i=1

4. Montrer que (Y1,...,Y,) a méme loi que le réordonnement décroissant de
(X1,...,X,), ou les variables Xi,..., X, sont indépendantes de méme loi de
Pareto de parametre (o, 1). Vérifier ainsi que la loi de (Y1,...,Y,) ne dépend
ni de S ni de k.

127



XII Controles de fin de cours

Quitte a considérer les n+ 1 plus grandes valeurs de la suite (XZ, 1<i<n+k),
on peut les remplacer par les n plus grandes divisées par la (n+1)-iéme, et supposer
ainsi que l'on considere le réordonnement décroissant de n variables aléatoires
indépendantes de loi de Pareto de parametre (v, 1).

A

XII.7 2005-2006 : Résistance d’une céramique

Exercice XII.9.

Les céramiques possedent de nombreux défauts comme des pores ou des micro-
fissures qui sont répartis aléatoirement. Leur résistance a la rupture est modélisée
par une variable aléatoire de loi de Weibull®.

La premiere partie du probleme permet de manipuler la loi de Weibull. La
deuxieme permet d’expliquer le choix de la loi de Weibull pour la loi de la résis-
tance a la rupture. Les troisieme et quatrieme parties abordent 1’estimation des
parametres de la loi de Weibull”. La partie II d’une part, et les parties III et IV
d’autre part, sont indépendantes.

La densité de la loi de Weibull de parametre (o, 3) €]0,00[? est définie sur R

par B
fap(x) = % (%) exp (— (%) ) 10y

et la fonction de répartition par Fy, g(z) =0 si z <0 et

Fyp(x) =1—exp <— <%>a> pour z > 0.

Le parametre de forme « est, en analyse des résistances des céramiques, appelé
module de Weibull. Ce parameétre qui caractérise ’homogénéité de la céramique
est adimensionnel. Il est d’autant plus élevé que la céramique est homogene. Les
valeurs actuelles sont de I'ordre de 5 a 30. Le parametre d’échelle 3 est parfois
appelé contrainte caractéristique (Fp3(8) = 1 — e ! ~ 63.21%). 11 est exprimé
dans les mémes unités que les contraintes (i.e. en Pascal), il dépend de la qualité
et de la taille de la céramique.

I Etude sommaire de la loi de Weibull

Soit X une variable aléatoire de loi de Weibull de parametre (o, 3) €0, 00[.

On rappelle la définition de la fonction Gamma, :

% Norme ISO 20501 :2003
" Plusieurs ouvrages sont consacrés & ce probléme, voir par exemple : P. Murthy, M. Xie and R.
Jiang, Weibull models, Wiley Series in Probability and Statistics, 2004.
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I'(r)= /1{t>0}tr_1 et dt, r>0.

Onal(r+1)=rI(r)et,pourr € N onal(r+1)=rl
1. Soit ¢ > 0. Déterminer, a I'aide des fonctions de répartition, la loi de ¢X.

2. Montrer, en utilisant la fonction I, que
E[X?] = 3% et E[X?*]=2p%.

3. Calculer la loi de X et reconnaitre une loi exponentielle dont on déterminera,
le parametre. Retrouver les résultats de la question précédente.

IT Pourquoi la loi de Weibull ?

On considere une barre de céramique de longueur L soumise a une force de
traction. On modélise la résistance de la barre de céramique, i.e. la valeur de la
force de traction qui fait se rompre la barre, par une variable aléatoire X(“). On
décompose la barre de céramique en n tranches de longueur L/n, et on note X Z(L/ n)
la résistance de la tranche ¢ € {1,...,n}. La résistance de la barre de céramique
est simplement la résistance de la tranche la plus faible :

X = min XM, (XIL.7)
1<i<n
Ce modele de tranche la plus faible intervient également en fiabilité quand on
considere la durée de fonctionnement d’un appareil formé de composants en série,
i.e. quand la durée de fonctionnement de 'appareil est la plus petite durée de
fonctionnement de ses composants. On suppose que

(A) Les variables aléatoires (Xi(L/ n),i € {1,...,n}) sont indépendantes de
méme loi.

(B) Pour tout ¢ > 0, X® a méme loi que ¢;X, oll ¢g > 0 est une constante qui
dépend de ¢ (et de la qualité de la céramique) et X est une variable aléatoire
strictement positive.

Le but des questions qui suivent est d’identifier les lois possibles de X telles

que les hypotheses (A) et (B) ainsi que (XII.7) soient satisfaites.

Soit (X, k > 1) une suite de variables aléatoires indépendantes et de méme loi.

1. On note F la fonction de répartition de X et F}, celle de min; <<, Xj. Montrer
que 1 — F,(z) = (1 — F(z))™ pour tout = € R.

2. Déduire de la question précédente et de la question 1.1 que si la loi de X; est la
loi de Weibull de parametres («, [3), alors 1I<I}€1£1 X}, a méme loi que n=1/*Xj.
SKESNn
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3. Montrer que si X suit la loi de Weibull de parametres («, 3), alors sous les
hypotheses (A) et (B), 'égalité (XIL.7) est satisfaite en loi dés que ¢; = ¢, 01/
pour tout ¢ > 0. Déterminer la loi de X ),

On suppose que la fonction de répartition de X, H, possede ’équivalent suivant

quand x tend vers 0 par valeurs supérieures :

H(z) =bz 4 o(z*) (z>0),

ou a > 0 et b > 0. On suppose également que la résistance est inversement pro-
portionnelle & la longueur de la barre de céramique : ¢; = ¢1 0=/, avec a > 0.

4. (FACULTATIF) Donner la limite de la fonction de répartition de (11212 XZ(L/n) ,n >
sn

1). En déduire que 'égalité (XIL.7) implique que a = « ainsi que X L) et X

suivent des lois de Weibull.

En fait la théorie des lois de valeurs extrémes assure que si 'on suppose les
hypotheses hypotheses (A) et(B), égalité (XI1.7) et le fait que la résistance X (&)
n’est pas déterministe (et donc sans hypothese sur la fonction de répartition de X
ni sur ¢y) alors X (L) et X suivent des lois de Weibull. En particulier I'indépendance
des résistances des tranches conduisent a modéliser la résistance d’une céramique
par une variable aléatoire de Weibull.

III Estimation du parametre d’échelle

Soit (X, k > 1) une suite de variables aléatoires indépendantes de méme loi de
Weibull de parametre (g, ) €]0,00[2, ol oy est supposé connu.

1. Montrer que la vraisemblance associée a un échantillon x = (zx, k € {1,...,n})
de taille n s’écrit

n n

Qay  _geagyn 400 —1

pn(x;ﬁ)zwe i | K7 | Yo
j=1 =1

2. En utilisant le théoreme de factorisation, donner une statistique exhaustive
pertinente.

3. Déterminer I'estimateur du maximum de vraisemblance, (3, de (.

4. (FACULTATIF) En utilisant la question 1.3, calculer le biais de Bn Vérifier qu’il
est nul si ag = 1.

5. A laide des résultats de la question 1.2, montrer directement que Bﬁo est un
estimateur convergent et asymptotiquement normal de F“°.

6. En déduire que Bn est un estimateur convergent et asymptotiquement normal
de (8. Donner la variance asymptotique.
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IV Estimation du parameétre de forme

Soit (X, k > 1) une suite de variables aléatoires indépendantes de méme loi de
Weibull de parametre (a, 3) €]0, oo[2. On suppose que le parametre (a, 3) €]0, oo

2

est inconnu.

1.

Donner la vraisemblance et la log-vraisemblance, L, (z;(a,3)), associée a un
échantillon x = (xg, k € {1,...,n}) de taille n.

. Peut-on résumer les données a 'aide d’une statistique exhaustive 7

3. Donner les équations satisfaites par tout extremum, (¢, Bn), de la log-vraisemblance.

4. Vérifier que 3, = U (éy,), pour une fonction u,, qui dépend de z. Que pensez-

vous de I'estimation de S que « soit connu ou non ?

On définit la fonction h,, sur |0, co| par

Z?:1 108;(553')5'3?
> af ’

) = — > log(a:) +
i=1

ouz; > 0 pour tout i € {1,...,n}. Onsupposen > 2 et qu’il existe i, j € {1,...,n}
tels que z; # x;. On admet que la fonction h,, est strictement croissante.

D.

Vérifier, en utilisant 3, = Un (@), que &, est 'unique solution de 1’équation
1
hp(a) = —.
() =

. Montrer que la fonction g : a — Ly, (x; (a,uy,(a))) est strictement concave. En

déduire que la log-vraisemblance atteint son unique maximum en (&, 3,).
Montrer que h,,, ou 'on remplace x; par X;, converge p.s. vers une fonction h

que l'on déterminera. Vérifier que h(a) = —.
a

Ce dernier résultat permet de montrer la convergence p.s. de (&, Bn) vers (a, ).
Par ailleurs les estimateurs sont fortement biaisés.

JAN

XII.8 2006-2007 : Geyser ; Sondages (II)

Exercice XII.10.

On considere les données

8 sur le geyser “Old Faithful” du parc national de Yel-

lowstone aux Etats Unis d’Amérique. Elles sont constituées de 299 couples corres-
pondant a la durée d’une éruption, et au temps d’attente correspondant au temps

8 A. Azzalini and A. W. Bownman, A look at some data on Old Faithful, Applied Statistics, vol

39, pp.357-365 (1990).
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écoulé entre le début de cette éruption et la suivante. Les données sont collectées
continiiment du ler au 15 aolit 1985.

Le temps d’attente (en minutes) moyen est de 72.3, 'écart-type de 13.9, et la
médiane de 76. Un temps d’attente” est dit court (C) s’il est inférieur & 76, et long
(L) s'il est supérieur ou égal a 76.

On note wy, € {C, L} la durée qualitative du temps d’attente entre le début de
la k-iéme éruption et la suivante. On considere les couples (Xk, Vi) = (wokr—1, wok)
pour 1 < k < K = 149, qui représentent les durées qualitatives de deux temps
d’attente successifs. On note N;; pour ¢,j € {C,L} le nombre d’occurrences de
(i,7) pour la suite ((X,Yx),1 < k < K). Les données sont résumées dans le
tableau XII.4. On suppose que les variables aléatoires ((Xg,Y%),1 < k < K) sont
indépendantes et de méme loi.

N[C]L]
Clo 70
L |[55]15

Tab. XII.4. Données qualitatives pour deux temps d’attente successifs : Ncr = 70.

1. Tester si deux temps d’attente successifs sont indépendants (i.e. X est indépen-
dant de Y}). Pourquoi n’utilise-t-on pas les occurrences des couples (wy, wgy1)
pour ce test ?

2. Tester si deux temps d’attente successifs sont indépendants et de méme loi (i.e.
X} est indépendant de Yy et Xj a méme loi que Yy). Etes vous étonnés de
votre conclusion vu la réponse a la question précédente ?

JAN

Exercice XII.11.
On considere un sondage pour le deuxieme tour de I’élection présidentielle frangaise
effectué sur n personnes parmi la population des N électeurs, dont N4 > 2 (resp.
Np > 2) votent pour le candidat A (resp. B), avec N = N4 + Npg. Le but du
sondage est d’estimer la proportion, p = N4/N, de personnes qui votent pour A.
Comme N (environ 44 Millions d’inscrits pour I’élection présidentielle francaise
de 2007) est grand devant n (de l'ordre de 1000), on consideére uniquement des
sondages avec remise (en particulier une personne peut étre interrogée plusieurs

fois).
9 On constate qu’un temps d’attente inférieur & 72 minutes est toujours suivi par une longue

éruption et qu'un temps d’attente supérieur & 72 minutes est suivi en égale proportion par une
éruption soit longue soit courte. La durée d’une éruption varie entre 2 et 5 minutes.
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I Modéle de référence

La réponse de la k-ieme personne interrogée est modélisée par une variable
aléatoire Zy, : Z, = 1 (resp. Zj = 0) si la personne interrogée vote pour le candidat
A (resp. B). Les variables aléatoires (Zi,k > 1) sont indépendantes de loi de
Bernoulh de parametre p. On estime p & I'aide de la moyenne empirique, Z,
= Zk 1 Z- Rappelons que Z, est un estimateur sans biais de 2 Convergent et
asymptothuement normal.

1. Calculer le risque quadratique R(Zn,p) = E,[(Z, — p)?] pour lestimation de p
par Z,.

)nfnin

2. Vérifier que la vraisemblance du modele est p,(z;p) = p"*(1 — p , avec

1 _
z=(21,...,2p) €{0,1}" et Z, = — Z 2. En déduire que Z,, est 'estimateur
n
k=1
du maximum de vraisemblance de p.
3. Calculer I'information de Fisher du modele. Montrer que Z,, est un estimateur
efficace de p (dans la classe des estimateurs sans biais de p).

IT Méthode de stratification

L’objectif des méthodes de stratification est d’améliorer la précision de 'esti-
mation de p, tout en conservant le méme nombre, n, de personnes interrogées. Pour
cela on consideére H strates (ou groupes) fixées. La strate h comporte Ny, > 1 indi-
vidus (NN}, est connu), et on note py, la proportion inconnue de personnes de cette
strate qui votent pour A, ny le nombre de personnes interrogées dans cette strate,
Y, =+

o o Xi(h) la proportion des personnes interrogées dans cette strate qui

h)

votent pour A. La variable aléatoire X Z( modélise la réponse de la i-eme personne
interrogée dans la strate h : Xi(h) =1 (resp. Xi(h) = 0) si la personne interrogée vote
pour le candidat A (resp. B); elle suit une loi de Bernoulli de parameétre pp,. On
suppose que les variables aléatoires (Xi(h), 1 <i4,1 <h < H) sont indépendantes.

Le nombre total de personnes interrogées est n = zthl ny. On suppose que
pp €]0,1] pour tout 1 < h < H.

On consideére I'estimateur de Horvitz-Thompson!? (initialement construit pour
des sondages sans remise) de p défini par

H
-3
N
=1
10D, G. Horvitz and D.J. Thompson, A generalization of sampling without replacement from a

finite universe, Journal of the American Statistical Association, vol. 47, pp.663-685 (1952).
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I1.1 Etude A horizon fini

1.

On choisit un individu au hasard. Quelle est la probabilité qu’il soit dans la
H

N
strate h 7 En déduire que Z Whph = p.
h=1

2. Vérifier que l'estimateur de Horvitz-Thompson est sans biais : E,[Y] = p.

4.
5.

Calculer le risque quadratique de Y : R(Y,p) = E,[(Y — p)?] en fonction de
a7 = pr(L = pp)-
Pourquoi dit-on que la stratification est mauvaise si n Var,(Y) > p(1 —p)?

Donner un exemple de mauvaise stratification.

On répondra aux trois questions suivantes en admettant que nj; peut prendre
toutes les valeurs réelles positives et pas seulement des valeurs entieres. On rap-
pelle l'inégalité de Cauchy-Schwarz. Soit a;,b; € R pour ¢ € I et I fini; on

2
a <Z aibi> < <Z a?) (Z bf) avec égalité si et seulement si il existe

el el iel

(o, ) € R?\{(0,0)} tel que aa; = Bb; pour tout i € I.

6.

N
Montrer que pour 'allocation proportionnelle, ny = nﬁh, on a n Var,(Y) <

p(1 — p). Donner une condition nécessaire et suffisante pour que n Var,(Y') <
p(1—p).

Montrer que l'allocation optimale (i.e. celle pour laquelle Var,(Y") est minimal)
correspond a l’allocation de Neyman ou ny, est proportionnel a ’écart-type de
la strate h : Npop. Donner une condition nécessaire et suffisante pour que ’al-
location de Neyman soit strictement meilleure que ’allocation proportionnelle.

Déduire de ce qui précede que sous des conditions assez générales, on peut
construire un estimateur de p sans biais qui est strictement préférable a 1’es-
timateur efficace (dans la classe des estimateurs sans biais) Z,. En quoi cela
n’est-il pas contradictoire ?

I1.2 Etude asymptotique

1.

Montrer que (Y, nj, > 1) converge p.s. vers p, et que (v/nx(Yn — pr),np > 1)
converge en loi vers une loi gaussienne dont on précisera les parametres.

2. Montrer que p.s. Y converge vers p quand min<j<g np tend vers 'infini.
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Montrer que, si minj<p<pgny, tend vers linfini, alors (Y — p)/y/Vary(Y)
converge en loi vers une loi gaussienne centrée réduite A (0,1). On pourra
utiliser le résultat suivant sur la convergence uniforme locale des fonctions ca-
ractéristiques. Soit (Vi, k > 1) une suite de variables aléatoires indépendantes,
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de méme loi et de carré intégrable, telles que E[Vy] = u et Var(V},) = o2. Alors
k

_ 1
on a, en posant Vi, = Z Z Vi,
=1

o242
VBT (W) = 72 4 Ry(u),

et pour tout K >0, lim sup |Ry(u)| =0.

H 2
1 N, Y (1 -Y
4. Montrer que W hg_l (ﬁ) % converge p.s. vers 1, quand . g}lllélH nh

tend vers l'infini. On pourra, apres 'avoir justifié, utiliser que pour tout € > 0
on a |Y,(1-Y,) —oi| <eof pour érllligH ny, suffisamment grand.

< (%)2 Vi(l=Yi) |

5. Déduire de la question précédente que |Y =+ aq, Z , ol
el N np
a, est le quantile d’ordre 1 — «/2 de la loi gaussienne, est un intervalle de
confiance sur p de niveau asymptotique 1 — a (a €]0,1[) quand min;<,<g np
tend vers 'infini.

JAN
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Exercice XII.12 (Disques d’or et loi de Yule).
On suppose que les ventes des disques d’un artiste dépendent de sa réputation
seulement (i.e. du nombre de disques déja vendus) et donc pas de son talent, voir
I'étude de Chung et Cox!!'. Dans ce cas, il est naturel de modéliser le nombre de
ventes pour un artiste par la loi de Yule (voir le contrdle précédent). On mesure
la notoriété d’un artiste par le nombre de disques d’or qu’il a obtenu (voir Chung
et Cox pour la regle d’attribution des disques d’or). Le tableau XII.5 donne le
nombre d’artistes ayant eu un nombre de disques d’or fixé pendant la période de
1959 a 1989. (Pour information, le tableau XII.6 indique les artistes ayant eu au
moins 14 disques d’or.) On compte n = 1377 disques d’or. Les données sont issues
de larticle de Chung et Cox.

Si on estime que la probabilité d’acheter un disque d’un artiste inconnu est
tres faible, alors on peut modéliser le nombre de disques d’or d’un artiste par une

1'K. H. Chung and R. A. K. Cox : A Stochastic Model of Superstardom : an application of the
Yule distribution. The Review of Economics and Statistics, vol. 76, pp. T71-775 (1994).
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variable aléatoire Y de loi de Yule de parametre p > 0. On rappelle que si Y suit
une loi de Yule de parametre p €]0, co|, alors

P,(Y = k)= pB(k,p+1), keN*

. Déterminer la loi de Yule de parametre p = 1. Comparer les données observées

du tableau XIL.5 avec les données théoriques attendues si le nombre de disques
d’or pour un artiste pris au hasard suit la loi de Yule de parametre p = 1.

. Apres avoir précisé le modele, indiquer en détail une méthode pour tester si

les données observées correspondent a la réalisation d’un échantillon de taille
n de loi min(Y,m), ou m = 17 et Y suit une loi de Yule de parametre p = 1.

(FACULTATIF) Justifier le fait que, pour répondre a la question 2, on ait re-
groupé dans le tableau XII.5 les artistes ayant eu plus de 17 disques d’or.

. On suppose que les données observées correspondent a la réalisation d’un échan-

tillon de taille n de loi de Yule de parameétre p inconnu. On note Ng le nombre
d’artistes ayant eu au moins k disques d’or; ainsi N7 correspond au nombre
d’artistes ayant eu au moins un disque d’or. Exprimer la log-vraisemblance du
modele en fonction de (Ng, k € N¥).

. (FAcULTATIF) Trouver la plus grande constante ¢ > 0 telle que 2 > (x +

¢)(z + c¢—1) pour tout > 1. En déduire que

—(p+k)? T pt g

Montrer que la log-vraisemblance de la question précédente possede un seul
maximum local sur ]0, (1 + v/3)/2] et, si No > 1, alors elle possede au moins
un maximum sur |0, ool.

Pour les données du tableau (XIL.5), on obtient la valeur approchée suivante pour
Pestimateur du maximum de vraisemblance de p : 1.137.

6.
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Apres avoir précisé le modele, indiquer en détail une méthode pour vérifier si
les données observées correspondent a la réalisation d’un échantillon de taille
n de loi min(Y,m), ot m = 17 et Y suit une loi de Yule.

Les p-valeurs pour les questions 2 et 6 sont plus petites que 107°. Quelle est
votre conclusion concernant le talent des artistes.

Les auteurs de ’étude proposent de ne pas tenir compte des artistes ayant plus
de 18 disques d’or et de considérer la loi de Yule conditionnée a prendre des
valeurs inférieures a 18. Il obtiennent alors une p-valeur de l'ordre de 17%.
Quelle est leur conclusion, concernant le talent des artistes?



XII.9 2007-2008 : Loi de Yule (II) ; Sexe des anges

Pour plus de renseignement sur I’étude présentée, voir par exemple ’article de L.
Spierdijk et M. Voorneveld!?.

Nombre de [Nombre [[Nombre de |Nombre
disques d’or|d’artistes||disques d’or|d’artistes
1 668 10 14

2 244 11 16

3 119 12 13

4 78 13 11

5 55 14 5

6 40 15 4

7 24 16 4

8 32 17 et + 26

9 24

Tab. XII.5. Nombres d’artistes par nombre de disques d’or.

Artiste Nombre de||Artiste Nombre de

disques d’or disques d’or
Beatles 46||John Denver 18
Elvis Presley 45||Kiss 18
Elton John 37||Kool and the Gang 18
Rolling Stones 36||Rod Stewart 18
Barbra Streisand 34||Andy Williams 17
Neil Diamond 29||Frank Sinatra 17
Aretha Franklin 24||Billy Joel 16
Chicago 23||Hank Williams, Jr. 16
Donna Summer 22||Linda Ronstadt 16
Kenny Rogers 22||Willie Nelson 16
Olivia Newton-John 22||Doors 15
Beach Boys 21{|Glen Campbell 15
Bob Dylan 20||Queen 15
Earth, Wind and Fire 20|{|REO Speedwagon 15
Hall and Oates 20||Anne Murray 14
Barry Manilow 19||Doobie Brothers 14
Three Dog Night 19||Jethro Tull 14
Bee Gees 18||Johnny Mathis 14
Carpenters 18]|O0’Jays 14
Creedence Clearwater Revival 18

Tab. XII.6. Artistes ayant eu au moins 14 disques d’or entre 1958 et 1989.

12 1,. Spierdijk and M. Voorneveld : Superstars without talent ? The Yule distribution controversy.
SSE/EFI Working Paper Series in Economics and Finance. No 658, http://swopec.hhs.se/
hastef/abs/hastef0658.htm

137



XII Controles de fin de cours

A

Exercice XII.13 (Sexe des anges).
Soit pg la probabilité (inconnue) d’avoir un gargon & la naissance (pg est de 'ordre
de 0.51 environ). On remarque, & I'aide d'un test du x? sur les données du ta-
bleau XII.7, que le nombre de garcons d’une famille & n > 2 enfants ne suit pas
une loi binomiale de parametre (n,pg). Une des raisons possibles est que la pro-
babilité d’avoir un garcon dépende de la famille considérée, et qu’elle soit donc
aléatoire. Le modele que nous étudions est un modele classique de la statistique
bayesienne.

On note P la probabilité (aléatoire) d’avoir un gargon pour une famille choisie
au hasard. On modélise P par une variable aléatoire de loi béta de parametre
0 = (a,b) €]0,00[%, dont la densité est

1
B(a,b)

21— 1) My 4q(2).

On note X, le nombre de garcons parmi les n premiers enfants d’une famille choisie
au hasard (parmi les familles ayant au moins n enfants).

I Préliminaires

1. Calculer Ey[P] et E¢[P"(1 — P)™] pour v, w €]0, co].

a
2. Justifier 'égalité pg = ——.
ustifier 1’égalité pg pa—

3. Quelle est la loi conditionnelle de X,, sachant P? Déterminer la fonction
telle que E[g(X,,)|P] = ¥(P) en fonction de g.

4. Montrer que Eg[X,,] = nEg[P] et Varg(X,,) = nEg[P(1 — P)] + n? Vary(P).
5. En déduire

a

Eol X, | =
o[ Xn] na—l—b

et Var(X,) = 2 BalX] (0 - Bl (14 5 ).

(XI1.8)

IT Estimation des parametres

On considere les familles a n enfants. On note Xy(Lk) le nombre de garcons de

la k-eme famille a n enfants. On suppose que les variables aléatoires (X,Sk), kE>1)
sont indépendantes et de méme loi que X,,.

1. Montrer que si n = 1, alors la loi de X,, ne dépend que de py. En déduire que
le modele n’est pas identifiable.

On suppose n > 2.
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2. Construire, en utilisant (XII.8), un estimateur O de 0 A partir de
1 & 1 & 2
==X et V=2 (X}ﬁ) — M2,
k=1 k=1

3. Montrer que (éK, K > 1) est un estimateur convergent de 6.

4. Montrer, sans calculer explicitement la matrice de covariance asymptotique,
que estimateur (65, K > 1) de 0 est asymptotiquement normal.

K n
5. On pose N, = Zszl 1{X(k):r}. Vérifier que ZXT(L’C) = Z’I“NT et que
k=1 r=0

K
Z <X (k)> Z?“QN Donner une valeur numérique pour ’estimation de

k=1
f a partir du tableau XIIL.7. Pour des raisons de temps de calcul, on ne donnera

pas d’intervalle de confiance asymptotique pour 6.

Nombres de garcons et de filles|(5,0){(4,1){(3,2)|(2,3)[(1,4)|(0,5)| Total
Nombre de familles 18 | 52 [ 110 | 88 | 35 | 17 | 320

Tab. XII.7. Observation de 320 familles & 5 enfants

IIT Estimation de la probabilité d’avoir un gargon

On note P, = Ey[P|X,,].

1. Soit h une fonction bornée mesurable et k € {0, ...,n}. Calculer E4[h(P)|X,, =
k] défini par

Eg[h(P)1¢x,—}]
Po(Xn =k)

2. Calculer et reconnaitre la loi conditionnelle de P sachant X,,. Vérifier que

Eo[h(P)|Xn = k] =

a+ X,
a+b+n

n —

3. Montrer que la suite (X,,/n,n € N) converge p.s. vers P.
4. En déduire que P, est un estimateur convergent de P : p.s. lim,_,», P, = P.

5. Montrer que P, est le meilleur estimateur de P au sens quadratique : pour
toute fonction h mesurable bornée, on a Eg[(P — h(X,))?] > Eg[(P — P,)?].
(On pourra faire intervenir la quantité P, — h(X,,) pour réécrire le membre de
droite de I'inégalité ci-dessus.)
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6. Déduire de la question III.2 un intervalle de confiance de niveau 90% de la
forme [c, 1] sur P en fonction de X,,.

Pour les valeurs numériques de 8 de la question I1.5, si la famille considérée n’a
que des garcons (X, = n), alors pour n = 6, on obtient [0.502, 1] comme intervalle
de confiance a 90% de P (et P, ~ 0.61). En particulier, on peut affirmer que
dans cette famille le n 4+ 1 enfant (& venir) a plus d’une chance sur deux d’étre un
gargon (avec une confiance de 90%). Attention, ce résultat est treés sensible aux
erreurs d’estimation de 6 (pour # = (1,1) et donc py = 1/2, avec n = 3, on obtient
P,, = 0.8 et 'intervalle de confiance a 90% sur P : [0.56,1]).

A

XII.10 2008-2009 : Comparaison d’échantillons appariés

Exercice XII.14 (Efficacité d’une opération de la rétine. Test des signes et test
de Wilcoxon).

On considere le résultat d’une intervention chirurgicale sur des patients atteints
de troubles de la rétine!3. Les données consistent en des mesures de la fonction
rétinienne a l’aide d’un électro-rétinogramme 3 mois avant 'opération et 3 a 5
mois apres 'opération pour n = 10 patients. Pour le patient k, on modélise par
X le résultat de la mesure avant l'opération et par Y; celui de la mesure apres
lopération. Les deux variables aléatoires X et Y} sont appariées et ne peuvent étre
traitées séparément. Le tableau XII.8 donne les mesures effectuées sur 10 patients
(oeil gauche).

Xk Yk Vk = Xk — Yk Sk = sgn(Vk) Rn(k‘)
8.12]6.50 1.62 1 10
2.45|2.10 0.35 1 8
1.05(0.84 0.21 1 6
6.86(5.32 1.54 1 9
0.14]0.11 0.03 1 3
0.11]0.17 -0.06 -1 4
0.19(0.16 0.03 1 2
0.23(0.16 0.07 1 5
1.89(1.54 0.35 1 7
0.07(0.05 0.02 1 1

Tab. XII.8. Mesures en micro Volt avant (X}) et aprés (Yy) I'opération de Pactivité rétinienne
de I'oeil gauche par éléctro-rétinogramme pour n = 10 patients. La variable Sj représente le signe
de Vi, = X, — Y% et Ry (k) le rang de |Vi| (voir la définition dans la partie III).

13 B. Rosner, R. J. Glynn and M.-L. T. Lee, The Wilcoxon signed rank test for paires comparisons
of clustered data, Biometrics, 62, 185-192, 2006.
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On considere le modele suivant. Soit X une variable aléatoire réelle de loi in-
connue. On suppose que ((Xg,Yx),k € N*) est une suite de vecteurs aléatoires
indépendants de méme loi, que Xj et Yj sont indépendantes, que X; a méme loi
que X et que Y; a méme loi que X — p ou u € R. Le parametre de décalage u
est a priori inconnu. On désire construire un test pour les hypotheses suivantes :
Hy = {p = 0} (Popération ne diminue pas la mesure de 1'électro-rétinogramme)
et Hi = {p > 0} (Popération diminue la mesure de I’électro-rétinogramme). On
peut construire un test a partir de la différence des moyennes empiriques avant
l'opération et apres 'opération, mais le peu de données et I’absence d’information
sur la loi de X rendent cette approche peu pertinente. On a alors recours soit au
test de signe soit au test de Wilcoxon'®. Ces deux tests ne dépendent pas de la
loi de X, on parle de tests non-paramétriques. Le test de Wilcoxon est en général
préféré au test de signe, car plus puissant. Nous étudions dans les parties II et I1I
les comportements asymptotiques de ces deux tests. En pratique, les tailles des
échantillons étant faibles, on utilise la loi exacte des statistiques de test obtenue
soit par calcul direct soit par simulation.

Les résultats de la partie préliminaire I, peuvent étre directement utilisés dans
les parties II et III. Les parties II et III sont indépendantes. Dans les parties II et
III, on suppose que la fonction de répartition de X est continue.

Pour v € R, on note sgn(v) = 14p50y —L{v<oy le signe de v. On pose Vi, = Xj—Yy
et Sx = sgn(Vy).

I Préliminaires

Soit X’ une variable aléatoire indépendante de X et de méme loi que X. On
pose V = X — X’. On rappelle que la médiane de V est son quantile d’ordre 1/2
défini par inf{v € R;P(V < wv) > 1/2}.

1. Montrer que V et —V ont méme loi et que, pour tout z € R,
PV<z)=1-PV < —x). (XII.9)
2. Déduire de (XIL.9) que 2P(V < 0) = 1+ P(V = 0) et que, pour tout ¢ > 0,
P(V < —e) =1-P(V €] —¢,¢]).
3. Montrer que pour tout € > 0, il existe 6 > 0 tel que pour tout a € R, P(V €
| —e,¢e]) > P(X €la—6,a+ 5[, X" €]la—6,a + J]). En déduire que pour tout

e >0,
P(V €] —e,¢]) > 0. (XII.10)

4. Déduire des questions précédentes que la médiane de V' est nulle.

14 B, Wilcoxon, Individual comparisons by ranking methods, Biometrics Bulletin, 1, ni6, 80-83,
1945.
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On admet que si ¢ est une fonction bornée mesurable définie sur R? alors, si Z et
7' sont deux variables aléatoires réelles indépendantes, on a

E[¢(Z,Z")] = E[p(Z)], avec, pour z € R, ¢(z) = E[¢(z, Z')]. (XII.11)
On suppose que la fonction de répartition de X est continue : Vz € R,
P(X =z)=0.
5. Montrer en utilisant (XII.11) que la fonction de répartition de V' est continue :

pour tout v € R, P(V =v) = 0.

6. Montrer que sgn(V) est de loi uniforme sur {—1,1}.

7. En étudiant E[g(sgn(V))f(|V])], pour des fonctions f et g mesurables bornées,

montrer que les variables aléatoires sgn(V') et |V| sont indépendantes.

IT Test des signes

On rappelle que S = sgn(Vj). On considere la statistique de test sur I’échan-

tillon de taille n définie par

1 n
n= =35
G \/ﬁ;k

. Déduire de la question 1.6 que, sous Hy, la suite ({,,n € N*) converge en loi

vers une variable aléatoire gaussienne de loi NV (0,1).

. Déduire de (XII.10), que sous Hy, E[Sk] > 0. En déduire que, sous Hi, la suite

(Cn,n € N*) converge p.s. vers +00.

Déterminer la région critique W,, du test pur, construit a partir de la statistique
de test (,, de niveau asymptotique « €]0, 1].

Vérifier que le test pur de région critique W, est convergent.

5. Calculer, a partir des observations, la p-valeur asymptotique du test pur de

région critique Wig. Rejetez vous Hy ?

(FacurLTATIF) Calculer, a partir des observations, la p-valeur exacte du test
pur de région critique Wyg. Commenter alors le résultat de la question IL.5.

ITI Test de Wilcoxon

n
On note S, 'ensemble des permutation de {1,...,n}. On rappelle que Z k=
k=1

n(n+1) ot Zk2 _ n(n+1)(2n + 1).
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1. Montrer en utilisant (XII.11) ou la question 1.5 que pour k # £, P(|Vi| = |V;|) =
0. En déduire qu’il existe une unique permutation aléatoire 7, € S,, telle que

p.s.
’Vm(l)’ <0 < ’Vm(n)’ (XH.12)

Pour les questions II1.2 a II1.7, on se place sous Hj.

2. Vérifier en utilisant la question 1.7 que 7, et (S1,...,S,) sont indépendants.

3. Montrer que (Sz,(1), - - - Sr,(n)) @ méme loi que (S1,...,5,).

On note R, U'inverse de 7, : R,,(i) = j < 7,,(j) = i. On remarque que R, (k) est le

rang de |V | parmi (|Vi],...,|V,|). En particulier R, (k) = 1 si |V est le minimum

et R, (k) =n si [Vk| est le maximum. On définit

I, = Z Rn(k)1{5k>0}
k=1

et la statistique de test du test de Wilcoxon

fn=——2 _ aveco,>0et Ji:n(n—i— )2n + )
On 24

4. Montrer, a l'aide de la question II1.3 et 1.6 que 7;, a méme loi que

n
T = Z kZ,
k=1

ou les variables aléatoires (Z,,n € N*) sont indépendantes de loi de Bernoulli
de parametre 1/2.
5. Calculer E[T))] et Var(T)).

6. Montrer que la fonction caractéristique v, de &, est :

U (u) = H E [emk(z’“*%)/””] = exp <Z log(cos(%))) .
k=1 k=1

n

7. Montrer que, sous Hy, la suite (§,,n € N*) converge en loi vers une variable
aléatoire gaussienne de loi N'(0,1).

On admet que sous H; la suite (&,,n € N*) converge en probabilité!® vers +oo :

pour tout a € R, lim,, o P(§, > a) = 1.

8. Déterminer la région critique W), du test pur, construit & partir de la statistique
de test &,, de niveau asymptotique a. Vérifier que le test est convergent.

9. Calculer la p-valeur asymptotique du test pur de région critique W, . Rejetez
vous Hy? Comparer avec la question IL.5.

A

15 P, Capéraa et B. Van Custen, Méthodes et modéles en statistique non paramétrique, Dunod,
1988
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XII.11 2009-2010 : Modele auto-régressif pour la température

Exercice XII.15 (Modele de température).

On désire étudier un modele de série temporelle’® pour les températures journa-
lieres ou la température du jour dépend de maniere linéaire de la température de
la veille. Plus précisément, on modélise par X,, la température du jour n € N a la
station de mesure et on suppose que pour n € N,

Xnt1 = aX, + B+ enyr, (X:[Il?’)

ou «, f € R, X est une constante connue et (¢,,n € N*) est une suite de variables
aléatoires indépendantes de méme loi gaussienne N(0,02) avec o > 0. On suppose
les parameétres «, § et o inconnus. Le modele considéré est appelé modele auto-
régressif avec bruits gaussiens.

On note G une variable aléatoire gaussienne de loi NV (0, 1).

I Préliminaires

1. Montrer que pour tout v < 1, on a :

2o (309)] = s

On pose €y = 0 et pour n € N* :

V, = Z&i et T, = Zn:ak,lak.
k=1

On souhaite étudier la convergence de la suite (T},,n € N*) convenablement renor-
malisée.

Pour z > 0, on note |x] lentier m tel que m < x < m+1 et [2] U'entier m’ tel
quem —1<z<m.

2. En écrivant T,, = < ,an/lﬂ €2k_282k_1> + ( ,En:/fJ 6%_16%), montrer que la

suite (1), /n,n € N*) converge p.s. vers une limite que 1’on précisera.

Soit u € R. On pose :

u202 Vn—l

Ny (u) = exp ( > et My(u) = Ny (u)exp <zu&> .

N
On suppose que u? < n/20*.
16 Voir : G. Box and G. Jenkins : Time series analysis : Forecasting and control, Holden-Day, 1970.

Voir aussi : P. Brockwell and R. Davis : Time Series : Theory and Methods, Springer-Verlag,
1987.
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3. Calculer E[N,(u)] et E[N,,(u)?], puis montrer que :

lim Var(N,(u)) =0.

n—-+o0o

4. Pour n > 2, calculer E[M,(u)ley, ..., en—1]
5. Montrer, en utilisant la question précédente, que E[M,, (u)] = 1.
On note 1, la fonction caractéristique de T,,//n.

6. Montrer, en utilisant deux fois I'inégalité de Jensen, que :
Un(w)E[Ny (u)] — E[Mn(U)]‘ < v/ Var(Np(u)).

7. Déduire de ce qui précede que la suite (T,,/y/n,n € N*) converge en loi vers

o2G.

IT Estimation des parametres

1. Justifier que la vraisemblance du modele associé aux variables aléatoires
(e1,...,epn) sécrit :

pn(ela -y Ens @ ﬁ’ U) = (27T02)_n/2 eXp <_ Z(‘Tk — Q%1 — 6)2/20-2> )

k=1

ou (xg,...,zy) correspond a une réalisation de (Xo,...,X,).

1
On pose 6, = —(X,, — Xp) et :
n

1 n 1 n—1 1 n—1 1 n
= X —— X2 — 2 S
En = n Zeka Xn-1= n ZXk, X 1= n ZXk;’ et An = n ZXk—le-
k=1 k=0 k=0 k=1
2. Montrer que les estimateurs du maximum de vraisemblance de « et 3 sont :

Ay — (X1 +60) X . - -
on = nX_(Qr:11—X;) et Bn = Xn-1+0n — anXn—1.

n—1

3. Montrer en utilisant (XII.13) que :

Xno1(1—a) =0+, —n.

On suppose que a €] — 1, 1] et on admet alors que p.s. lim, . X, /n =0 et que
p-s. limy 400 Iy =0, O :

1 n
In = E kz_lelek.
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o

. Montrer que (X,,,n € N*) converge p.s. vers a = 3/(1 — a).
5. On rappelle la notation : V,, = >}, Ei. Montrer que :

— v, _ X2 X2
X% 4(1-a®)=p"+ ;" + 260X, 1 + (70 - 7") + 206¢, + 2aly,.

6. Montrer que (ﬁn, n € N*) converge p.s. vers une limite b que 'on calculera.

7. En s’inspirant des questions précédentes, montrer que (A,,n € N*) converge
p.s. vers ab + fa.

8. Montrer que les estimateurs &, et Bn sont convergents.
9. (FacUuLTATIF) Calculer 62 I'estimateur du maximum de vraisemblance de o2.
10. (FACULTATIF) Montrer que G2 est un estimateur convergent de o2.

On peut également démontrer que I'estimateur (é,, By, 62) de (o, 3,0?) est asymp-
totiquement normal.

IIT Test d’utilité du coefficient d’auto-régression

On utilise les notations des paragraphes précédents. On considere ’hypothese
nulle Hy = {a = 0} et son alternative H; = {a €] — 1,0[U]o, 1[} On introduit la
statistique de test :

Cn = \/ﬁdn-

1. Vérifier que sous Hy, on a :

_ Ta//n+ R,

Cn anl/n _|_ Rn’

ou les suites (R],,n € N*) et (R,,n € N*) convergent en loi vers 0.

2. Montrer en utilisant la question 1.7 que la suite ({,,n € N*) converge en loi
sous Hy vers G de loi gaussienne N (0, 1).

3. Donner, en utilisant la question I1.8, le comportement asymptotique de (,, sous
H;. Puis déterminer la région critique pour un test de niveau asymptotique
1 €]0,1[.

4. Donner la formule de la p-valeur asymptotique.

5. On observe les températures journalieres moyennes de la station Météo France
de Lille du 31/12/2001 au 31/12/2002 (n = 365), et on obtient :
X1 ~ 11.349521, 6, = 0.0102397, X2,,_1 ~ 158.79738, A, ~ 156.86773.

Faire I’application numérique (avec par exemple n = 5%) et conclure.
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Les figures XI1.4 et XII.3 donnent respectivement pour la période du 2/01/1994

au 31/12/2002 (n = 32285) et du 01/01/2002 au 31/12/2002 (n = 365) :

A gauche : les valeurs des températures journalieres moyennes (X, k €
{1,...,n}) relevées a la station de Météo France de Lille, ainsi que les valeurs
des résidus correspondants (é;, k € {1,...,n}), ou &, = Xy — & Xp—1 — By.

— A droite : I'histogramme des résidus et la densité de la loi gaussienne N (0,62).

Un modele plus réaliste pour I’évolution journaliere des températures devrait tenir
compte de la saisonalité (cf la périodicité du signal dans la figure XII.4 & gauche).

-

T T T T T T T T T LA B e s B B
o 50 100 150 200 250 300 350 a 10 -5 s

Fig. XIL.3. A gauche : températures journalitres moyennes en 2002, et valeurs des résidus cor-
respondants. A droite : histogramme des résidus et densité gaussienne associée.

‘m N M ‘N I U rﬂ;
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Fig. XIL.4. A gauche : températures journalicres moyenne de 1994 & 2002, et valeurs des résidus
correspondants. A droite : histogramme des résidus et densité gaussienne associée.
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XIII

Corrections

XIII.1 Espaces probabilisés

FEzxercice 1.1.

13 . 1313 13 13 2 123 29
1) = 2

w2 s T Vi Y 5 T RE e
Ezercice 1.2.

L’espace d’état est 2 = {(i,7,k);1 <i,j < 6,1 <k < 12}, ou i représente le
résultat du premier dé a 6 faces, j celui du second a 6 faces et k celui du dé a 12
faces. On munit (£2,P(£2)) de la probabilité uniforme P (dés équilibrés indépen-
dants). Pour calculer P(A gagne), on compte le nombre de cas favorables divisé
par le nombre de cas possibles (Card 2 = 6.6.12). Le nombre de cas favorables
est :

12
Card {(i,7,k) € 2;i+j >k} = Z 21{i+j>k}: Z (i4+j—1)

1<4,j<6 k=1 1<i,5<6

6
:2*622'—36:36*7—36:36*6.
=1

Donc on a P(A gagne) =6/12 = 1/2.

P(match nul) = Card {(¢,7,k) € 2;i+ j =k}/6 x 6% 12

12
1
=5 2 2 ey =112

1<4,j<6 k=1

Le jeu n'est pas équilibré car P(A gagne) = 5 > P(A perd) = 1 — L. A

FEzxercice 1.3.



XIIT Corrections

Pour répondre a la premiere question on définit d’abord ’espace de probabili-
tés : 2 ={1,...,365}" avec w = (w1,...,w,) ou w; est la date d’anniversaire de
I’éleve ¢. On choisit la probabilité uniforme sur 2. On a alors :

prn, = P(au moins 2 éleves ont la méme date d’anniversaire)
= 1 — P(tous les éleves ont des dates d’anniversaires différentes)
— 1 P({ws i # wp, Vi £ 1))

1 Card {w;w; # w;,Vi # j}

365"
_1q Card {injections de {1,...,n} dans {1,...,365}}
B 365"
365!
l1— ——————— sin <365,
_ (365 —n)1365n O =
1 si n > 366.

On obtient les valeurs numériques suivantes :
Ppag ~ 0.476; pag =~ 0.507,; P3ge = 1.

(Pour les petites valeurs de n, on a 'approximation suivante :

n—1
O T (1- ) = oSt
(365 —n)l365" 11 365

-1 k
~ e~ kot 365 — e (n—1)/T30 efn2/730.

On obtient p, ~ 1/2 pour e /70 ~ 1/2 soit n ~ /7301og(2). Comme log(2) ~
0.7, il vient n ~ /511 soit n € {22,23}.)

En fait, les naissances ne sont pas uniformément réparties sur I'année. Les
valeurs statistiques de p,, sont donc plus élevées.

Pour la deuxieme question, on a, en notant x la date d’anniversaire de Socrate :

¢n = P(au moins un éléve a son anniversaire le jour x)
= 1 — P(tous les éleves ont leur date d’anniversaire différente de x)
=1-P{{w;w; #z,Viec{l,...,n}})
1 Card {w;w; #z,Vie {1,...,n}}
365™

n
- (22
365

On obtient les valeurs numériques suivantes :
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g23 ~ 0.061; q366 =~ 0.634.

FExercice 1.4.

On jette une piece n fois. Notons FE,, ’évenement “on observe au moins trois
piles ou trois faces consécutifs” et p, sa probabilité. Il est facile de calculer les
premieres valeurs de la suite (p,,m > 1) : p1 = p2 = 0 et p3 = 1/4. Notons A
I’éveénement “les deux premiers jets donnent deux résultats différents”, B 1’évene-
ment “les deux premiers jets donnent deux résultats identiques mais différents du
résultat du troisieme jet” et enfin C' I’évenement “les trois premiers jets donnent
trois résultats identiques”, de sorte que {A, B, C'} forme une partition de I’ensemble
fondamental 2. Pour n > 3, on a donc

Pn = P(A)P(En|A) + P(B)P(En|B) + P(C)P(En|c)
1 1 1
= §pn—1 + an—Q + Z .
Par conséquent, il vient py = 3/8 et p5 = 1/2. Eugene s’est donc réjoui un peu
vite...
On peut vérifier par récurrence que pour n > 1,

1 1+\/5 n—1 1_\/5 n—1
pnzl—ﬁ (3+\/3)< 1 ) —(3—\/3)< 1 )

On obtient bien sur que lim,, .~ p, = 1. Par exemple on a pig ~ 0.826. A

FEzxercice 1.5.

. Dr b P
1. On a P((p,,p) = Cpr <7~ T b) (7’ + b> .

2. On a
B((py. o)) = SHCo _ G Cratty
DPr,Pb)) = =
I
Pr Po

r—k+1 r—~>0+1

=CPr .

Pr*?bgr+b—k+1gr+b—€+1

Pour la premiere égalité, on consideére qu’il faut choisir p, boules rouges parmi
r et p, boules bleues parmi b. Pour la deuxieme égalité, on considere qu’il faut
qu’il y ait p, boules rouges parmi les p premieres boules et » — p, dans les
r 4+ b — p autres.
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3. Dans les deux cas, on obtient :

lim P((pr,pp)) = Cg:erprr (1—6).

T,b*)JrOO;TL‘Fb*)

Exercice 1.6.
1. La correction est élémentaire.

2. On a vérifié (I.1) pour n = 2. On suppose (1.1) vraie pour n, et on la démontre
pour n+ 1. On a

P <"L+j Ai) =P <Lnj A,~> +P(Apy1) — P <CJ(A,~ N An+1)>

i=1 i=1

:fj(—wﬂ > P(Ay NN A) + P(Apg)
p=1

1<iy <-<ip<n

=D =Pt YT (A NN Ay N Apy)
p=1

1<iy <-<ip<n

3
T
=

= (_1)p+1 Z P(Ail n--. ﬁAip),

1 1<iy <--<ip<n+1

S
Il

ou l'on a utilisé (I.1) avec n = 2 pour la premiere égalité et (I.1) avec n deux
fois pour la deuxieme égalité. L’égalité (I.1) est donc vraie au rang n + 1. Elle
est donc vérifiée par récurrence.

3. On pose I, = 2:;”:1(—1)1”+1 D i<iy<o<ip<n P(Aiy N2 N 4;,). On a pour
n=2:

1272 = P(Al) + P(AQ) — P(Al M Ag) < P(Al U AQ) < ]P’(Al) + P(AQ) = ILQ.
Soit n > 2. On suppose la relation de récurrence vraie au rang n : pour tout

1<m<n,onaly,, <P, A)simest pair et P(U;_; Ai) < I sim
est impair. Soit 2 < m < n impair. On a
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P <7011A> =P (U AZ> +P(Apg1) (CJ (A; N Apir) )

=1

Ms

(0P YT P(A NN Ay) + P(Agga)

p=1 1<i1 < <ip<n
m—1
=D (=0 YT P(Ay NN A N Apg)
p=1 1<ii<-<ip<n

I
NE

(—1)Pt? Z P(A;, N---NA;),

1 1<iy < <ip<n+1

S
Il

ou l'on a utilisé (I.1) avec n = 2 pour la premieére égalité et ’hypothese de
récurrence sur n avec m et m — 1 pour l'inégalité. Un raisonnement similaire
assure que I, , < P(J; A;) pour m pair avec 2 < m < n. L’inégalité pour
m = 1 est immédiate. L’inégalité pour m = n+1 est en fait une égalité d’apres
(I.1). La relation de récurrence est vraie au rang n + 1. Elle est donc vérifiée
par récurrence.

A
Ezxercice 1.7.

Le nombre de combinaisons de k exercices est N = Ck .
1.pp=N"".
2. py = N"HL
3. p3=(1-N"Hm
4. Par la formule du crible, on a

N N —p\ "
py="P U {combinaison i non choisie} | = Z(—l)p+1C]’<, (Tp>
ie{1,..,N} p=1

. N=6etp ~271071: py ~1.61071%; p3 ~2.6%; ps ~ 15.2%.

Si les éleves choisissent au hasard, il est quasiment impossible qu’ils choisissent
tous la méme combinaison. S’ils ont tous choisi la méme combinaison, alors le
choix n’était pas fait au hasard (travail en groupe, exercices de difficulté ou
d’intérét différent, ...).

A

FEzxercice 1.8.
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1. Soit F' l'ensemble des fonctions de {1,...,n} dans {1,...,k}. On pose A; =
{f € E; f~1({i}) = 0}. Le nombre de surjection, N, est donc égal & Card (F)—
Card (UF_, A;). On a Card (F) = k™. D’apres la formule du crible, on a

M-

Card (Ui A;) = ) (1)1 >~ Card (4, n---NAy)

1 1<in <<

<
Il

(=171 Ok — )"

I
N

j=1
k
On obtient N = Z JCJ(k J)".
j=0
2. Comme k! surjections distinctes de {1,...,n} dans {1,...,k} définissent la
méme partition de {1,...,n} en k sous-ensembles non vides, il vient

{1} - —!‘%Zk: 1 Gilk = )"

3. Il est clair que {T} =1let {Z} = 0si k > n. Quand on dispose den > k > 1

éléments a répartir en k sous-ensembles non vides, alors :
— Soit le dernier élément forme un sous-ensemble & lui tout seul et les n —
1 premiers éléments sont répartis en k — 1 sous-ensembles non vides. Ceci

, n .
représente { } cas possibles.

k—1
— Soit les n — 1 premiers éléments sont répartis en k sous-ensembles non vides,
et le dernier élément appartient a I'un de ces k sous-ensemble. Ceci représente
n—1 .
k } cas possibles.

k

On en déduit donc la formule de récurrence.

Ezercice 1.9.
L’espace d’état est ’ensemble des permutations de {1,...,n}, la probabilité sur
cet espace est la probabilité uniforme.

1. On pose A; = {i a sa veste}, on a par la formule du crible
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n

Pl 4] =Y Y PA,N...Nn4)

1<i<n p=1 1<i1<..<ip<n
(n—p)! " 1
p+1 p\” P _1\p+1l —
o Z Cn n! Z( 1) pl’
p=1
2. On note y(n) le nombre de permutations de {1,...,n} sans point fixe. On

n
1
a d’apres la question précédente 1 — v(n) = E (—1)p+1—| soit y(n) =
p!

n!
n
3
p=0

3. On remarque que

p=1

Card {permutations de {1,...,n} ayant k points fixes}
Card {permutations de {1,...,n}}

(k) =

Il existe C* possibilités pour les k points fixes. On en déduit

C* Card {permutations de {1,...,n — k} sans point fixe}
Card {permutations de {1,...,n}}

Cn7 n—
- n! TR Z

(k) =

1
4. On a hm wn(k) =mn(k) = ik e~ 1. On retrouve la loi de Poisson de paramétre
1. En falt on peut montrer le résultat! suivant sur la vitesse de convergence des
probabilités m, vers 7 : pour tout B C N, on a (avec la convention m,(k) = 0

sik>n)

Ezxercice 1.10.
On décrit une réalisation w = (w1, wz) ol w; est le sexe de l'ainé(e) G ou F, et
wo le sexe du second. L’espace d’états est donc

2= {(G’ G)’ (G’ F)’ (F’ G)’ (F’ F)}
Les naissances étant équiprobables, on choisit la probabilité uniforme sur f2.

! Voir le chapitre 4 du livre Poisson approzimation de A. D. Barbour, L. Holst et S. Janson
(1992), Oxford University Press.
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 Cad {(G,F),(F,G),(G,Q)}
L. P(G) = Card {(F, F), (G, F),(F,G),(G,G)} 34

P(cadet = G, ainée = F)  1/4
2. P(cadet — Glainée — F) — L2 — ,’am;e) ) _ —1;2 —1/2.
alnee —

(
3. P(3G|3F) = % = % =2/

P3G, 3F, F dé h
4. On a P(3G|3F, F décroche) = (]P’(C;’F }; dé((i:f(():z(fl(;)e)' On calcule d’abord le

w

numérateur
P(3G,3F, F décroche)
= P(F décroche |(G, F) ou (F,G))P((G,F) ou (F,G)) =p/2.
On remarque ensuite que

{3F, F décroche} = {(F, F), F décroche} U{ElG, JF, F décroche}
= {(F,F)}| J{3G,3F, F décroche},

et les deux événements du dernier membre de droite sont disjoints. Ainsi on
obtient :
3P
P((F,F)) +P(3G,3F, F décroche)
2p

= 2/3|.

P(3G|3F, F décroche) =

(3G, 3F, F ouvre la porte)
P(3F, F ouvre la porte)

P
P(3G|3F, F ouvre la porte) =

Calculons P(3G, 3F, F ouvre la porte). On a par la formule de décomposition
(suivant que ’ainé(e) ou le cadet(te) ouvre la porte) :

P(3G,3F, F ouvre la porte) = P(ainée ouvre la porte , (F,G))
+ P(cadette ouvre la porte, (G, F)).

Par indépendance de {ainé(e) ouvre la porte } et {(F,G)}, on a :

P(ainée ouvre la porte , (F, G))

= P(ainé(e) ouvre la porte )P((F,G)) =p

S
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Comme

P(cadette ouvre la porte, (G, F))
=P((G, F)) — P(ainé ouvre la porte , (G, F)),

on a par indépendance de {ainé(e) ouvre la porte } et {(G, F')} que

P(cadette ouvre la porte, (G, F))

= % —P(ainé(e) ouvre la porte)P((G, F)) = (1 — p) % :

On en déduit donc que
1 1 1
P(3G,3F, F ouvre la porte) = Py +(1—p) 1-1
De maniere similaire, on obtient

P(3F, F ouvre la porte)
= P(ainé(e) ouvre la porte)P((F,G) ou (F, F))
+ P(cadet(te) ouvre la porte)P((G, F') ou (F, F))
1 1

1
= — 1— _ = — .
py+l-p)5=3

Ainsi on trouve P(3G|3F ouvre la porte) =

SO
l\.’)l»—l|»—k
DO | —

Ezercice 1.11.

On note les évenements S = {je suis sain}, M = {je suis malade}, + = {mon
test est positif} et — = {mon test est négatif}. On cherche P(S|+) et P(M|—). On
connait les valeurs des probabilités suivantes : P(+|M) = a, P(—|S) = § et P(M)
que l'on note 7. On déduit de la formule de Bayes que :

P(+[S)P(S) __(1-=-p0=7)
(+IM)P(M) +P(+|S)P(S)  ar+(1-B)(1-7)

P(S|+) = 5

On déduit également de la formule de Bayes que :

B P(—|M)P(M) B (1—a)r
P(M|-) = P(—|M)P(M) +P(—|S)P(S) (1—-a)r+8(1-1)°
AN. P(S|+) >~ 30/31 (en fait P(S|+) =~ 96.8%) et P(M|-) ~ 2.107°. A
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Ezercice 1.12.

On note M le phénotype “yeux marron”, et B “yeux bleus”. Le phénotype M
provient des génotypes mm et mb, alors que le phénotype B provient du génotype
bb. Le génotype des parents d’Adrien est mb.

1
1. P(Adrien = B) = T
1
2. P(1 = B| Adrien = M) = 3

3. En décomposant suivant le génotype d’Adrien, on a

P(1=M,2=B)=P(1 =M,2= B, Adrien = bb)
+P(1 = M,2 = B, Adrien = mb)
+P(1 = M,2 = B, Adrien = mm)

et
1
p@:An:pu:ALAmmemm+Pu:ALA¢%n:m®=§

P(1=M,2=8B 1
On en déduit donc que P(2 = B|1 = M) = ( Pl :’ i ) =7
4. Sile premier enfant a les yeux marron, on sait déja qu’Adrien a les yeux marron.
On a donc plus d’information dans la question 3) que dans la question 2).

A

Ezercice 1.13.
La description de 'espace d’états doit étre faite avec soin. On numeérote les faces
de la premiere carte a,b, de la deuxieme c,d et de la troisieme e, f. Les couleurs
des faces sont :

a=R,b=R,c=R,d=B,e=B, f=B.

Une carte c’est une face exposée et une face cachée : (E,C). L'espace d’état est
donc

2 = {(a,0),(b,a),(c,d), (d; c), (e, f), (f, )}

On munit (£2, P(£2)) de la probabilité uniforme. Il faut ici se convaincre que les faces
sont discernables et donc que (b,a) # (a,b). On pourra raisonner en remarquant
que le résultat ne change pas si on numérote effectivement les faces des cartes. On
a
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- . P(E=R,C=B) Card {(c,d)} _ 1
P(C=B|E=R)= P(E = R) ~ Card {(a,b), (b,a),(c,d)} 3

FExercice 1.14.
On note 74 la probabilité que vous choisissiez la porte A. La probabilité, pp|a.c,
pour que le cadeau soit derriere la porte B (“cadeau en B”) sachant que vous avez
choisi la porte A (“choisir A”) et que le présentateur ouvre la porte C' (“ouvrir C”)

est égale a
P(choisir A, cadeau en B, ouvrir C)

P( choisir A, ouvrir C)

Si vous avez choisi la porte A, et que le cadeau est en B, alors le présentateur ouvre
la porte C. Votre choix étant indépendant de la position du cadeau, on en déduit
que le numérateur est égal a r4/3. Pour calculer le dénominateur, on décompose
suivant les positions possibles du cadeau (la position C' est impossible quand le
présentateur ouvre la porte C') : pour la position B, on a obtenu que la probabilité
est 74/3, pour la position A, il vient

P(choisir A, cadeau en A, ouvrir C)
= P(ouvrir C| choisir A, cadeau en A)
P(choisir A, cadeau en A).

En notant g,|,, la probabilité que le présentateur ouvre la porte x sachant que
vous avez choisi la porte y et que le cadeau est en y, on obtient

TA/3 _ 1
rAqo|a/3+71a/3  qoa+1

Ppia;c =

1. On modélise “au hasard” par g4 = 1/2. 1l vient alors ppj4,c = 2/3. On a
donc intérét a changer de porte.

2. On a goja = 0. 11 vient alors ppj4,c = 1. Si le présentateur ouvre la porte C,
on est certain que le cadeau est en B. On note pg4,p la probabilité pour que
le cadeau soit derriere la porte C' sachant que vous avez choisi la porte A et
que le présentateur ouvre la porte B. Des calculs similaires donnent

1

pcjaB = ——-
| qpja +1

On en déduit donc que poja;p = 1/2. On ne perd rien a changer de porte.
3. Comme gc|4 et gpj4 sont dans [0,1], on en déduit donc que PBla;c €6 Poia;B

sont dans [1/2,1]. Dans tous les cas, vous avez intérét & changer de porte!
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4. Supposons que vous ayez choisi la porte A et que le présentateur ait ouvert
1 1

la porte C'. Votre probabilité de gagner est p = 5 PBlac + SPac = 3 ou

paja;c = 1 —ppja;c est la probabilité pour que le cadeau soit derriere la porte

A sachant que vous avez choisi la porte A et que le présentateur ouvre la porte

C. Cette stratégie est moins bonne que celle qui consiste a changer de porte,

pour laquelle la probabilité de gagner est comprise entre 1/2 et 1.

A
XIII.2 Variables aléatoires discretes
Ezercice 11.1.
|Loi [E[X]| Var(X) |  ¢x(2)
Bernoulli p € [0, 1] p |p(l=p)| 1—p+pz
binomiale (n,p) € N x [0,1]| np |np(1 —p)|(1 —p+ pz)"
L 1 1—p Pz
géométrique p €0, 1 —
o 1 p P |1-(1-p)2z
Poisson 0 €]0, oo| 6 0 e 00-2)
A
Ezercice 11.2.
1 1
1. Comme X > 0 p.s., on en déduit que p.s. g X‘ =7 X < 1. Donc la v.a.

est intégrable. On a :

1+ X
1 =1 =1 gk
El—— =Y —P(X=k) = A
[H—X] 2 it =2 55w
k=0 k=0
efGOO 9k+1 1—69
9 k+1)! 0

1

est intégrable, et on a
1+ X)2+X) &

2. De méme
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1
(1+k) 2+ Fk)

1 o OF
—e JR—
—~ (L+k)(2+k) &

-6 9k+2

E L }: P(X = k)

1+ X)(2+X)

M T0e

o

@

— '
0 — (k+2)!

1—e?—fe?
02 '

1 1 1
1+X 2+X (1+X)2+X)

Comme , on déduit que est intégrable

2+ X
et que

E[H;X} :E[H;X} _E[<1+X>1(2+X) :0_192+e_6'

Ezercice 11.3.
1. La position de la bonne clef est au hasard sur les positions possibles. La loi de

X est donc la loi uniforme sur {1,--- ,n}. On a

E[X]zikp(xzk):%ik: n42—1’
k=1 1

EX%) =) KPX =k) = %ZkQ _ (n+ 1)éQn+ 1)7
k=1 k=1

Var(X) = E[x?] — E[x)? = "t 1)2,2” D _ (

n+1\2 _ n?—1

2 12

2. Le gardien essaie les clefs éventuellement plusieurs fois chacune. (Il s’agit d’un
tirage avec remise, alors que dans la question précédente il s’agissait d’un tirage
sans remise). Soit Ay I’événement : “le gardien choisit la bonne clef lors de la k-

itme tentative”. Les événements (Ag, k > 1) sont indépendants et de probabilité
1/n. Laloi de X est donc la loi géométrique de parametre p = 1/n. Ona X € N*

et pour k£ > 1,
1\ 11
P(sz)z(l——) —.
n n

On sait que si une variable aléatoire X suit une loi géométrique de parametre p
alors E[X] = 1/p et Var(X) = (1 —p)/p*. En remplacant p par 1/n, on trouve
E[X] =n et Var(X) = n(n —1).
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3. On note par I I’événement : “le gardien est ivre”. Par la formule de Bayes, on

obtient
P(X = n|I)P(]) 1
P(I|X =n) = = .
UIX =n) = §x =wDP() T P(X = nll9P(7) 15 2( 2 )n1
O lim P(/|X =n) = ~ 0.16.
ve i PUR =) =155,

FExercice 11.4.

1. Soit X; le nombre de jets nécessaires pour que le i™® dé amene un six pour
la premiere fois. Les variables aléatoires (X;,1 < ¢ < 5) sont indépendantes et
suivent une loi géometrique de parametre 1/6. Comme X = maxj<;<5 X;, on
obtient pour k > 1

P(X <k)=P(X; <kV1l<i<5h)

P(X; <k) parindépendance,

I
SRi=P

(X; <k))® car les lois sont identiques,
~P(X; > k+1))°

-())

Cette formule est valable pour k =0 : P(X < 0) = 0.

2. On a - o o -
Doloen =0 > L= = ilyy—y)-
k=1 j=1

k=1 j=k

S| Ut

—~

En prenant I'espérance dans les égalités ci-dessus, et en utilisant le théoreme de
convergence monotone pour permuter les sommations et ’espérance, on obtient

Y P(Y > k) =) jP(Y =j) =E[Y].
j=1

k=1

oo

00 5 k 5
3.0naE[X]:Z(l—]P’(ng—l)):Z 1_<1_<6>> . 11 vient
k

=1 k=0
E[X] ~ 13.02.
A
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FEzxercice I1.5.

1. On a ¢y (2) az

T 1- (1—-a)z
2. On a U = Y]_{le}, ZU = l{XZO} + Zyl{le}. Il vient

et ¢pz(z) = e 001-2),
(bU(Z) = E[ZU] = E[l{xzo} + Zyl{le}] =1- p +p¢y(z).

E[U] = ¢(1) = poiy (1) = T
E[U?) = E[U(U — 1)] + E[U]

= ) + ol (1) = p [or 1) + o ()] = 2222

a2

3.0naV= Yl{X:O} + Z]_{le}, 2V = 1{X:0}ZY + l{le}ZZ. Il vient

¢v(z) =E[zV] = E[l{x—0y2" + 1{x=1127] = (1 — p)oy (2) + poz(2).
On a

BIV) = 6 (1) = (1= p)oy (1) + poiy (1) = —L o,

BV = 6y (1) + oy (1) = L7229 g 1 g,

FEzxercice I11.6.

1. On note X; le résultat du candidat a la question i. Les v.a.d. (X;,1 <1 < 20)
sont des v.a.d. de Bernoulli indépendantes et de méme parametre P(X; =
1) =1/k. Comme X = Zfﬂl Xi,laloi de X est donc la loi binomiale 5(20,1/k).

2. Si X; = 0, on note Y; le résultat du candidat a la question ¢ lors du second
choix. Si X; =1, on pose ¥; = 0. Ainsi Y = Zfil Y; représente le nombre de
bonnes réponses au deuxiéme choix. Les v.a.d. (¥;,1 < i < 20) sont des v.a.d.
indépendantes et de méme loi. Comme elles sont a valeurs dans {0, 1}, il
s’agit de v.a. de Bernoulli. On détermine leur parametre :

B(Y; = 1) = P(Y; = 1, X; = 0) = P(¥; = 1|X; = 0)P(X; = 0)
1 k-1 1

k—1 k k’

Donc Y suit la loi binomiale B(20,1/k). On remarquera que les v.a.d. X et Y
ne sont pas indépendantes.
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3. Le nombre total de points est S = X +1V. Il vient E[S] = E[X]+ -E[Y] = —.
Il faut prendre k& = 6.

FEzercice 11.7.

1. La probabilité pour que lors du i-eme tirage, les deux boules n’aient pas la

2RB
méme couleur est p = ————. On définit les variables aléatoires X; par
P = ®R+B)2 PP
X; = 1 si lors du i-eme tirage, les deux boules n’ont pas la méme couleur

et X; = 0 sinon. Les variables aléatoires (X;,1 < ¢ < R + B) suivent la loi
de Bernoulli de parametre p. (Elles ne sont pas indépendantes.) On a X =
Zf:rlB X;. On en déduit par linéarité que

R+B
EX]= 3 E[X)) = (R+ B)p = ;i@.
i=1

2. La variable aléatoire X prend des valeurs paires. Les valeurs possibles de X
sont {2d;0 < d < min(R, B)}. Pour obtenir 2d tirages de couleurs différentes,
il faut choisir d boules parmi les rouges et d boules parmi les bleues. En-

fin, une fois les boules de couleurs différentes choisies, I'ordre du tirage de la
(R+ B)!

- possibilités) n’a pas d’importance. On a donc

premiere urne (11 y a W
R+ B\’
cas favorables parmi <( + B) ) cas possibles.

(R+ B)! R!B!
R!B! (R —d)\d!(B — d)\d!
Donc, pour 0 < d < min(R, B), on a

R!B!

R B2
P(X =2d) = .
( ) (R+ B)!(R — d)!(B — d)!d!?
A
Ezercice 11.8.
On note par Xy, Xo,---, et X,, les résultats des n boules. Ces variables aléa-
toires sont indépendantes de loi uniforme sur {1,..., N}.
1. Soit € {1,--- ,N}. On a {X > z} = N}_1{X; > «}. Comme les variables
aléatoires X1, --- , X, sont indépendantes et identiquement distribuées, il vient
N—x4+1)"
P(X >2) = P(X1 > 2,..., Xn > 7) = P(X; > )" = %

On en déduit que pour = € {1,--- ,N — 1},

164



XIII.2 Variables aléatoires discretes

(N—x—i—l)”—(N—x)”.

PX=x)=PX>z)-P(X>z+1)=

N
1
Cette formule est encore valable pour x = N, car P(X = N) = N
2. Par symétrie, Y a méme loi que N — X + 1. Pour y € {1,--- ,N},on a P(Y =
Y=y

3. Soit (z,y) € {0,--- ,N}2. Sixz >y, on a
P(X>z,Y<y)=Pax<X<Y <y =0
Siz <y,ona

PX>2Y <y)=PE<X<Y<y)
=Pz < X; <y Vie{l,--- ,n})

n _ (y_m.)n

:]P’(.%'<X1Sy) N

Cette formule est encore valable pour z = y. Pour la loi du couple (X,Y), on
a pour (z,y) € {1,...,N}?,
—siz>y, P(X =2,Y =y) =0 car on a toujours X <Y.
. ) 1
—siz=y, PX=2,Y=y)=P(X; =2,Viec{l,--- ,n}) = N
- six <y,

PX=2z,Y=y)=PX>2x—-1Y=y) —-PX>zY =y)
—P(X>a-1,Y>y) -P(X>z—1Y >y—1)
—PX>z,Y>y)+P(X >z2,Y >y—1)
(y—z+D)" -2y —a)"+(y—z—-1)"
wn .

FEzxercice I11.9.

1. La fonction génératrice associée au résultat d’un lancer du dé a onze faces est :

12
1 p 1 51—2H
¢(Z)_11;2Z BT

Toutes les racines du polynéme 1 — z'! sont complexes sauf la racine 1 qui est

réelle. Le polynéme ¢ admet donc deux racines réelles : 0 (de multiplicité 2) et
1.
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2. La fonction génératrice associée a la somme d’un lancer de deux dés a six faces
est, par indépendance, de la forme

6 6 6 6
$2(2) = O™ O an?®) =20 o HO @),
k=1 k=1 k=1 k=1

ou pi (resp. gi) est la probabilité d’obtenir k avec le premier (resp. deuxieme)
dé. Si ¢ = ¢, alors le polyndéme zzzlpkzl‘cf1 est de degré 5. Comme il est a
coeflicients réels, il admet au moins une racine réelle. Il en est de méme pour le
polynoéme 22:1 qr2* 1. Le polynome ¢ admet donc au moins quatre racines
réelles. Il ne peut donc étre égal a ¢ qui n’admet que deux racines réelles dont
une de multiplicité 2.

On ne peut donc pas reproduire le résultat d’un lancer d’un dé équilibré a onze
faces, numérotées de 2 a 12, comme la somme d’un lancer de deux dés a six
faces, numérotées de 1 a 6, éventuellement différemment biaisés.

A

Ezercice 11.10.

Soient X et Y les variables aléatoires discretes qui représentent le nombre de
piles obtenus par chacun des joueurs au cours des n lancers. Les variables X et Y
sont indépendantes et suivent des loi binomiales B(n,1/2). On a, en utilisant la
formule de décomposition puis I'indépendance de X et Y,

P(X =Y)= Zn:]P’(X kY =k)= Zn:]P’(X = E)P(Y = k)
k=0 k=0

n

1 e _ O,
= ﬁl;)(cn) = San -

n
Pour démontrer 1'égalité Z:(C’,’i)2 = (5, on peut calculer de deux manieres dif-
k=0
férentes le coefficient de 2™ dans le polynome (1 + z)?" = (1 + z)*(1 + z)™. A

FExercice 11.11.

On suppose que la phrase “il choisit au hasard une de ses deux poches” signifie
que le choix de la poche est une réalisation d’une variable aléatoire de Bernoulli
de parametre p (on code par exemple 0 pour la poche de gauche et 1 pour la
poche de droite) et que chaque choix est indépendant des choix précédents. En
absence d’information supplémentaire, il sera naturel de choisir p = 1/2. On note
(Xpn,n > 1) une suite de v.a. de Bernoulli de parametre p €]0, 1] indépendantes.
La variable X,, représente le choix de la poche lors du n-itme tirage (i.e. de la
n-itme cigarette).
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1. Lorsque le fumeur s’apercoit que la boite qu’il a choisie est vide, s’il reste &
allumettes dans 'autre boite, c’est qu’il a déja fumé 2N — k cigarettes, et donc
il a cherché 2N + 1 — k fois une allumette. En particulier ’évenement “quand
le fumeur ne trouve plus d’allumette dans une boite, il reste k allumettes dans
I'autre boite”, de probabilité p;, est donc égal a la réunion des deux évenements
exclusifs suivants : “a la 2N — k + 1-iéme cigarette, le fumeur a choisi la poche
de droite pour la N + 1-ieme fois” et “a la 2N — k + 1-ieme cigarette, le fumeur
a choisi la poche de gauche pour la N + 1-iéme fois”, ¢’est-a-dire a la réunion de
{22N+1 kX N+1 X2N+1 k = 1} et de {Z2N+1 k XZ = N—k,XQNJrl,k =
0}. On en déduit donc

2N+1-k

1=1
2N+1-k
P ( Y Xi=N -k Xonyik= 0)
i=1

2N—k
=P ( d Xi= N) P(Xoni1_k = 1)
=1

2N—k
+P ( Y Xi=N- k) P(Xon41—k = 0)

=1
= Cov_i PV T = )N+ (1 = p) VTPV

2. La probabilité cherchée est py = CQNp (1— )N. Si on suppose que p = 1/2,
alors pg = CI/22V. 11 vient py ~ 12.5% pour N = 20 et py ~ 8.9% pour
N = 40.

N
Comme Zpk = 1, on en déduit, en prenant p = 1/2, la relation suivante non
k=0
N
triviale sur les coefficients binomiaux : Z okl =22V,
k=0

FExercice I1.12.

1. Soit m,n > 1. L’événement {17 = m,To — T3 = n} est égal a {X; =
0, e >Xm71 == O,Xm == 1,Xm+1 == 0, e ,Xm+n,1 == O;Xm+n == 1} Par indé-
pendance des variables aléatoires X;, on a donc
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168

P(Ty =m, T, — Th = n)
= P(X) = 0) -+ P(Xpu 1 = OP(Xpy = DP(Xpi1 = 0)
"'P(Xernfl = O)P( m+n — 1)
= (1 - p)"t 2,

En utilisant la formule des lois marginales, il vient

P(Ty=m)=Y P(Ty=mT,—Ti=n)=Y p*1-p)™>
n>1 n>1

=p’(1—p)™ 'Y (1—p)" ' =pl—p)"".
n>1

De méme, P(Ty — Ty = n) = p(1 — p)"~ L. Par conséquent, pour tous m,n > 1,
P(Ty = m, T, — Ty = n) = P(Ty = m)P(Tx — T1 = n), ce qui prouve que les
variables aléatoires 17 et T — 17 sont indépendantes. Noter qu’elles suivent
toutes les deux la loi géométrique de parametre p.

Plus généralement, si nq,no,...,ngy1 > 1, notons I = {ny,ny +na,...,ny +
cdngertet J={1,...,n1 4+ ng p\I. Lévenement {T) — Ty = ny, Th —
Ty =ng,...,Tpr1 — T = ngy1} est alors égal a

(X =1 n({X; =0}

iel 1eJ

Par indépendance des variables aléatoires X;, on a donc
P(Tl — TO = nl,Tg — T1 =MNng,... 7Tk+1 — Tk = nkJrl)

=[P =[P =0)
i€l ieJ
— pk+1(1 _ p)n1+---+nk+1fk71.

Comme ci-dessus, la formule des lois marginales implique que pour tous j €
{0,,]{?} et Nj1 > 1,

B(Tj1 — Ty = nyjer) = p(1—p)s+ . (XIIL1)

Par conséquent, il vient

k

P(Th —To=n1,...,Ter1 — T, = nppy1) = HP(TjJrl — T =mnj1),
§=0
ce qui prouve que les variables aléatoires 17 — Ty, 75 — 11, ..., Tpy1 — T} sont

indépendantes. De plus, d’apres (XIII.1), elles suivent toutes la loi géométrique
de parametre p.
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3. Noter que T}, = Z?;g(TjH — Tj). Par linéarité de I'espérance, on a

N
—_
T
—_
N

_ —1
E[T:] =E ‘ (T —T5)| = ZE[TJH - Tl =

==
= |

=)

<.
I
=)
I
<)

J

Par indépendance des variables aléatoires Tj1 — T}, il vient

k—1
Var(Ty,) = Var [ Y (T4 — T)
j=0
k—1 k—1
1—-p k(l-p
ZVar( i1 —1j) = = ( 5 )
j=0 =0 P b

4. Soit n > k > 1. On suppose n > 2. L’événement {Tk = n} est égal a
(X, = k= 1} n{X,, = 1}. De plus la loi de 32" X; est la loi bino-
miale de parametre (n— 1, p). Par indépendance des variables aléatoires X;, on
a donc

P(Ty =n) = IP’(Z Xi=k-1)P(X, =1)=C'1pF1 —p)" ™~

Pour n = k =1, on obtient P(77; = 1) =

Par indépendance des variables aléatoires Tj,1 — T}, la fonction génératrice
o1, de T}, est le produit des fonctions génératrices des variables aléatoires
Tj+1—1T; ( €40,...,k—1}). Comme ces dernieres suivent la loi géométrique
de parametre p, on a donc

o= T = ()

5. On décompose sur les évenements {7 = n} et on utilise le fait que 7 est indé-
pendant de (T,,,n > 1) :

or.(2) ZIE 2 |r =n)P Z(an n).

n>1 n>1

Puisque P(7 = n) = p(1 — p)"~!, on a donc d’apres la question précédente

. Dz " ppz
9= pl=p (1—(1—p)2> IR OR

n>1

ce qui prouve que 7T suit la loi géométrique de parametre pp.
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6.

Considérons l'expérience suivante. On jette la premiere piece et chaque fois que
I'on obtient 1 (pile) on jette la seconde piece. On note 7" le premier instant ol
la seconde picce montre pile. D’une part 7" et T, ont méme loi. D’autre part, 7’
est I'instant de premier succes dans une suite d’expériences indépendantes ol
la probabilité de succes vaut pp. En effet, les deux jets étant indépendants, la
probabilité que la premiere piece montre pile puis que la seconde montre aussi
pile est le produit pp. On retrouve que 7’ suit la loi géométrique de parametre

pp-
A

FEzercice 11.135.

1.

170

On a
P(T = +00) =P(| J{Xx = 0,1 <k <n} N {Xy =1Lk >n})

n>0

n=0

Par ailleurs, on a

PH{Xr=0,1<k<n}n{Xy=1k>n})
:A}im P{X,=0,1<k<n}n{Xy=1,N>k>n})

lim (1 —p)"p¥ " =0.
N—o0

On en déduit donc que P(T' = +00) = 0.

On propose une deuxieme méthode de portée plus générale : on cherche a
majorer T par une variable aléatoire géométrique. On a T < 2T avec T' =
inf{n € N*; Xy,,_1 = 1, X5, = 0}. La variable aléatoire T” est le premier instant
ouY, = (Xo,_1,Xo,) est égal a (1,0). Les variables aléatoires discretes (Y,,n €
N*) sont indépendantes et de méme loi. 7" est un premier instant de succes. La
loi de T" est donc la loi géométrique de parametre P(Y,, = (1,0)) = p(1 — p).
En particulier 7" est finie p.s. On en déduit que T est fini p.s.

On calcule P(T" = k) en décomposant suivant les valeurs de 77 = inf{n €
N* X, =1}:
k—1 k—1 ' ‘
P(T=k) =Y PT=kTi=i)=>» (1-p) 'pF"(1-p).
i=1 i=1

Soit U et V deux variables aléatoires indépendantes de loi géométrique de
parametres respectifs p et 1 —p. La loi de U + V est :
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k—1 -1

PU+V =k =) PU=i,V=k—i)=Y (1-p) 'p"(1-p).
i=1 1

N

.
I

Donc 7" a méme loi que U+V. (En fait U est le premier temps d’occurrence de 1,
et a partir de cet instant on attent la premiere occurrence de 0, qui correspond

a V. Le temps total d’attente de 'occurrence 10 est donc T'=U + V)
z(1-p)
3.0 = —
na ¢y(z) 11— (1_ )z , ov(z) = 1—p2
de U et V, que ¢7(2) = dutv(2) = du(2)dv(2).

. On en déduit, par indépendance

1
4. On a E[T] = E[U] + E[V] = 0= On a également par indépendance
pil—p
1-3p(1—p)
Var(T') = Var(U) + Var(V ) = ——————.
(1) = Var(U) + Var(V) =+ 20

FExercice 11.14.

1. On calcule la fonction génératrice du couple (S, N — 5). Pour v,z € [-1,1], on
a par indépendance

QZ&(S,N,S)(U, Z) = E[USZN*S] _ 0 + ZP nE[(U/Z)Zk le]

+ZIP’ n)(pv+ (1 —p)z)"

= ¢(pv+ (1 - p)Z) — ¢ 0p(1=v) o=0(1-p)(1-2)

On remarque que ¢(s n—g)(v,2) = ¢v(v)dz(2), ou V et Z suivent des lois de
Poisson de parametre respectlf Op et 6(1 —p). En particulier, cela implique que
S et N — S sont indépendants.

2. Soit z € [~1,1]. On a, par indépendance entre N et N—S, ¢(z) = E[z°2V 9] =
E[z%|E[zV~5]. Par indépendance entre N et (X,,n > 1), on a

E[z%] = +ZIP’ [22k=1 %)

=0)+ ZP(N =n)((1 =p) +pz)" = o((1 —p) +pz),
n=1

et par symétrie E[zN=5] = ¢(p + (1 — p)z). On en déduit donc que ¢(z) =
d((1—p)+p2)d(p+ (1 —p)z). Remarquons que h est bien définie sur |0, 1], car
¢ est strictement positif pour z > 0 et ¢’ est définie a priori sur | — 1,1[. La
relation h(z) = ph((1 —p) +pz) + (1 —p)h(p + (1 — p)z) est immédiate.
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3.

Rappelons que ¢ est continue en 1, non nulle en 1 (en fait égale & 1 en 1), et
que ¢’ est croissante et admet une limite & gauche en 1, éventuellement égale &
I'infini. En particulier, h admet une limite a gauche en 1, éventuellement égale
a Pinfini.

Pour a € [0,1[, on pose f,(z) =1 — a+ az pour z € R. L’application f, est
contractante (avec constante de Lipschitz a) admet 1 comme seul point fixe,
et la suite (fJ'(z),n > 1) converge en croissant vers 1 pour z € [0,1], ou f
désigne l'itéré n-ieme de f,.

Comme h = ho fi/5, on en déduit que h = ho f?/Q et par continuité h(z) =
lim h(r) pour tout z € [0,1[. Ceci implique que h est constant sur [0, 1].

r—1-—
Comme h est positive et finie sur [0, 1], on en déduit qu’il existe ¢ > 0 tel que

¢ = c¢ sur [0,1] et donc sur [0, 1] par continuité. Si ¢ = 0, on a ¢ constant
et donc, comme ¢(1) = 1, on a ¢ = 1 c’est-a-dire p.s. N = 0. Si ¢ > 0, la
solution de 1’équation différentielle ordinaire ¢’ = c¢ sur [0, 1] avec condition
#(1) = 1 donne ¢(z) = e~°1=2), Donc, si ¢ > 0, alors N suit la loi de Poisson
de parametre c.

. Comme p < 1/2,onap+(l—p)z <1—p+pzpour z € [0,1[. On déduit donc

de h(z) > min(h((1=p) +pz), (1 =p)h(p + (1 —p)2)) que h(z) > inf{h(uv);u >
p+ (1 —p)z}. Comme h(z) > inf{h(u);u > fi_p(2)}, on en déduit que h(z) >
inf{h(u);u > fi* ,(2)}, et donc h(z) > lirgir_lf h(r) pour tout z € [0, 1].

Un raisonnement similaire a ce qui précede assure que h(z) < max(h((1 —

p) +pz), (1 = p)h(p + (1 = p)2)), puis h(2) < sup{h(u);u > fp(2)} et h(z) <
sup{h(u);u > f}'(2)}, et donc h(z) < limsuph(r) pour tout z € [0, 1[.

r—1-
Comme h admet une limite & gauche en 1, éventuellement égale & l'infini (cf
le début de la démonstration de la question précédente), on en déduit que

h(z) = lim h(r), et donc h est constant sur [0, 1[. La fin de la démonstration
r—1-

de la question précédente permet de conclure.

A
FExercice 11.15.
n
1.OnaP(Xy=Fky,..., X, =kn | Sp=k) :0siZki7§kzet sinon
i=1
[ig=1p Ijik,=0(1 — p) 1
P(X;=ki,o.., Xy =kn | Sp=k) = — L = .
( 1 1 y AAn n | n ) Cﬁpk(l —p)”fk Cﬁ
On en déduit que la loi conditionnelle de (Xi,...,X,) sachant S, est la loi
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2. La variable X; prend les valeurs 0 ou 1. Il en est de méme quand on conditionne
par rapport a S,. La loi de X; conditionnellement & S,, est donc une loi de
Bernoulli de parametre p. Comme P(X; = 1|8, = k) = C*~1/C* = k/n pour
E>1,et P(X; =1|S, =0) =0, on en dedult que p = S, /n.

3. OnaP(X; =1, X9 =1|5S,) = Sp(S, —1)/(n(n — 1)). En particulier P(X; =
1, Xy = 1|5,) # P(X; = 1|S,)P(X2 = 1|S,). Conditionnellement & S, les
variables X7 et X5 ne sont pas indépendantes.

Ezxercice 11.16.
1. On note ¢x, ¢y et ¢g les fonctions génératrices de X, Y et S. On a ¢x(z) =
z

dy(z) = m Par indépendance, on a ¢g(z) = o¢x(2)oy(z) =
p222 1 o'} i
m. En utilisant le déVelOppement m = ;}(l{? + 1)1‘

déduit que

Zp k‘—|—1 k k+2 Zp p)k_QZk.

Ainsi on a pour n > 2, P(S =n)=p*n—1)(1-p)" 2
2.Sik¢g{l,-- ,n—1}onaP(X =k[S=n)=0et pour k € {1,--- ,n—1}.

P(X=kS=n) PX=kY=n—k)

BX =S =n) == = P(S = n)
_p-p) Ot
Ph-)1-p»2  a-1

Ainsi, conditionnellement a S, X suit la loi uniforme sur {1,..,.5 — 1}. On note

n—1

k

par h(n) = E[X|S =n]. On a h(n Zk[?’ —k|S:n):Zn_
k=1

On en déduit que E[X|S] =

]ZMX+HZEML

3. On a bien E [E[X|S]] = [2 )

Ezxercice 11.17.
Le cott de la premiére stratégie est ¢; = ¢/N. On note C,, le cotut du test sur un
groupe de n personnes en mélangeant les prélevements. On a P(C,, = ¢) = (1 —p)"
et P(C,, = c+nc) =1— (1 —p)™. On suppose que N/n est entier et on regroupe
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les N personnes en N/n groupes de n personnes. Le colit moyen total du test, en
utilisant la deuxieme stratégie, est co = LE[C,,] soit :

1= SRl =)+ (e ne)(1 = (L= p))] = [1= (1= )" 4

En supposant que np < 1, il vient en faisant un développement limité :
1
¢y =cN [np + E} + o(np).

Cette quantité est minimale pour n ~ 1/,/p. La condition np < 1 est alors équiva-
lente & p < 1. On obtient donc ¢ ~ 2¢N,/p. On choisit donc la deuxieme stratégie.
On peut vérifier que pour p < 1, en prenant n = [1/\/]3], on a cg < 2c+ 2cN,/p.

Exemple numérique : si p = 1%, alors il est optimal de réaliser des tests sur des
groupes de n = 10 personnes. L’économie réalisée est alors de :

C1 —C2

~1—-2/p=280%.
C1

FEzercice 11.18.

1. Soit X une variable aléatoire géométrique de parametre p €]0,1[. On a pour
n €N,

PX>n)= Y PX=k= Y pl-p'=@1-p"
k>n+1 k>n+1
On en déduit que
P(X >k+n|X>n)=P(X >k+n)/P(X >n)=(1-p)*=PX > k).

2. On pose ¢ =P(X > 1) € [0,1]. Comme P(X > 14 n|X > n) est indépendant
de n, on a
PX>14nX>n)=PX >1X >0)=P(X >1) =g,

car p.s. X € N*. Sig =0, alors P(X > n) = 0, et les probabilités conditionnelles
ne sont pas définies. On a donc ¢ > 0. Comme P(X > 1+ n|X > n) =

PX >1

w7 il vient P(X > n+1) = ¢P(X > n) ie P(X >n+1) =
Qn+1]P>(X > 0), et donc P(X > n) = ¢" car P(X > 0) = 1. Cela implique que
pour n € N*

PX=n)=P(X>n—1)-P(X >n)=(1-¢q)¢" ' =pl—p",

ot p=1—¢. Comme P(X € N*) =1, on en déduit que ) . P(X =n) =1
i.e. p > 0. On reconnait, pour X, la loi géométrique de parametre p €]0, 1].
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3. On note « = P(X > 0). La question précédente traite le cas &« = 1. On suppose
a €]0,1[. (Le cas a = 0 implique P(X > n) = 0, et donc le caractére sans
mémoire n’a pas de sens.) On pose ¢ = P(X > 1|X > 0) € [0,1]. L’absence de
mémoire implique que P(X > 14n|X > n) = g soit P(X > 14n) = ¢P(X > n)
et donc en itérant P(X > 14+n) = ¢""'P(X > 0) = ¢"*'a. Donc, il vient P(X =
0)=1-aetpourn>1,P(X =n) =P(X >n—1)—-P(X >n) = ap(l-p)" 1,
oup=1—¢g=P(X =1|X > 0) et p €]0, 1[. On peut remarquer que X a méme
loi que YZ, o Y est une variable aléatoire de Bernoulli de parametre «, et Z
est une variable aléatoire indépendante de Y de loi géométrique de parametre
p. En ce qui concerne les temps de panne de machines, soit la machine est
en panne (probabilité 1 — «), soit la machine est en état de marche. Dans ce
dernier cas, la loi du temps de panne est une géométrique.

A

FExercice 11.19.

Si les sportifs de haut niveau sont uniformément répartis dans la population,
les médailles le sont aussi. Chaque individu a donc, environ, une probabilité p,, ~
928/6 10° d’avoir une médaille et p, ~ 301/6 10° d’avoir une médaille d’or. Le
nombre de médailles frangaise suit donc une loi binomiale de parametre (n,py,),
avec n ~ 60 105. On peut approcher cette loi par la loi de Poisson de parametre
0, = npm = 9. De méme, on peut approcher la loi du nombre de médaille d’or
par une loi de Poisson de parametre 6, = np, ~ 3. La probabilité d’avoir plus de
20 médailles est de 4 pour 10 000, et la probabilité d’avoir plus de 10 médailles
d’or est de 3 pour 10 000. Ceci est invraisemblable. L’hypothese selon laquelle les
sportifs de haut niveau sont uniformément répartis dans la population n’est donc
pas réaliste.

A

Ezxercice 11.20.
1. On considere des variables aléatoires (X,,n € N*) indépendantes de loi de

Bernoulli de parametre p. On pose X,, = % > p_q Xk Ona:

- E(X, —p)?] _ Var(X,) _ p(1—p)
P(CS) =P(| X, —p| > 0n) < = =
(Cr) (| Xn —pl n) < 52 52 nez
ou l'on a utilisé I'inégalité de Tchebychev pour 'inégalité et I'indépendance
pour la derniere égalité. On en déduit le résultat.

2. Un calcul élémentaire assure que I'entropie H), est maximale pour p = 1/2.

n

3. On aP({w}) = e ity wilog(p)+(1—3 iy wi) 1o8(1-P)) Pour w € Ch, il vient :

n(plog(p) + (1 — p)log(1 — p) + 0, log(p(1 — p)))
<log(P({w})) < n(plog(p) + (1 — p)log(1 — p) — d,log(p(1 — p))).
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On a donc :
ou 0 < B, = =24, log(p(1 — p)).
4. En sommant I'inégalité précédente sur w € C,,, on obtient :

Card (Cp) e "Hot0) < P(C,) <1 et P(C,) < e "Hr=8n/2) Card (C),).

Comme P(C),) > 1 —a pour n grand et que lim,,_, { o nF, = +00, on en déduit
que pour n suffisament grand on a P(C,,) > e "P/2 Pour n suffisament grand,
il vient :
en(Hp_ﬁn) < Card (Cn) < e"(Hp‘f'ﬁn) .
5. Pour p = 1/2, 'entropie est maximale et vaut Hy, = log(2). On en déduit que
le cardinal de I’ensemble des suites typiques est de 'ordre de 2™ = Card (£2).

Pour p ~ 1, on obtient que le cardinal de ’ensemble des suites typiques est
de lordre de e™HrE5n) qui est beaucoup plus petit que le cardinal de £2. (Le
résultat est similaire pour p ~ 0).

A

FEzercice 11.21.

1. Comme 0 < uy,v, < 1, on en déduit que les séries U et V sont absolument
convergentes sur | — 1, 1].

2. On note H,, = {le phénomene se produit & I'instant n}. On a

vn =P(Hy) =Y P(Hy| X1 = OP(X; =)
=0

n k
= ZP(Xl + ZXi =mn, pour un k > 2|X; = )P(X; = /)
=0 =2

n k
= ZP(ZXi =n—{, pour un k > 2)P(X; = /¢).
=0 =2
La derniere égalité est obtenue grace a l'indépendance de X; et de la suite
(Xk, k > 2). Comme les variables aléatoires (X, k > 2) sont a valeurs dans N*,
on en déduit que

k
]P’(ZXi =n—{, pour un k > 2)
=2
k
:IP’(ZXi:n—& pourun k € {2,...,n — L+ 1}) = up_yp.
=2
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On a démontré que (v,,n > 0) est la convolution des suites (b,,n > 0) avec

(up,n >0). On a donc V = BU.

3. La preuve de la premiere égalité se traite comme dans la question 1. Pour
démontrer la relation entre U(s) et F'(s) on multiplie par s” et on somme sur
n. On obtient

00 oo n—1

n n
5 S Up = 5 5 &) ukfnfk-
n=1 n=1k=0

Il vient U(s) —1 = F(s)U(s) et donc V = B/(1 - F).

4. On a V(s) = p/(1 — s). En évaluant (II.1) en s = 0, on obtient by = p.
On a F(s) = 1— ];(1 — 5)B(s). En dérivant n > 1 fois, il vient F((s) =

l(m}?("*l)(s) —(1—5)B™(s)). En évaluant en s = 0, on obtient f, = (bp_1 —
lz)gn)/p pour tout n > 1.

5. Comme P(X; =n|X; > 0) =P(X2 =n) = f, pour n > 1, il vient pour n > 1,

b, = P(X; = n) = P(X; = n|X; > 0)P(X; > 0) = fu(1 —p).

On en déduit donc que b, = (1 —p)b,—_1, puis b, = (1 —p)"by = (1 — p)"p pour
n>0et f,=(1—p)" !ppour n > 1. La loi de X3 est la loi géométrique de
parametre p, et X1 a méme loi que Xo — 1.

A

XIII.3 Variables aléatoires continues

FExercice I11.1.

1. La fonction f définie sur R est positive, mesurable (car continue) et

+oo +oo 9
f(x)dx:/ xe /2 dg = 1.
oo 0

Donc f est une densité de probabilité.

2. Soit g une fonction mesurable bornée. On a

+00 400
Elg(Y)] = E[g(X?)] :/0 g(a®)z e/ da :/0 9(y) %e*yﬂ dy,

2

ou l'on a fait le changement de variable y = 22 sur R*. Donc Y suit une loi

exponentielle de parametre 1/2.
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3. Pour une loi exponentielle de parametre A, espérance est 1/\ et la variance
1/A%, donc on a E[Y] = 2 et Var(Y) = 4.

A

Ezercice I111.2.

La probabilité, p, de toucher la féve correspond a la probabilité que le centre
de la feve, qui est uniformément réparti sur le disque de rayon R —r (et de surface
7(R — 7)?) soit & une distance inférieure & r d'un rayon donné. On trouve

1 7r? T

- |7 — 2 2 — 2 are
AR—r7 | 2 +rv/(R—=r)?2—r2+(R—r) arcsm(R_T) ,

p:

. . 2r
et pour r petit, on obtient p ~ —.
™R

Ezercice 111.3.

On note ©1 et @5 les angles formés par les deux rayons et le rayon qui passe
par la cerise. L’énoncé du probleme indique que ©1 et O, sont indépendants et
suivent la loi uniforme sur [0, 27]. La longueur angulaire de la part contenant la
cerise est 2m — |©1 — Os|.

1. La probabilité pour que la part contenant la cerise soit la plus petite est P(27 —
|©1 — O3] < |©1 — O2|). Comme les angles sont indépendants, la loi du couple
est la loi produit. On calcule :

1
P2m — [61 — O] < |01 — Oz]) = e //[02 - 1{61—6,| >} d01d02

: / /
- 2 [ do Lig gy df
2m)%2 " Jio,27] ! [0,61] {81=6;>r} T2

—

B~ =

La probabilité pour que la part contenant la cerise soit la plus petite est 1/4.

2. Lalongueur moyenne de la part contenant la cerise est égale & 2r—E[|©1 — O2]].
On calcule :

1
EH@l - @2” == W //[\0 27T]2 |91 - 92| d91d92
1

=——2 do / 01 — 05) do
(2m)2 /[0,27r] ' [0,91}( 1~ 0a) dbz

_27T

3

La longueur moyenne de la part contenant la cerise est donc 47/3.
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La part qui contient la cerise est plus grande en moyenne et elle est également
plus grande dans 75% des cas. Pour voir que ces résultats ne contredisent pas
Pintuition il faut inverser les opérations. On découpe d’abord au hasard deux
rayons dans le gateau, puis on jette au hasard la cerise sur le bord. Celle-ci a
intuitivement plus de chance de tomber sur la part la plus grosse! Il reste a se
convaincre que jeter la cerise sur le bord puis couper le gateau au hasard, ou
couper le gateau au hasard puis jeter la cerise sur le bord donne bien le méme
résultat.

A

Ezxercice II1.4.

On suppose que la longueur du baton est de une unité. On note X et Y les em-
placements des deux marques. Par hypotheése X et Y sont des variables aléatoires
indépendantes de loi uniforme sur [0, 1]. On fait un triangle si et seulement si au-
cune des longueur des morceaux n’est plus grande que la somme des deux autres,
ou ce qui revient au méme, si et seulement si la longueur de chaque morceau est
plus petite que 1/2. Cela est équivalent aux trois conditions suivantes :

1 —max(X,Y)<1/2, min(X,Y)<1/2 et max(X,Y)—min(X,Y)<1/2.
On obtient :
P(triangle)

=P(max(X,Y) > 1/2,min(X,Y) < 1/2,max(X,Y) — min(X,Y) < 1/2)

= E[l{max(X7Y)2 1/2,min(X,Y)< 1/27max(X,Y)—min(X,Y)§1/2}]

= /1{max(x,y)21/2,min(x,y)§1/2,max(a}7y)—min($7y)§1/2}1[0,1} (33)1[0,1] (y) dxdy
1 1/2 1
= 2/ dx/ dy =—.
12 Ja—1)2 4

Exercice II1.5.
On a par linéarité E[>°, o X,] =51 A\, Donc on a 1 & 2.
On montre ensuite que 2 = 3. Si on a E[}. o, X,] < oo, alors la variable
aléatoire (positive) >, <, X, est finie p.s., et donc P(3°, < X, < o0) = 1.
On montre maintenant que 3 = 1. Si P(}, o, X,, < o0) > 0, alors on a

Bl | =Bl 2 M sy ] >0

D’autre part, par indépendance, on a
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— a1 Xn] _ “Xp1 An S leg(14ARY)
E[e >1 ]—HE[e ]— 1+>\n—e >1 .
On en déduit que Y, <, log(1 4+ A1) < co. Cela implique lim A, = oo ainsi que
- n—oo

D>t A1 < 0o. On a donc montré que 3 = 1. A

Ezercice I111.6.
Soit g une fonction mesurable bornée. En utilisant € = 17,1y — 1;.—_y DS,
puis l'indépendance, on a

Elg(Z)] = E[g(Y)1em)] + Elg(~Y)1ee 1))
— E[g(Y)]P( = 1) + Elg(~Y)|P( = ~1)

1 [t Y 1 [t Y
=5 [ A e g [ A gy

=3
= l/ Xe Ml g(2) da.
2 Jr

Donc Z est une variable aléatoire continue dont la loi a pour densité f(z) =
1

“xe Mz eRr. A
2
Exercice 111.7.

1. Soit S=X+Y et T =

X+ v Comme X +Y > 0 p.s., T est une variable

aléatoire réelle bien définie. Soit h une fonction de R? dans R, mesurable et
bornée. On a

s )-8 (x0 w5

_/ h|x+ L At e M@ty) pa—lyb=1 g0 g
o Y x+y) I'(a)[(b) y Y

ot D = {(z,y) € R% > 0,y > 0}. On consideére la fonction ¢ définie sur D :

(x)_(s) ou s=ux+ t = v

La fonction ¢ est une bijection de D dans A = {(s,t) € R? s> 0,0 <t < 1}.
De plus la fonction ¢ est de classe C! ainsi que son inverse :

(1) - (a0)-C)

180



XIII.3 Variables aléatoires continues

La matrice jacobienne de ce changement de variable est :

1 1
y —x .
(z+y)? (z+y)?

La valeur absolue du déterminant de la matrice jacobienne est |Jac[¢](z,y)| =
m%ry. On en déduit que dtds = |Jac[p](x,y)| dzdy i.e. s dsdt = dxdy. On obtient

a+b
E[h(S,T)] = /A h(s,t)me’\ss“blt“l(l — )" ds dt.
Donc, la densité du couple (S,T'), f, est définie par
)\a—f—b —As ca+b—1,a—1 b—1
f(s,t) = We s t" (1= 1)" o 400 (8) 1y0,1((2) -

. La fonction f est le produit d’une fonction de s et d’une fonction de t. Les
variables aléatoires S et T sont donc indépendantes. On obtient la densité de
T et de S par la formule des lois marginales. La densité de T est la fonction
fr définie par

I'(a+b) 4 b—1
f(s = ntt (L=1)" Lo (t) -
/ I(a)I'(b) o

On reconnait la densité de la loi béta de parametres a et b. La densité de S est
la fonction fg définie par

\atb s ath
/f s = T M g oo (5)

On reconnait la densité de la loi gamma de parametres A et a + b.

FExercice II1.8.
1. Remarquons que p.s. X # 0. La variable aléatoire 1/X est donc bien définie.

Soit g une fonction mesurable bornée. On a :

Blo(/X)] = | o(/0) 15—

B 1 1 dy
= [ 9) s Ty
= g(y) — 2 dy7

oo ml+4+y

ot I'on a fait le changement de variable y = 1/z (C* difféomorphisme de R*
dans lui méme). On obtient donc que 1/X est de loi de Cauchy.
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2. Comme Z # 0 p.s., la variable aléatoire Y/Z est bien définie. Soit g une fonction

mesurable bornée. On a :

—+00

Blg(v/2)) = | dz

+oo
2 / dz
0

/.3
—0o

71+ u2 g

1

e
V2T
1

Var

jg_ﬁe@f/? 9(y/2)

dy

—+00
/.
+oo

agyLe—yQ/2
—00

V2
+0o0 _ a2 2/2
duze "%/ g(u)

9(y/?)

L g du,

ou l'on a fait le changement de variable u(y) = y/z pour y € R. Donc Y/Z suit

une loi de Cauchy.

Si X est de loi de Cauchy, alors X a méme loi que Y/Z. Donc 1/X a méme loi

que Z/Y. Comme (Z,Y") a méme loi que (Y, Z) on en déduit que Y/Z a méme
loi que Z/Y. On retrouve bien que 1/X a méme loi que X.

FEzercice I111.9.

A

Soit g une fonction mesurable bornée.

1. On a:

Elg(X?)] = /

—00

+o0

g9(?)

1

+oo
—x2/2 d :2/ 2 —x2/2 d
7 © x ; g(x) 7 © x
+00
=/ 9(y) —=—=c "2 dy,
0 V2T Y

ot I'on a fait le changement de variable y = 22 sur ]0, +oo[. Donc X? suit la

loi x2(1).
2. 0Ona:

Elg(X? + X3)]

182

1
/R? dzrydxs o o~ (@iHa3)/2 g(x? + z3)

1

2T “+o00 )
d9/ Tdrg(rQ)efr /2
27T 0 0

/O ” 9(y)

1
5 e_y/2 dy7



XIII.3 Variables aléatoires continues

ou 'on a utilisé I'indépendance de X7 et Xy pour écrire la densité du couple

comme produit des densité dans la premiere égalité, le changement de variable

en coordonnées polaires dans la deuxieme puis le changement de variable y = -2

sur |0, oo[ dans la derniere. On en déduit que X7 + X3 suit la loi x%(2).
A

FEzxercice 1I1.10.

1. Soit D = {(z1,...,2,) €]0,1[";2; # z; pour tout i # j}. Les ensembles
Ay = {(w1,...,20) €)0,1["2,0) < -+ < Ton)}, POUr 0 € Sy, ol S est
Pensemble des permutations de {1,...,n}, forment une partition de D.

Soit g une fonction mesurable bornée. On a :

Elg(Y, Z)] = E[g( min X; X;
l9(Y; 2)] = Elg( min X;, max X;)]

1<i<n 1<i<n

= /g( min z;, max x;)1j n(z1,...,Tn) dzy1 ... dzy

= min x;, max z;)1p(xy,...,z,) dzy...dz
/g(lgzgn “1§i§n ’L) ( 9 Y n) n

= Z /g(xa(l),xa(n))le(xl,...,xn) dIldCCn

O'ESn

= n!/g(xl,xn)leo(xl,...,xn) dzy ...dx,,

ol og est l'identité. La derniere égalité s’obtient par un argument de symétrie.
On en déduit donc que :

E[g(Y,Z)] = /9(% z)nll{y<x2<...<xn_1<z} dry...dTn—1 Liocy<a<1) dydz
- / 9y, 2) n(n — 1)(z — 9)"2Lgcyercr) dydz.

Donc (Y, Z) est une variable aléatoire continue de densité f(y,z)(y, z) = n(n —
1)(z - y)n_21{0<y<z<1}-

2. Par la formule des lois marginales, on en déduit que Y est une variable aléatoire
continue de densité fy (y) = n(1 —y)"*11{0<y<1}. Il s’agit de la loi béta B(1,n).
Par symétrie, on vérifie que la loi de Z est la loi B(n,1) de densité fz(z) =
nz"1 1{0<z<1} .

3. La variable aléatoire Y étant intégrable, I’espérance conditionnelle E[Y'|Z] a un
sens. On a, pour z €]0,1] :
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4.

E[Y|Z:z]:/yf(yfz)7((j)’z) "

- /0 (n—1)y(z — )" 22" dy

_Zlfn(z _y)nfly]z +/0 Zlfn(z _y)nfl dy

—

S v

On en déduit donc E[Y |Z] = Z/n.

Soit g une fonction mesurable bornée. On a, pour z €]0,1] :

Blo(v/2)12 = 2| = [ g(u2) 2220

- / 9(y/2)(n — 1)(z — )" 21" oy dy

= /g(p)(n - 1)1 - p)"_21{o<p<1} dp,

dy

ou l'on a effectué le changement de variable p = y/z (a z fixé). On en déduit
donc que pour toute fonction g mesurable bornée,

Blo(¥/2)12) = [ 9(o)(n = 1)1 = )" *L0cper) dp

Donc la densité de la loi conditionnelle de Y/Z sachant Z est (n — 1)(1 —
p)" " ?19<p<1}- On reconnait une loi (1,7 — 1). Elle est indépendante de Z.
Cela signifie donc que Y/Z est indépendante de Z. On retrouve alors :

. Le résultat s’obtient par symétrie. En effet X; a méme loi que 1—X;. Donc (1—

X1,...,1-X,) ameéme loi que (X1, ...,X,). Comme 1—Z = minj<;<,(1—X;)
et 1 —Y = maxj<;<n(1l — X;), on en déduit donc que (1 — Z,1 —Y) a méme
loi que (Y, Z).

-7
v est indépendant de 1 —Y donc

1
On déduit de la question précédente que T
deY.

FEzxercice I11.11.
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XIII.3 Variables aléatoires continues

1
1. La densité de probabilité f est f(t) = texp <—§t2> 14~0y- L’espérance vaut :

+o0 1 +oo +00 1
E[T] = / t? exp <——t2> dt = [ texp (——t2>] + / exp <——t2> dt
1
5/ exp <——t2> dt

_ Vo
=

2. La probabilité s’écrit :

FT23T2D)="5F51) " P@=1) o

PT>3T>1) P(T>3) e2 _,
- .
2

Comme P (T > 3|T > 1) #e 2 =P(T > 2) la loi n’est pas sans mémoire.
3. Les variables aléatoires X1,..., X719 sont indépendantes et suivent une loi de
Bernoulli de parametre :

P(T<1)=F()=1—-¢2.

On en déduit que la loi de NV est la loi binomiale de parametre (10,1 — e*%).

4. La probabilité que I’équipement en série soit défaillant avant 1 an vaut :
P(N>1)=1-P(N=0)=1—¢2 ~9.910"" = 99%.
5. La probabilité que ’équipement en parallele soit défaillant avant 1 an vaut :

A\ 10
P(N = 10) = (1 - eﬁ) ~ 891075

FEzxercice I11.12.

1. On note Zj la variable aléatoire réelle donnant la hauteur de la k-ieme per-
foration. Les variables aléatoires (Zi,k > 1) sont indépendantes de méme loi
uniforme sur [0, h|, et on a Z = minj<x<n Zx. On en déduit, en utilisant I'in-
dépendance entre (Z,k > 1) et N, que pour z € [0,h] et n >0 :

P(Z>zN=n)=P(Z1>z,...,Z,>z|N =n)

n
Z\ T
=P(Z1>z2,...,2,>2) = kl:ll (Zk, > z) = <1_E) .
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n
DonconaP(Z < 2|[N=n)=1- <1 - %) . Comme la fonction de répartition

de Z sachant N est de classe C! (en z), on en déduit que conditionnellement
a N, Z est une variable aléatoire continue de densité

Sty = 3 (1= 2)"

. Le pourcentage 7 de liquide qu’on peut espérer conserver sachant le nombre

de perforations N, correspond a lespérance de E[Z|N] rapportée a la hauteur
h du fat. On a 7y = E[Z|N]/h. 1l vient pour n > 1 :

1 I 1 (" n z\ 1 1
EE[ZUV_n]_E/O sz|N(z|n)dz—E/0 2y (1_E> dz—1+n.

On constate que cette formule couvre aussi le cas ou n = 0. En effet, dans
ce cas on conserve la totalité du liquide (le fut n’est pas perforé). On a donc
™ =1 / (N + 1).
Soit ZW ..., Z(™ les hauteurs des perforations les plus basse des fits de 1 &
1= i
n. Le pourcentage de la cargaison que 'on sauve est — Z Z9 . Si on suppose
n
i=1
les variables aléatoires ZW), ..., Z(" indépendantes et de méme loi que Z, ce
pourcentage est, pour n grand, a peu pres égal a E[Z]/h d’apres la loi faible
(ou forte) des grands nombres. Le pourcentage moyen 7 que l'on peut espérer
conserver est donc

E[Z] 1
=== E[E[Z|N)]=E [

N+1 :kZ:OHkG B0

1 R Y o
; .

Pour # = 5, on obtient 7 ~ 19.8%.

FEzxercice I11.13.

186

Soit f une fonction mesurable bornée.

. On note H la distance de J a O. Par une application du théoreme de Pythagore,

on trouve L = 2v/r2 — H2. Pour calculer sa loi, on utilise la méthode de la
fonction muette. Comme H est uniforme sur [0,7], on a :

E[f(L)]:l/Orf(z r2—h2)dh = :rf(u)%,

T 2 u2
dra/r -7

ot 'on a effectué le changement de variable u = 2v/r2 — h2. La variable aléa-
. s U ,
toire L est continue de densité ——————==1)¢ 9,((u). L’espérance de L est :

dry/r? —u?/4



XIII.3 Variables aléatoires continues

rm

w/2
2r sin? = / r(1 — cos(2t))dt = >
0

-t
4r

ou 'on a effectué le changement de variable u = 2r sin(t). En utilisant le méme

changement de variable, on calcule :

2r 87’2
E[L?] = / ——— = 4? / sin(t)(1 — cos?(t))dt = —.
4 3
a2
Qr2 2.2
La variance est donc Var(L) = % - TI

La probabilité que la corde soit plus grande qu’un c6té du triangle équilatéral
inscrit est la probabilité que sa distance au centre soit plus grande que r/2.
Comme la loi de H est uniforme sur [0, 7], il vient p = P(H > r/2) = 1/2.

. Si A et B sont choisis uniformément sur le cercle, leurs angles au centre (64
et Op) par rapport a l'axe des abscisses est uniforme sur | — 7, 7[. On note
a=A0B.Onaa = (04 — 0p) modulo 27. La longueur de la corde est alors

L = 2r|sin («/2)|. On utilise la méthode de la fonction muette pour calculer la
loi de o. On a :

E[f(a)] = E[f(0a — 0B)1j0,2x[(04 — OB) + f(27 + 04 — 0B)1_ox o(04 — 0B)]

1
) ]07%[265%‘1413 (f(ga — qB)1)2x((q4 — qB)
+ f(2m +qa — QB)l]—%,o[(QA - QB))
1
=12 dQAdQB (f(ga —qB) + f(2m — qa + qB))1j0,2x[(q4 — qB)
10,272

4WQ/O% s [ (50 + 1025 1)

= s [ dt@r -0+ fer 1) = 5 /]0 S0

10,27 [

ou l'on a effectué le changement de variable ¢t = ¢4 — qp & gp fixé. La loi de «
est donc la loi uniforme sur |0, 27(.

On utilise, encore la méthode de la fonction muette pour déterminer la loi de L :

m/
% /0 2f(2r sin(t))dt

2r 2du
- /0 fl) = (XIL2)

E[f(L)] = —/ dt £ (2r [sin(t/2)))
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ou l'on a effectué le changement de variable u = 2r sin(t). La variable aléatoire

2
Wﬁl}ozr[(u)-

Pour calculer l'espérance et la variance de L, on utilise (XIII.2) :

L est donc continue de densité

9 /2 4
E[L] = —/ dt 2rsin(t) = =
s 0 e
et pour la variance :
8 2 w/2 16 2 16 2
Var(L) = E[L?] — (E[L])? = 2 sin®(¢)dt — _72“ 902 _ _g
T Jo T us

On ap="P(a>27/3)=1/3.
3. On calcule la longueur de la corde comme a la question 1, a partir de la distance

de I au centre du cercle : L = 21/r2 — 22 — y2. La loi de L est calculée par la

méthode de la fonction muette :

E[f(L)] = % de/rdy f 2 r2—a2—y ) 1z2 22}
:WQ/,od,o/ d9f2 )
27“2 (u)udu.

ol on a effectué un changement de coordonnées polaires dans R?, puis le chan-

gement de variable u = 24/72 — p2. La variable L est continue de densité
u

2,2 Llo.2r] (w).
La moyenne et la variance de cette loi se calcule immédiatement :

I 4
T 0 3

o[ 1672 16r2 272
Var(L):—/ Wdy — —— —9p2 - 2T
2r2 9 9 9
Enfin, la probabilité que la corde soit de longueur plus grande que v/3r est :
o[ 1 42 -3r2 1
P=s5 udu = — ————— = —.
2r= ) /3 2r 2 4

On résume dans le tableau ci-dessous, les valeurs numériques (avec r = 1) des
différentes moyennes et variances et des valeurs de p. On voit bien que la notion
de “choisir au hasard” dans un énoncé doit étre précisée.
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Cas | moyenne | variance | p

1 1.57 0.20 |1/2
1.27 0.38 |1/3

3 1.33 022 |1/4

FExercice I11.14.

1. Les variables X et Y étant indépendantes, la loi du couple (X,Y’) a pour
densité :

562 2
Fror(ea) = x@fts) = ooz e (<250 ).

2. On considere le changement de variables en coordonnées polaires. Vérifions
quiil s’agit d’'un C'-difféomorphisme. On considere la fonction ¢ définie sur
A={(r,0) eR%r>0,-1<0<7}:

gp(é)z(j) oui x=rcosf, y=rsind.

Il est immédiat de vérifier que ¢ est une bijection de A dans D = R?\ (R~ x{0}),
dont l'inverse a pour expression :

o ! <5'3> _ (g) ol r= \/m, 0 = sgn(y) arccos (m/\/m) ,

Y

avec la convention que sgn(0) = 1. La matrice jacobienne de ¢ existe pour tout
(r,0) € A et ses éléments sont des fonctions C! de (r,0) :

sinf rcosf

Vo(r,0) = <cos€ —7rsin 9) .

On a également que ¢! est C'! sur D\(]0,00[x{0}) de matrice jacobienne
-1 _ (=P Ay oyt
Vo (z,y) = 2, 2 2, .2y )"
—lyl/(@" +y7) /(2 +¢7)

La vérification du caractere C! de ¢~! sur ]0,00[x{0} se fait par une étude

directe. Pour x > 0, on a ¢~ !(z,0) = (x,sgn(0) arccos(1)) = (z,0) et :

Spil(x + hx70 + hy) - 8071('7;70)
= (/( + hy)? + hZ — x,sgn(hy) arccos ((w +hy)/\/(x+ hy)? + hg))

= (ha, hy/x) + o(h3, hy).

189



XIIT Corrections

Ceci implique a la fois la continuité, la différentiabilité et la continuité des
dérivées partielles de ¢! en (z,0). On a donc vérifié que le changement de
variables en coordonnées polaires est un C'-difféomorphisme de D dans A.

Soit ¢ une fonction de R? dans R, mesurable et bornée. On remarque que
(X,Y) € D ps, donc (R,0) = ¢ 1(X,Y) est bien défini. On a :

Elg(R,0)] = E[g(v/ X% + Y2,sgn(Y) arccos(X /v X2 + Y?)]
— /Dg<\/x2 + 42, sgn(y) arccos(z// % + y2)>

502 exp <— 552 dxdy.

Comme dzxdy = |Jac[p](r,0)|drdd = rdrd, il vient :

1 r2
Blo(R.0)] = [ 00:0) 5 oxp (5 ) v

r 2
= /R? g(r, 9)27702 exp <—@> 1}0700[(7‘)1],”7”[(9)617”(19.

On en déduit que (R, ©) est une v.a.c. de densité :

T 7'2
fR,8(7”7‘9) = Iro2 exp _ﬁ 1]0,00[(70)1}77r,7r['

2
Comme fro(r,0) = fr(r)fo(d) avec fr(r) = %GXP <—;7> 1)0,00((7) et
1

fo(0) = 2—1]_,m[(9), on en déduit que R et © sont indépendants. La loi de ©
77

est la loi uniforme sur [—m, 7| et la loi de R a pour densité fg.

. L’espérance de R vaut :

too r2
E[R] = /0 I3 eXp <_Tt2> dr

r2 \1+ teo 72 ™
= |—rexp ~552 . —i—/o exp ~552 dr=o0 5
On a E[R?] = E[X? + Y?] = 202. La variance de R vaut donc Var(R) =
(2 —7/2)0.

FEzxercice I11.15.
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XIII.3 Variables aléatoires continues

. La direction 6 est a valeurs dans [—7/2,7/2[. En supposant que la rainure de
gauche a pour abscisse —d/2 et celle de droite d/2, I'aiguille coupe une rainure

d
sous la condition |X| > 573 cos(0).

. Au vu des hypotheses, il est naturel de supposer que X et 0 sont indépendantes
et de loi uniforme respectivement sur [—d/2,d/2] et [—7/2,7/2]. La probabilité
cherchée vaut :

d ¢ 1
P(1X| > 5 cos(0) - 3) = / 10> 4 £ cos(8)} g LI-d/2.d/2] x|~ /2,7/2) (@, 0) dwdf

g 1
é—é cos(0) ™

) 7T/2

= — —cos 6 db
7Td 7T/2

2

nd’

. On note Y; le résultat du ¢-eme lancer : Y; = 1 si aiguille coupe la rainure
et 0 sinon. La suite (Y;,7 € N*) forme un schéma de Bernoulli de parameétre
p = 2¢/wd. D’apres la loi faible des grands nombres, la moyenne empirique %
converge en probabilité vers 'espérance de Y7, c’est-a dire vers 2¢/md. En fait
la loi forte des grands nombres assure que cette convergence est presque sure.
On a ainsi un moyen expérimental de calculer une approximation de 1/7 et

donc de 7.

. On veut trouver n tel que P(‘% — 1] >1072) < 5%. On déduit de I'inégalité
de Tchebychev que

na

On trouve n = 43 398. Mais la précision & 1072 sur 1/7 correspond & une
précision de Iordre de 107! sur 7.

. Il n’y a pas de contradiction avec le résultat précédent qui quantifiait le nombre
de lancer n & effectuer pour que dans 95% des réalisations de ces lancers on
obtienne une approximation & 1072 de 1 /7. Cela n’impose pas que I’approxima-
tion soit systématiquement de I'ordre de 1072 ! Avec 355 lancers, la meilleure
approximation de 1/7 que I’on puisse obtenir est précisément 113/355, et cette
approximation est de tres bonne qualité (113/355 est une fraction de la suite
des approximations de 1/m en fractions continues). Le caractere artificiel de ce
résultat apparait si l'on effectue un lancer supplémentaire : on obtient 113/356
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ou 114/356 comme approximation de 1/, qui sont des approximations & 1073
et 2.1073 respectivement. Cette brutale perte de précision suggere que le choix
de 355 lancers et peut-étre méme du nombre “aléatoire” de 113 lancers avec
intersection est intentionnel.

FExercice I111.16.
On note s < t les deux nombres choisis par votre ami et X la variable aléatoire
de Bernoulli de parametre 1/2 qui modélise le lancer de sa piece : X = 0 §'il a
obtenu face et X = 1 sinon. Le nombre donné par votre ami est

Y = 31{X:0} + t].{le}.

On note G I’événement {gagner le pari}.

1. On modélise le lancer de votre piece par une variable indépendante de X de
loi de Bernoulli de parametre p € [0,1], U : U = 0 si vous avez obtenu face et
U =1 sinon. On a

G={U=0,Y=s}U{U=1Y =t} ={U=0,X=0U{U=1,X =1}.

En utilisant I'indépendance entre X et U, on en déduit que la probabilité de
gagner est P(G) = (1 —p)/2+p/2=1/2.

2. Par construction X et Z sont indépendants. On a
G={Z>Y,)Y=s}U{Z <Y, Y=t} ={Z2>s,X=0U{Z<t,X =1}

Il vient, en utilisant I'indépendance entre X et Z, et t > s

P(G) = 5[B(Z > 5) +P(Z < )] = £ + L B(Z € [s,1)).

Comme P(Z € [s,t]) > 0, on a P(G) > 1/2.

3. On suppose que s et t sont les réalisations de variables aléatoires S et T indé-
pendantes et de méme loi de fonction de répartition F'. Comme on a supposé
que s < t, cela impose que s est la réalisation de min(S,T') et ¢ la réalisation
de max(S,T). Dans ce cas, le nombre fourni par votre ami est donc

Y = min(S, T)1x—gy + max(S,T)1x_1;.

Ona G ={Z > min(S5,7),X = 0} U{Z < max(S,T),X = 1}. En utilisant
I'indépendance de S, T, Z et X, il vient
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XIII.3 Variables aléatoires continues

P(G) = %[IP’(Z > min(S,T)) + P(Z < max(S, T))]

1 1

=3 + 5 P(Z € [min(S,T), max(S,T)]).

Pour maximiser la probabilité de gagner, il faut donc maximiser la probabilité
P(Z € [min(S,T), max(S,T)]). Supposons un instant que Z soit une variable
continue de densité g. On note f la densité de S et T, il vient en utilisant
I'indépendance entre S et T :

P(Z € [mln(sa T),max(S, T)]) = /1{ze[min(s,t),max(s,t)}}g(z)f(s)f(t) dzdsdt
= 2/l{ze[s,t}}l{s<t}g(z)f(8)f(t) dzdsdt

—2 [y P - F) d:
— 2E[F(2)(1 - F(2))].

Admettons dans un premier temps que P(Z € [min(S,T),max(S,T)]) =
2E[F(Z)(1 — F(Z))] méme si Z n’est pas une variable continue. (Ce résul-
tat est effectivement vrai, mais nous ne le démontrons pas en toute généralité.)
Comme F'(x) € [0,1], la valeur de F'(x)(1— F(x)) est maximale pour x = s,
le quantile d’ordre 1/2 de la loi de F' (i.e. comme F' est strictement croissante,
719 est I'unique solution de F'(z) = 1/2), et donc 2E[F(Z)(1 — F(Z))] < 1/2
avec égalité si p.s. Z = xy 5.

Vérifions que Z = z; 5 est optimal. Un calcul direct donne, si Z = xy/3 p.s.,

1 1 1
P(G) = 3 + 3 P(min(S,T) < z1/9 < max(S,T)) = 3 +

3
.

SN

Il reste a vérifier que si P(Z = x1/5) < 1 alors P(Z € [min(S, T'), max(S, T)]) <
1/2. On suppose qu’il existe € > 0 et n > 0, tels que IP’(‘Z — xl/g{ >n) > e
k k41
n’> n

On décompose, pour n fixé, suivant Z € | [, pour k& € N. On calcule :

P(Z ¢ [%, %[, Z € [min(S, T), max(S, T)])
<P(Ze X 2 mings, 1) < B max(s, 1) > £
n n n n

- 2IP><Z e [%,%[)F (%) (1—F (%)) :

En sommant sur k, et en distinguant suivant % > X1/ + 1, % <xy0—Mnet
Ty — 1N — % < % < Zy2 + 1, on obtient :
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P(Z € [min(S,T), max(S,T)])

1
<2P(Z —z1)9>m) sup F(z+ =)(1 - F(z))
>x1 /24N n

FOP(Z g < —m) sup Flat)(1 - F(x)

r<xy/9—TM

1 1
+2P(|Z —aypo| <n+-)  sup  Flz+-)(1-F(z)).
n $§‘x—$1/2‘§77+% n

En laissant n tendre vers l'infini, et en utilisant le fait que F' est continue, on
obtient :

. 1
P(Z € [min(S,T), max(S,T)]) < 2P(|Z — z12| > n)q + 5[[”(‘2 —x1/2| <),

olt ¢ = sup, F(z)(1 — F(x)) = max(F(x1/2 + n)(1 — F(wl/Q +
m), F(x12 — n)(1 — F(z12 —n)). Comme F est strictement croissante, on
aq<1/4et donc P(Z € [min(S,T), max(S,T)]) < 1/2.

On a donc démontré que la quantité P(G) est maximale si et seulement si p.s.
Z = x1)9. Et dans ce cas on a P(G) = 3/4.

;‘x—x1/2’>n(

A

FEzxercice I11.17.

1.
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La densité du triplet (X, Y, Z) étant invariante par rotation, elle est de la forme
fixy,z)(@,y,2) = (22 + y? + 2?) avec ¢ une fonction positive définie sur R*.
Les variables X, Y et Z étant indépendantes, on a d’autre part :

fxy,z)(@,y,2) = fx(2) fy (y) f2(2).

La loi de (X,Y, Z) étant invariante par rotation, on en déduit que X,Y et Z
ont méme loi de densité : f = fx = fy = fz. L’égalité

F@)f(y)f(2) = é(a® +y° +2°),  pour tout (z,y,2) € R®

implique f(2)f (y)f(2) = 2y¢ (2% + y* + 22) et [ (2)f(y)f(2) = 226 (a* +
y? + 22). On en déduit que zf(z)f'(y)f(z) = f'(x)yf(y)f(z) pour tout
(r,y,2) € R3. Comme f est une densité sur R, f est non constante. En
particulier il existe yo # 0,29 € R tels que f(yo)f(z0) > 0. On en déduit
donc qu’il existe une constante c telle que pour tout z € R, f/(ac) = 2cx f(x).
Ceci implique que f(z) = a e’ pour une certaine constante a. Comme f est
une densité de probabilité, on a f > 0 et [, f(z) dz = 1. On en déduit que

1
1) = s

les variables aléatoires X,Y et Z suivent une loi gaussienne centrée.

x

e 202 avec o une constante strictement positive. Finalement,
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2. L’énergie cinétique moyenne est définie par E, = 3 mE[|V]?] = smE[V2+VZ+
3 kT

VZ]. Comme E[V?] = 02, on en déduit que E. = §m02. On obtient 0?2 = —.
m

3. Laloi de X +Y est laloi I'(A,a + b), cf. I'exercice (IIL.7).
4. A l'aide de la méthode de la fonction muette, on montre que Vi2 suit une loi

1
amma de parametres (—,1/2). On déduit de la question précédente que
g 20.2

1

la loi de [V|? est une loi gamma de paramétres (ﬁ,3/2). Sa densité est
o

1

V2mo3

montre que |V| est une variable continue de densité

\/Ee_z/%2 150 A Taide de la méthode de la fonction muette, on

V2 rmN32 o,
v ) o

Il s’agit de la densité de la loi de Maxwell.

XIII.4 Fonctions caractéristiques

FEzxercice IV.1.

1. Par indépendance, on a :

i) = v = (32 )( i ):( A )+

A —iu A —iu A —iu

La loi de X7 4+ X5 est donc la loi I'(A, a1 + a).

2. Par récurrence, on déduit de la question précédente que la loi de >~ | X; est
la loi I'(A,n). Si Z est de loi I'(a,b) alors pour ¢ > 0, on a :

e () = <a_aicu>b = (ﬁ)b

Ainsi ¢Z est de loi I'(a/c,b). On en déduit que X, est de loi I'(n\,n).

FEzxercice IV.2.
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1. La densité de la loi de Z, fz, a été calculée dans 'exercice I11.6 : fz(z) =
A

5 e 2. On utilise la formule de décomposition et I'indépendance entre Y et

€ pour obtenir

Yz(u) =E [ 1y +E [ 1y

A n A
A —iu A —iu

)\2
= N+ a2

1
2

2. On remarque que i ¥z est la densité de la loi de Cauchy de parametre \. A
I’aide du théoreme d’inversion de la transformée de Fourier pour les fonctions
intégrables, on a donc p.p. fz(z) = /Re_iuz Yz (u) ;l—: Comme les membres
de droite et de gauche sont des fonctions continues, on a I’égalité pour tout

A : A2 du L. .
z € R. On a donc 5 e Ml = [ giuz —. On en déduit ainsi la fonction

A2 +u? 27
caractéristique, 1, de la loi de Cauchy de parametre A : pour tout z € R,

o(z) = / eur A ol
R

T A2 4 g2

Exercice IV.3.

1. En utilisant I’espérance conditionnelle, on a pour n € N :
E[SN|N = n] = E[S,|N = n] = E[S,] = nE[X;].

On en déduit donc E[Sy|N] = NE[X;] et E[Sy] = E[N]E[X}]. Le calcul de la
variance est similaire. On a pour n € N :

E[S%|N = n] = E[S?] = Var(S,) + E[S,]> = n Var(X;) + n*E[X;]>.

On en déduit donc que E[S%] = E[N] Var(X;) +E[N?]E[X]%. On obtient alors
la formule de Wald :

Var(Sy) = E[N] Var(X;) 4+ E[X;])? Var(N).

On peut également utiliser une formule de décomposition pour donner la ré-
ponse.
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2. De la méme maniere, on a :
E[e"*N |N = n] = E[e™"] = ¢x, (u)",

ol Yx, est la fonction caractéristique de X;. On a utilisé le fait que les variables

aléatoires X1,..., X, sont indépendantes et de méme loi. Il vient :
] Z E[oS |N = n]P Z U, (0)"P(N = 1) = B{ix, (v),
ol ¢ est la fonction génératrice de N. Comme E[Sy] = —i(dox, ) (0), il vient :

E[Sn] = —i¢' (¢¥x,(0))¥x, (0) = ¢'(1)(—itx, (0)) = E[N]E[X;].
Comme E[S%] = —(¢ 0 ¢x,)"(0), il vient
E[S}] = —(¢' o ¥x, ¢k, ) (0)
—¢" (L), (0)* — ¢/ (1)¥k, (0)
= E[N(N — D)JE[X1]* + E[N]E[X{]
= E[N] Var(X;) + E[N?|E[X )%

On retrouve ainsi les résultats de la question précédente.

E[N
E[X

Ezercice 1V .4.
On note (z) la partie imaginaire de z € C.

1. Si X est symétrique alors S(¢x(u)) = 3(¥x(u) — ¥x(uv)) = 2(E[e™X] —
E[e=™X]) = 0. Si 3(xx(u)) = 0 alors le calcul précédent montre que les fonc-
tions caractéristiques de X et —X coincident, donc X et —X sont égales en
loi.

2. SiY est indépendant de X et de méme loi que X, alors la fonction caractéris-
tique de X — Y est x (u)dx (u) = [x ()"

3. Laloi de X est symétrique par rapport & a € R si et seulement si e %ty (u) €
R pour tout u € R.

A

FEzxercice IV.5.

1. Soit u € R% On note (-,-) le produit scalaire de R?. Comme la loi du vecteur
est invariante par rotation, on en déduit que (u, X)/|u| a méme loi que Xj.
On a par indépendance et en utilisant que X7i,..., X, ont méme loi (grace a
I'invariance de la loi de X par rotation)
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d
Yx (u) = B[] = T vx, (ur).
k=1

On a également ¥ x (u) = ¥, xy/u)| (lul) = ¥x; (lul]). Comme X; est —X; ont
meéme loi (car la loi de X est invariante par rotation), on a ¥x, (u) = ¥_x, (u) =
Yx, (—u) = ¥y, (u). En particulier la fonction 1y, est réelle symétrique. On
pose g(x) = ¢x, (v/x) pour > 0. On en déduit que la fonction réelle g vérifie
(IV.1).

Rappelons que les fonctions caractéristiques sont continues vallent 1 en 0, sont
en valeurs absolue inférieures a 1 et caractérisent la loi. En particulier g est
continue, g(0) = 1 et |g(v1)| < 1. En intégrant (IV.1) en vy, on en déduit
que g(vy) est dérivable, puis que ¢’/g est constant et donc g(v;) = aef¥'. Les
conditions g(0) = 1 et |g(v1)| < 1 impliquent o = 0 et 3 = —02/2 o1 & > 0.
On en déduit que thx, (u1) = e~ ¥i/2, Ceci implique que :

— Si o =0 alors p.s. X3 =0 et donc p.s. X =0 pour tout k € {1,...,d}.

— Si o > 0 alors Xy, et donc Xo,..., X, sont de loi gaussienne centrée de

variance o2.

A

FEzercice IV.6.

1.

2.
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En utilisant les fonctions caractéristiques, il vient par indépendance, pour u €
R :
u2(o'§(+o'%/)

2

¢X—Y(U) = (bX(u)(b—Y(u) = ¢X(u)¢y(—u) — eiu(MX—MY)—

On en déduit que la loi de X —Y est la loi gaussienne de moyenne u = ux — py
et de variance o2 = O'g( + 0%,.

On utilise la méthode de la fonction muette. Soit g une fonction mesurable
bornée, on a, en notant

1 275 2
— —(v—p)?/20
v) = e ,
J(w) 2mo?

la densité de la loi gaussienne N (i, 02) :

Elg(Z)] = Elg(|X - Y])]
g(jol) f (v)dv

I
——

g(v)f(v)l{v>o}dv+/Rg(—v)f(v)1{v<0}d”

g(W)[f(v) + F(=v)| Loy dv.
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On en déduit que Z est une variable aléatoire continue et la densité de sa loi
est donnée par [f(v) + f(—v)]1{y>0}-

3. Remarquons que Z est égal en loi a |0G + |, ot G est une variable aléatoire
de loi gaussienne N(0,1). En particulier, on a :

E[Z] = E[[oG + pl]
=E[(0G + 1)lig>—p/oy) — El(0G + 1)1 {g<—p/0}]
=27 e (@) — D))
N \/g" TP (2 (/o) — 1),

ou @ est la fonction de répartition de la loi N(0,1), et

E[Z%] = E[(¢G + p)?*] = o? + pi.

Enfin, la variance de Z est égale a E[Z?] — E[Z]2.

XIII.5 Théorémes limites

FEzxercice V.1.
Soit g continue bornée.

1. On a E[g(X,)] = [f;° Ape % g(x) dr. Tl existe ng € N* et 0 < A <
Ay < oo tels que pour tout m > mg, on a A\, € [A_,A;]. On a alors
|)\n e M 9(@)| < gl A+ e =% = h(x). La fonction h est intégrable sur
[0,00[. On a lim A e g(z) = Ne M g(x). On déduit du théoreme de
convergence dgmicﬁée que :

o

Elg(X,)] — Ae A g(z) dx.

n—0o0 0

Donc la suite (X,,,n € N*) converge en loi vers la loi exponentielle de parametre

A

2. On a E[g(X,)] = [y e “g(z/A) do. On a la majoration |e™® g(z/A,)| <
9]l o €™ = h(z), et la fonction h est intégrable sur [0, co[. Comme la fonction
g est continue, on a lim, o g(x/A,) = ¢g(0). Par convergence dominée, il vient :

E[g(Xn)] — 9(0) = E[g(X)],

ou p.s. X = 0. Donc la suite (X,,,n € N*) converge en loi vers 0.
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3. Si la suite (X,,,n € N*) converge en loi vers une variable aléatoire X, alors les
fonctions caractéristiques ¥x, (u) convergent vers ¥ x(u) pour tout u € R. On
a:

La fonction u +— 1y,_gy n’est pas continue en 0. Or les fonctions caractéristiques
sont continues. Par contraposée, ce n’est donc pas la fonction caractéristique
d’une variable aléatoire et la suite (X,,n € N*) ne converge pas en loi.

A
FEzercice V.2.

1. La suite (M,,n > 1) est croissante et bornée p.s. par . Elle converge donc p.s.
vers une limite M. Soit € €]0,6], on a :

0 —
P(|M,, — 0| >e) =P(M, >0+¢) +P(M, <0 —¢) =0+ ( 96)"-

Donc on a :
lim P(|M,, — 0| >¢) =0,
n—oo

i.e. la suite (M,,n > 1) converge en probabilité vers §. Comme la suite converge
aussi en probabilité vers M, par unicité de la limite, on en déduit que p.s.

M =9.
2. On étudie la fonction de répartition sur R™, car n(0 — M,,) > 0. Soit a > 0. On
a:

Pn(0 — My) <a)=P(Mp >0 —2)=1—(1— 2y — 1—¢5.

n n n— oo

On reconnait la fonction de répartition de la loi exponentielle de parametre
1/6. La suite (n(@ — M,),n > 1) converge donc en loi vers la loi exponentielle
de parametre 1/6.

A

Ezercice V.3.
On rappelle que ¥y, (u) = e~¢/ul,
1. On a:

Vs, () = ¥s, (u/vn) = [] vx, (u/v/n) = (e /Vimm = gmavilul,
k=1

ou l'on a utilisé I'indépendance des variables aléatoires pour la deuxieme égalité.
Donc on en déduit que :
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Vs, /va(t) —— Ly—oy-

n—0o0

La limite est une fonction discontinue en 0. Ce n’est donc pas une fonction
caractéristique. La suite ne converge donc pas en loi. Elle ne converge pas non
plus en probabilité.

.Ona:
bg, n2(u) =Yg, (u/n?) = (e=alul /n?yn — galul/n

Donc on en déduit que :
wsn/nQ(u) — L

n—oo

La suite converge en loi vers la variable aléatoire constante égale a 0.
Un résultat général assure que la convergence en loi vers une constante implique
la convergence en probabilité vers cette constante. On en donne une preuve
élémentaire. Soit (Z,,n > 1) une suite de variables aléatoires qui converge en
loi vers une constante c. Quitte a considérer Z,, — ¢, on peut supposer que
¢ =0.S0it € > 0. On a P(|Z,] > ¢) < E[g(Z,)], ou g(z) = min(|z|/e, 1).
La fonction g est continue bornée. On déduit de la convergence en loi que
1En Elg(Z,)] = E[g(0)] = 0. Ceci implique que 1Lm P(|Z,| > ) = 0. (Plus
ﬁirz(():tement, on peut dire que 0 est un point de contningi)té de la fonction 1¢;|>.},
et donc lim P(|Z,] > €) = lim E[l4 7, 5] = E[1l{p>.3] = 0.) Ainsi la suite

n—oo n—oo
(Zp,m > 1) converge en probabilité vers 0.
La suite (S,/n%,n > 1) converge donc en probabilité vers 0.
. Ona:
Vs, n() = s, (u/n) = (e~ M/mym = gmelul,

On reconnait la fonction caractéristique d’une loi de Cauchy de parametre a.
La suite (S, /n,n > 1) est donc constante en loi.

. .S -
Montrons maintenant que la suite (—,n > 1) ne converge pas en probabilité.
n

Ona:

2n

2n 2n

Son &_anl*l_{_"“"XQn X1+ + X,
n .

Xnt1+-+Xon ot

On a donc par indépendance, puis en utilisant le fait que oo

Xyt X A : .
=t=n ont méme loi que S, /2n, que :

D5y () = s (0513 (0) = s, o ()7 = 07,
n n 2n n
S .
Donc pour tout n, % — = est une variable aléatoire de Cauchy de parametre
n n

a.
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S
Raisonnons par ’absurde pour la convergence en probabilité. Si <—n, n > 1)

convergeait en probabilité vers une limite X, on aurait alors

%—&28 C %—X >e/27U &—X >e/2;.
2n n 2n n
En particulier on aurait :
S S, S S,
P(ﬂ——” ze> gp<ﬂ—X'ze/2>+P<‘—”—X‘ze/2>,
2n n
et par passage a la limite :

2n n
P(%_&

2n n n—oo

26>—>05

S S
pour tout £ > 0. La suite (% — =" n > 1) convergerait alors en probabilité, et
n o n

S S,
donc en loi, vers 0. Ceci est absurde car (% - n> 1) est de loi de Cauchy
n o n
S,
de parametre a. La suite (—n, n > 1) ne converge donc pas en probabilité.
n

A

Ezercice V.4.

1.
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On considere pour {2 'ensemble des résultats des tirages de n boules. Les tirages
sont équiprobables. On a Card ({2) = C},. Parmi ces tirages, on considere ceux
qui donnent k& boules blanches. Il faut donc choisir £ boules blanches parmi les
m boules blanches et n — k boules noires parmi les N — m boules noires. 11
existe donc C,’fﬂC]T\[];L configurations possibles. On en déduit que P(Xy = k) =
k —k
CnCN_m
Cn
On peut également considérer pour §2 'ensemble des résultats des tirages ex-
haustifs de NV boules, et regarder les positions des m boules blanches. Les tirages
sont équiprobables. On a Card ({2) = C}}. Parmi ces tirages, on considere ceux
qui donnent k& boules blanches dans les n premieres boules. Il donc faut choisir
k positions pour les boules blanches parmi les n premieres boules, et m — k
positions pour les boules blanches parmi les N — n dernieres. Il existe donc
Ckcm—k
CkC=F configurations possibles. On en déduit que P(Xy = k) = nci]:;m
N
CCNm _ CaCRy
cr T Cn

Il est facile de vérifier que
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2. Pour N et n suffisament grands, on an—N+m < 0 et les conditions n—N+m <
kE<metn>k>0deviennent 0 < k < m. On note py(k) = P(Xy = k). On
remarque que :

ChCN
pr(k) =
k—1 m—k—1
ok n—1 N-—-n—j
_Cm<HN—z> 1l N_k—
1=0 7=0
k—1 m—k—1
=G, (H(p + 0(1))> (1=p+o(1))
i=0 j=0

On en déduit que pour tout k € {0,...,m}, on a limy o pn (k) = CFpF(1 —
p)™*. Soit g une fonction continue bornée. Comme la somme porte sur un
nombre fini de termes, on a :

m m

Elg(Xn)] =Y _pn(k)g(k) —— > Cpp*(1—p)" Fg(k) = Elg(Sn)],

N—o00
k=0 k=0
ou limy o n/N = p et Sy, suit la loi binomiale de parametre (m,p). On en
déduit que la suite (Xn, N € N*) converge en loi, quand limy_..on/N = p,
vers la loi binomiale de parametre (m, p).
k —k
CnCN
Tpourn—N+m§kzgmethk:Z
N
0. Cette expression correspond a celle de la question précédente, ou 'on a
échangé m et n. Les calculs de la question précédente assurent donc que la
suite (X, N € N*) converge en loi vers la loi binomiale de parametre (n,6).

A

3. Remarquons que py(k) =

FEzxercice V.5.

1. La fonction 0 — €% est de classe C'™ et sur tout intervalle borné de R cette
fonction et ses dérivée sont p.s. bornées (car X est bornée). Ceci assure que @
est de classe C et que &™) (9) = E[X" /X,

2. L'inégalité de Cauchy-Schwarz E[Y Z])? < E[Y2E[Z?] avec Y = X /%/2 et

&P — (P’ 2
Z = e¥%/% implique que (¢')? < $¢”. Comme N’ = %
que A’ > 0 et donc \ est convexe. On a A\(0) = log(1) = 0.

, on en déduit
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Comme I(x) > —A(0) et que A\(0) = 0, on en déduit que I est positive. Comme
A est convexe et de classe C!, on en déduit que 0u — A(f) est maximal en 6
tel que p = XN (0) soit encore @'(0) = ud(f). Remarquons que ¢(0) = 1 et
@' (0) = E[X] = p. Ceci assure que I(u) = 0.

Soit « €]0,1[, z,y € R. On a :

I{ox + (1 — a)y) = sup{(az + (1 — a)y)d — A(0)}

0eR
= sup {a(0z — A(0)) + (1 —a) (By — A(0))}
< asup{fx — A(@)} + (1 — a)sup {0y — \(0)}
SN (SN

=al(z)+ (1 —a)l(y).

. On a, pour 8 >0 :

P(X,, > i+ €) = P(e"Xn—00t2) > 1) < Ele/Xn—0lste)] = e/ X/m]n o=00t9),
ou l'on a utilisé I'inégalité de Markov puis l'indépendance pour la seconde
égalité.

On peut optimiser en 6 > 0 et obtenir :
]P’(Xn > "+ 5) <e” supgzo{e(;wre)fn)\(e/n)} .

On considere la fonction g définie par g(6) = 0(u + €) — A(f). Cette fonction
est concave (car A est convexe) et :

@'(0)
®(0)

gO0)=p+e— =p+e—p=c>0,

En particulier le supremum de g est obtenu sur [0, 00| et donc

sup {0(s1 + £) — nA(0/n)} = supng(8/n) = n sup g(0') = nl (i +2),
6>0 >0 0'eR

avec le changement de variable 8’ = 6/n. Comme la fonction I est convexe et
atteint son minimum en g, on en déduit que I(p +¢) = ;ni I(x). Il vient
> pte
donc :

]P’(Xn > o+ E) < e—ninf{[(a});xz;ﬁ—a} )

. En considérant —X au lieu de X, on déduit de 'inégalité précédente que :

]P’(Xn < "w— 5) < efninf{l(m);g;su,e} .

Ceci implique donc IP’(‘X'n — u‘ >e) < 2 o ninf{l(@)ilz—plze}
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6. Pour la loi de Bernoulli de parametre p €]0,1[, on a = p, $(0) =1 —p+pe?,
AB) =log(1 —p+pe?) et I(z) = zlog(z/p) + (1 — z)log((1 — x)/(1 — p)) si
x € [0,1] et I(z) = +o0 sinon. Pour € € ]0,min(p,1 — p)[, on a :
P(Xn <p-— 6) < e—ninf{[(x);xﬁp—a},
_ &
2p(1 —p)
loi faible des grands nombres avec en plus une majoration exponentielle de la
vitesse de convergence.

et inf{l(zx);z < p—c} = + O(£%). En particulier, on retrouve la

A

FEzxercice V.6.

1. Soit S, le nombre de fois ou pile est apparu lors de m tirages. Ainsi .S,
S, X, ou (X;,4 > 1) est un schéma de Bernouilli de parametre 1/2. En
particulier E[X;] = 1/2 et Var(X;) = 1/4. La loi de S,,, est une loi binomiale

B(m,1/2). On note :

m =P (%’” ¢]0.45,0.55[> —P ((‘S’”‘{ Zm' > /m 0. 1)

2

On remarque que si m est grand, alors, d’apres le théoréeme central limite, la
Sm 1m
loi de ———==— est asymptotiquement la loi gaussienne centrée. On a alors :

3Vm
pm = P(IG| > v/m0.1),

ou G est de loi N(0,1) gaussienne centrée.

Les fréquences empiriques de pile lors de n séries de m tirages sont égales en
loi & S,,,/m. Notons que les variables aléatoires F,...,F;, sont indépendantes et
de méme loi. On a que, pour tout i, P(F; ¢£]0.45,0.55]) = p,,,. En particulier,
pour m = 400 tirages, on a a l'aide des tables de la fonction de répartition de
la loi normale N(0,1) :

P(F; ¢]0.45,0.55]) = pago ~ P(|G| > 2) ~ 0.05.

On considere maintenant une suite de variables aléatoires (&;,7 > 1) telles que :

5:{1 si F; ¢]0.45,0.55],

0 sinon.

Le nombre des fréquences (Fj,1 < ¢ < n) qui ne vérifient pas la condition
0.45 < F; < 0.55, lorsque n = 20, est égal a N = Zfﬂl &. Laloi de N est donc
la loi binomiale de parametre (n, py,).
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2.

Comme p,,, est petit, la loi binomiale de parametre (n, p,,) peut étre approchée
par la loi de Poisson de parametre np,, = 20p400 ~ 1 (on a la convergence en
loi de la loi binomiale de parametre (n,p) vers la loi de Poisson de parametre
6 quand n tend vers l'infini et np vers 6§ > 0). En particulier, on a :

)

1
]P(sz):]t—ze*lgg.

W =

Ainsi les éveénements {N = 0}, {N =1} et {N > 2} sont a peu prés de méme
probabilité.

A

FEzercice V.7.

1.

206

11 suffit d’appliquer I'espérance a 1’égalité X = Zﬁ;’ol 1ix>%}- On peut ensuite
intervertir ’espérance et la somme en utilisant le théoreme de convergence
dominée car tous les termes de la somme sont positifs.

En appliquant le résultat de la question précédente a la variable aléatoire mX
(qui est intégrable et a valeurs dans N), il vient :

Xn 5 1 ) — E[Y,].

[e.e] oo
EmX] =Y P(mX, >n)= p<_n>_
mX] =Y PmX, =) =Y B(22 > L

n=1 n=1
L’intervertion de la somme et de ’espérance dans la deuxieme égalité est jus-
tifiée car tous les termes sont positifs. La variable aléatoire Y;,, est d’espérance

finie, elle est donc p.s. finie.

L’évenement A, = {Y,, < +oo} est de probabilité 1. Par conséquent, I’éveéne-
ment A =(),,~; An est lui aussi de probabilité 1. Pour w € A, on a que pour

Xp(w) 1

tout m, ¥;,(w) est fini et donc < — pour n assez grand. On en déduit
m

X (w)

donc que lim = 0 pour tout w € A. Comme P(A) = 1, on en déduit

n—oo

n . .
que — converge p.s. vers 0 quand n tend vers l'infini.
n

. Soit (an,n > 1) une suite de termes positifs telle que lim a,/n = 0. En parti-
n—

o0
culier la suite est bornée par une constante M > 0. Pour tout € > 0, il existe ng
tel que a,/n < e pour tout n > ng. On a pour tout n > max(ng, M/c) =ny :

1 Qg M
— max ar < — max ar + max — < —
n

+ e < 2e.
n 1<k<n n 1<k<ni ni<k<n k

1
On en déduit donc que lim — max ap = 0. Comme p.s. lim,, o, X,,/n = 0,
n—oo N 1<k<n

1
on déduit de ce résultat déterministe que p.s. lim — max X = 0.
n—oo N 1<k<n
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5. On note [z] Dentier relatif n tel que n —1 < z < n. Remarquons que [|X]]
est une variable aléatoire & valeurs dans N. Elle est intégrable car [|X]|] <

|X| + 1. On déduit de la question précédente que p.s. lim — max [|Xy|] = 0.
n—oo N 1<k<n

1
Comme [|Xg|] > |Xk|, on a donc p.s. lim — max |X;| = 0 et donc p.s.
n—oo N 1<k<n

lim — max X =0.
n—oo N 1<k<n

FEzxercice V.8.

1. Soit (X,,n € N*) une suite de variables aléatoires indépendantes de loi uni-
forme sur [0, 1]. On déduit de la loi faible des grands nombres que la moyenne
empirique X,, = %Zzzl X}, converge en probabilité vers E[X ] = 1/2. La
convergence en probabilité implique la convergence en loi. On a donc, comme
f est continue, que :

EI7(- 30 Xe)l —— E[f(1/2)] = £(1/2).
k=1

D’autre part, on a :

B> X)) = /[0 . PO gy,
k=1 ’

On en déduit donc :

- Lt
e Jjo, g n

) dxy -+ - dxy, = f(1/2).

Le résultat reste vrai si on suppose seulement que f est bornée et continue en
1/2.

2. On vérifie facilement & 'aide des fonctions caractéristiques que » ;_; Yy est
une variable aléatoire de loi de Poisson de parametre na. En effet, en utilisant
I'indépendance des variables aléatoires Y7,...,Y,, on a :

T;Z)Zn (u) — H ka (u) — e—na(l—eiu) ‘
k=1

On reconnait dans le membre de droite la fonction caractéristique de la loi de
Poisson de parametre na.
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3. La loi faible des grands nombres assure que la moyenne empirique Y, =
LS Y, converge en probabilité vers E[Y;] = a. La convergence en probabi-
lité implique la convergence en loi. On a donc, comme f est continue bornée,
que :

Ef(- V)] —— Elf(a)] = f(a).
k=1
On en déduit que :

(a

n k
tim S e g by )
k>0

Le résultat est vrai en fait des que f est bornée et continue en a.

FExercice V.9.

1. Les variables aléatoires X, sont indépendantes, de méme loi et de carré inté-
grable. On a E[X,,] = 1, Var(X,,) = 1. Le théoréme central limite implique que
Sp—n
U
2. On vérifie facilement a l'aide des fonctions caractéristiques que S,, est une
variable aléatoire de loi de Poisson de parametre n.
S, —n

,n > 1) converge en loi vers la loi gaussienne N (0, 1).

Soit F,,(z) la fonction de répartition de . La question précédente assure

que la suite (F,(x),n > 1) converge vers la fonction de répartition de la loi
gaussienne N (0,1), F(x), pout tout z point de continuité de F. Comme F est
une fonction continue, on obtient pour z =0 :

Sp—n 1

N §0)njO>OF(0):§.

Comme S, est de loi de Poisson de parameétre n, il vient :

P(

S, —n
vn

P( gO):P(Sngn):Zn:P(Sn:k): e
k=0

On en déduit le résultat.

Exercice V.10.
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1. Les variables aléatoires (X,,n > 1) sont indépendantes et de méme loi avec :

P(X, = 2%) k>1.

= 2_]{;7
On observe que E[X;] = oco. Les variables aléatoires étant positives indépen-
dantes et de méme loi, on a par la loi forte des grands nombres que p.s.

lim — = E[X;] = oo. Le prix équitable du jeu correspond pour le casino
n—oo N

S,
4 la moyenne des pertes : lim ==, c’est-d-dire I'infini.
n—oo N
2. La majoration (V.2) est évidente. On considere le deuxieme terme du membre
de droite de (V.2). On note |z] la partie entiere de . On a :
E[S;L] = nE[Xll{Xlgn log, n}] = n|logy(n logyn)]

et, pour n suffisament grand :

logy(n) < [logy(n logyn)| < logy(n) + logy(logy n).

E[S]
Ceci implique que lim [7"] = 1. Donc pour n assez grand (dépendant
n—oo 1 logy n
E[S)] N
de €), on a |—— — 1| < ¢/2. Pour n assez grand, le deuxieme terme du
n logsn

membre de droite de (V.2) est donc nul.

On considere le premier terme du membre de droite de (V.2). L’inégalité de
Tchebychev implique :

“

En utilisant I'indépendance des variables (Xj,1 < k < n), il vient :

Sy, — E[S)]
—_— | >
n logyn

5/2) SM

en logyn)?’

Var(S;L) = nvar(Xll{X1§n10g2 n}) < nE[XIQ]-{X1§nlog2 n}]
De plus, on a :

E[XT1x,<nlogyn}) = > 2" < > 2"
k>1;2k<n log, n 1<k<logy(n logy n) |

< gllogs(n log, m)|+1

< 2nlogy n.
4 Var(S!
On en conclut que ar () < . On en déduit donc que pour tout
(enlogan)? ~ 2 logyn
: Sy : Sy
€ >0, lim Pl |———— — 1| > €] = 0. Donc la suite <7,n > 1)
n—00 n logy n n logyn

converge en probabilité vers 1.
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3. On observe que :

k>1;2k>n logy n k>|logy(n logy m) |

P(X; > nlogygn) = Z 2k < Z 9=k — 9—llogs(n logy ) |+1

On remarque que :
[logy(n logyn)| = [logy n + logy(logy n) | > logy n + logy(logy n) — 1,

et donc :

3

P(Sn # Sp) = P(Upo{ Xk # Xi}) < ) P(Xp # X))
k=1

=l

= nlP(X; > nlogyn) <

— 0.
logg n n—oo

4. Soit e >0.0On a:

S/
e ' > 5} n{s sn}>

/(4
I1 vient donc :

]P’<L—1‘>a) SIP’(
n logsn

On déduit des questions précédentes que la suite (

Sn —1‘ >s}m{5n¢s;}>.

n loggn

!

Sn 1' > 5> +P(S, # 5)).

n logsn

n
—_—\n > 1) converge
n logyn

en probabilité vers 1.

On peut en fait montrer que la suite (27"Son — n,n > 1) converge en loiZ. A

Exercice V.11.

1. On note X; la réponse de la i-éme personne interrogée (X; = 1 s’il vote pour
le candidat A et X; = 0 s'il vote pour le candidat B). Les variables aléatoires
X1,..., X, sont indépendantes de méme loi de Bernoulli de parametre p €]0, 1].
(Les variables X; sont effectivement indépendantes si l'on a a faire & un tirage
avec remise : une personne peut étre interrogée plusieurs fois. Dans le cas d’un
tirage sans remise, ce qui est souvent le cas d’un sondage, alors les variables ne
sont pas indépendantes. Mais on peut montrer que si la taille de la population

2 A. Martin-Lof. A limit theorem which clarifies the “Petersburg paradox”, J. Appl. Prob., 22,
634-643 (1985).
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est grande devant le nombre de personnes interrogées, n, alors les résultats
de convergence et en particulier I'intervalle de confiance sont les mémes que
pour le tirage était avec remise). On estime p avec la moyenne empirique :
X, = %zzzl Xi. On déduit du TCL que avec une probabilité asymptotique

de 95%, on a :

_ v/ p(1— - 1.96 - 1
pe Kot 196 PPy g 196 e 1)
vn 2y/n NG
En particulier pour n = 1 000, on obtient une précision asymptotique (par
exces) d’environ +1//n c’est-a-dire +3 points. La précision ne dépend pas de

la taille de la population, pourvu qu’elle soit bien plus grande que n.

2. On ap=05+33 10"* Comme on assure que A est le vainqueur deés que

X, — ﬁ > 1/2, et que dans 95% des cas X, € [p & %] (p ~ 1/2), on en

2 1
déduit que 'on donne A gagnant dés que p — T > 3 avec une certitude d’au
n

2
moins 95%. On en déduit 7 = 3.3 107* soit » = 36 000 000. Comme n est
n

plus grand que la taille de la population, on ne peut donc pas déterminer le
vainqueur en faisant un sondage.

A

FEzxercice V.12.

1. On considere les fonctions caractéristiques :

' mpm (1 — ™)\ "™

R (e )

Rappelons que (1— ﬁ)" converge vers e~ * si x,, converge dans C vers x, quand
n

Aty N
9(1=¢") " On reconnait

n tend vers l'infini. On en déduit que lim vy, (u) = e~
n—oo
la fonction caractérisitique de la loi de Poisson de parametre 6. On en déduit

donc (Y,,, m € N) converge en loi vers la loi de Poisson de parametre 6.

2. Chaque impact a une probabilité 1/N = 1/576 d’étre dans le domaine iy donné.
La loi du nombre d’impacts dans le domaine iy est donc une variable aléatoire
binomiale B(537,1/576) soit approximativement une loi de Poisson de para-
metre 6 ~ 0.9323. On peut alors comparer les probabilités empiriques Ny /N et
les probabilités théoriques pr = P(X = k), ou X est une variable aléatoire de
loi de Poisson de parametre 6. On compare Ni et N p; dans la table (XIIL.1).
Les valeurs sont tres proches. En fait, en faisant un test statistique du x?, on
peut vérifier qu’il est raisonnable d’accepter le modele. On peut donc dire que
les bombes qui sont tombées dans le sud de Londres sont réparties au hasard.
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k 0 1 2 3 4 | 5+
N 229 211 93 35 7 1
Npg|| 226.7 | 211.4 | 985 30.6 | 7.1 | 1.6

Tab. XIII.1. Nombres Ny et N pi en fonction de k.

FEzercice V.13.

On remarquons que ’ensemble des fractions rationnelles F' = {a/b";a € N,n €

N*} N [0,1] est dénombrable. En particulier, on a P(X € F) = 0. Cela implique

—+00

que p.s. la représentation X = Z b_: est unique.

1.

212

n=1
Soit z1,...,x, € {0,...,b—1}. On a P(X; = z1,..., X, = x,) = P(X —
> k1 gt €10,67"]). Comme X est de loi uniforme, il vient P(X; = z1,..., X, =
xn) =b"". Laloi de (X1,...,X,) est donc la loi uniforme sur {0,...,b—1}".

. Par la formule des lois marginales, on obtient P(X,, = z,) = 1/b, et donc

X, est de loi uniforme sur {0,...,b—1}. On a P(X; = z1,...,X,, = x,,) =
[[i_; P(X = z) pour tout z1,...,z, € {0,...,b—1}. Cela implique que les
variables aléatoires X1, ..., X, sont indépendantes. Ceci étant vrai pour tout
n > 2, cela signifie que les variables aléatoires (X,,n > 1) sont indépendantes.
Soit a € {0,...,b—1}. On pose Yy = 1{x,—q}. La quantité > p—y Yi compte
le nombre d’apparition du chiffre ¢ parmi les n premiers chiffres de I’écriture
en base b de X, et %22:1 Y, est la fréquence correspondante. Les variables
(Xk, k € N) étant indépendantes et de méme loi, il en est de méme pour les
variables (Y, k € N). De plus, Yy est une variable aléatoire de Bernoulli de
parametre P(X = a) = 1/b. D’apres la loi forte des grands nombres, on a :

n—oo N

1< 1
lim — ;Yk =EVi]=5 bps.

Ceci est vrai pour tout a € {0,...,b—1}. On en déduit que p.s. X est simple-
ment normal en base b.

Le raisonnement qui précede est vrai pour toute base b > 2. On note Ny
Pensemble des réels de [0,1] simplement normal en base b. On a pour tout
b>2,P(X € Ny) =1et P(X & Ny) =0. On en déduit que :

P(X ¢ U1 Ny) < Y P(X ¢ Niy) = 0.

r>1

Cela implique que X est p.s. normal en base b. De méme, on a :
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P(X & Up»oNp) < > P(X ¢ N;) = 0.
b>2

On en déduit que X est p.s. absolument normal.

FEzxercice V.14.
1. On déduit de I'inégalité de Tchebychev que :

_ E[(%n =) _ Var(Xa) _z(l—2) _ 1
P(4,) = E[l{‘f(”—xbé}] = 52 - 52 Y = 4né?’

ou 'on utilise que z € [0, 1] pour la derniere inégalité.

2. La fonction h est uniformément continue sur [0, 1] car elle est continue sur le
compact [0,1] (théoreme de Heine). Soit € > 0, il existe donc 6 > 0, tel que
pour tous z,y € [0,1], si |z —y| < 6, alors on a |h(z) — h(y)| < e. D’autre
part, h étant continue sur [0, 1], elle est bornée par une constante M > 0. En
utilisant 'inégalité de Jensen, il vient :

() — E[h(Xn)]| < E[[h(z) - h(Xn)|] = A+ B,

avec A = E[|h(z) — M(Xy) 1%, _oi<sy] et B = E[|h(z) = 1(X0) 1%, _op>s))-
D’apres les remarques préliminaires on a A < eP(|X,, — 2| < §) < e. D’aprés la
question précédente, on a :

Pour n > M/2¢6%, on a B < ¢ et |h(z) — E[h(X,)]| < 2 pour tout = € [0,1].
En conclusion, il vient :

lim sup |h(z)— E[h(X,)]| =0.

00 2el0,1]

3. La variable aléatoire n.X,, = > p—1 X est de loi binomiale de parametres (n, z).
4. On a :

E[h(X,)] = Elh(nXo/n)] = 3 h(k/n) <Z> 51—z k.
k=1

On déduit de la question 4, que la suite de polynémes (3"}_, h(k/n)(})z*(1 -
)" % n > 1), appelés polynémes de Bernstein, converge uniformément vers h
sur [0, 1].
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5. On raisonne cette fois-ci avec des variables aléatoires (X, k > 1) indépendantes
de loi de Poisson de parametre x, et on utilise le fait que > ;_; X}, suit une loi
de Poisson de parametre nz. On obtient :

k
lim =0.
n—oo

f(k/n)

f($) _ Ze—nx (n]:)
k=0

La convergence n’est pas uniforme. En effet, pour ’exemple donné, il vient :

—1—e ™2,

_ . —NTn (’I’an)k
flan) -3 e F(k/m)

k!
k=0

lim
n—oo

Exercice V.15.

1. En utilisant I'indépendance, pour tout y € R, on a :
A n
P(Z, <y) =P <X1 < nl/ y) =(1-e)",

ou g, = IP’(X1 > nl/)‘y). Pour y <0, on a g, >n > 0, et donc lirf P(Z, <
n—-+0oo
y) =0. Pour y > 0, on a g, ~ % quand n tend vers I'infini. Par conséquent,
lirf P(Z, < y) = exp(—ay ™). Cela démontre que la fonction de répartition
n—-+0oo
de Z,, converge vers exp(—ay”‘)l{yw} et donc la suite (Z,,n > 1) converge

en loi vers Y de loi de Fréchet de parametre (o, A).

2. Soit n individus. On note X} le niveau annuel d’exposition au mercure de
Iindividu k. On suppose les variables aléatoires X} indépendantes et de méme
loi que X. Pour un individu de 70 kg, la dose annuelle admissible fixée par
I'OMS est s = 18.14 1073 g. La probabilité quun individu au moins ait un
niveau de mercure trop élevé est

pn = P(max(Xy,..., X,) > s) = 1 — P(max(Xy,...,X,) < s)
-1 enln(l—ozs*A)

“n).

~ 1 —exp(—as
Sing = 225 362,np = 100, on a p,, =~ 1 et
log(20)
s—A

Dn, =~ 0.01. Enfin, 1 —
, l.e.n > 27 214.

exp(—as™*n) > 0.95 si et seulement si n >
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XIII.6 Vecteurs Gaussiens

FEzxercice VI.1.

1. On voit que quelque soit i = 1,2,4, on a Cov(X3X;) = 0, donc X3 est indé-
pendant du vecteur gaussien (X7, Xo, X4).

11
Pour le calcul de I'espérance conditionnelle, on cherche a écrire X1 = aXo+ W
ou W est une variable aléatoire indépendante de Xs. Comme X7 et X5 sont
centrées, W l'est aussi. On calcule alors :

. , . . 21
2. Le vecteur gaussien (X7, X2) est centré, de matrice de covariance 72 = ( )

Cov(X1, X3) = E[X1 Xo] = aE[X3] + E[X,]E[W] = a,
car W est indépendante de X5. On en déduit que a = 1 et que W = X7 — Xo.
11 vient ensuite E[X|Xs] = E[W] + X2 = Xo.

3. Le vecteur (X2, X4) est également gaussien centré, de matrice de covariance

Iy = <1 ;) On obtient de méme que E[X4|Xs] = Xo.

4. Si (X,Y) est un vecteur gaussien alors (X — E[X|Y],Y) est aussi un vecteur
gaussien car E[X|Y] est une fonction linéaire de Y. Or E [(X — E[X|Y])Y] =0,
donc ces deux variables sont indépendantes. Au vu des questions 2 et 3, on sait
que X1 — X9 et X4 — X5 sont deux variables gaussiennes indépendantes de Xo.

5. Le vecteur (X7 — X9, X4 — X2) est gaussien et on a E[(X; — X2)(Xy — X2)] =
Cov(X1, X4) — Cov(Xa, X4) — Cov(Xy, X2) + Cov(X2, X2) = 0. Donc ces va-
riables sont indépendantes. On pose Y7 = (X1—X3,0,0,0), Y2 = (X3, X32,0, X3),
Y3 = (0,0, X3,0) et Yy = (0,0,0, X4 — X>). Les vecteurs gaussiens Y7, Ys, Y3 et
Y4 sont indépendants et leur somme vaut X.

A
FEzxercice VI.2.

1. Soit g une fonction mesurable bornée. On a par indépendance :

(2X)

E[g(X)1{5— 1}+9( X)lz— 1]

— Elg(X)|B(Z = 1) + Elg(~X)[P(Z = 1)
%(E[gm] Elo(~ X))

Elg(X)].

car la loi de X est symétrique. Donc X et Y sont de méme loi A/ (0,1).
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2.

On a :
Cov(X,Y) =E[XY] =E[X?|P(Z = 1) + E[-X?P(Z = —1) = 0.

OnaP(X+Y =0) =P(Z = —1) = 1/2 donc X +Y n’est pas une variable aléa-
toire continue. En particulier ce n’est pas une variable gaussienne. Donc (X,Y")
n’est pas un vecteur gaussien. De plus X et Y ne sont pas indépendants, sinon
(X,Y) serait un vecteur gaussien. Ainsi on a dans cet exercice deux variables
aléatoires gaussiennes de covariance nulle qui ne sont pas indépendantes.

A

Exercice VI.3.

1.

Comme X et Y sont indépendantes et gaussiennes, (X,Y) est un vecteur gaus-
sien. Par conséquent, (X + Y, X —Y) est un vecteur gaussien et les variables
X +Y et X —Y sont des variables gaussiennes. Ces deux variables sont indé-
pendantes si et seulement si leur covariance est nulle :

E[(X +Y)(X - Y)] — E[X + Y]E[X — Y] = Var(X) — Var(Y).

On conclut donc que X + Y et X — Y sont indépendantes si et seulement si

Var(X) = Var(Y).

. On sait que X2 suit une loi x*(1) = I'(1/2,1/2). On a donc pour Z; :

s =) = (7520) " = ()

Ainsi la loi de Zp est la loi I'(1,1/2). Pour Z; on utilise le fait que X et
Y sont indépendantes et donc ¥z, (u) = ¥z (u)z, (—u). On en déduit que

Yz, (u) = \/1}F7

3. On voit que Zy = (X_\E/) <X—\Ey) et vu la question 1, ces variables sont indé-
X=Yy _ X+4Yy _ . X-Y
pendantes. De plus on a Var( 7 ) = Var( NG ) = 1. Ceci assure que 7 et
X\;%Y sont de loi gaussienne centrée réduite.
A
Ezercice VI.4.
1. Le vecteur X = (X1,...,X,,) est un vecteur gaussien N'(ml,,0%1,). Donc X,

216

qui est combinaison linéaire des composantes de X, est une variable aléatoire
, - 1 « _ 1 &
gaussienne. On a E[X,,] = - ZIE[XZ] = m et Var(X,) = ) 2Var(Xi) =
1= i=
2

7. Donc on en déduit que la loi de X est N'(m,o2/n).
n
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n 2
X — X —
2. On anX?/o? = Z ( : m) on =M, pour loi N(0,1). Il vient donc

o
i=1
que nX2 /a2 suit la loi x%(n).

3. Pour montrer que X et V,2 sont indépendants, il suffit de montrer que X, et
(X1—Xp,..., Xn—X,) lesont. Or le vecteur Y = (X0, X1 — Xy, - .., Xy — X))
est gausswn (les coordonnées sont des combinaisons linéaires de Celles de X).
Donc il suffit de montrer que Cov(X,,, X; — X,,) = 0, ce qui est le cas car :

Cov(X,, X;) = Cov < Z > = %COV(XZ-,XZ-) = %02 = Var(X,,).

4. Supposons m = 0. En développant, on obtient :
R YO RS S WP R o2
=1 =1 j=1

On en déduit que :
ZX2 (n— 1)V, + (VaX,)?.

Laloi de > | X?/0? est la loi x*(n). Comme \/ﬁin/a est une variable aléa-
toire gaussienne centrée réduite, la loi de (v/nX, /o) est donc la loi x*(1). Par
indépendance, obtient pour les fonctions caractéristiques :

1 n/2
(1 - 2iu> =Yz, 0

o

= Y =yva (WY vrxa ()
1/2
= ’I,Z)(n712)Vn (U) < ! ; > .

1— 2iu

L. L \(-D/2 9
On en déduit donc que P, 1)y, /o2 (u) = (m> . Ainsi (n — 1)V, /o

est de loi x?(n — 1). Si m # 0, alors on considére X; — m au lieu de X; dans
ce qui précede. Cela ne change pas la définition de V,, et on obtient la méme
conclusion.

A

FEzxercice VI.5.
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1. On a:

Comme V,, et X,, sont indépendants, on a :
E[(n — 1)V, "Xn] = E[(n — 1)V, B[] = (n — 1)ou(t)".

2. En développant, il vient :

E[(n — 1)V, /"] =E[((1 - %) X7 - % Y XX el X

j=1 1<j<k<n
1 & A A
— (1 . E) E[ij etij]E[etil]n—l
j=1
2 . 4 .
4 Z E[Xj etij]E[Xk etik]E[etil]nf2
1<j<k<n

= (1= D@y - 220D i)y

= —(n = DY (O)p()" ™ + (n = DY ()% p()"

3. Soit 'ouvert {t;4(t) # 0} et O la composante connexe de cet ouvert conte-
nant 0. On déduit de la question précédente que ¢ est solution de I’équation

différentielle : Y 'y
v — (2) = —¢? sur O,
o~ \p)
¥(0) =1,¢'(0) = 0.

4. Onpose ¢ = 1’ /1 sur O. On obtient que ¢'(t) = —a2 et ©(0) = 0. On en déduit
que p(t) = —o2t. Donc ¢/'(t) = —o2t)(t). Une solution est ¥ (t) = e"7°/2 sur
O. On cherche alors les solutions sous la forme ¢ (t) = e~ t?0%/2 h(t) (méthode
de la variation de la constante). On en déduit que b’ = 0. La condition ¢(0) = 1
implique que e~t79%/2 et 1a seule solution de I’équation différentielle considérée
et O =R. La loi de X; est donc la loi gaussienne N(0,?).

5. Si m # 0, on applique ce qui précede a X = X; —m. On trouve alors que la
loi de X; est la loi gaussienne N (m, o?).

A

Ezxercice VI.6.
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. On sait que la variable aléatoire X,, est de loi gaussienne avec E[X,] = 0 et

_ 0 _
Var(X,,) = —. Par la loi forte des grands nombres, la suite (X,,,n > 1) converge
presque strement vers E[X;] = 6.
. On sait que (n — 1)V}, /6 suit la loi x?(n — 1), et on a E[V,,] = 0 et Var(V,,) =

2
%. Remarquons que V,, = - L5~ X2 — 1 (1§~ Xk)Q. Comme
les variables aléatoires X sont indépendantes, de méme loi et de carré inté-
grable, on déduit de la loi forte des grands nombres que la suite (% S X lf, n >
2) converge presque siirement vers E[X?]. On en déduit donc que la suite
(V,m > 2) converge presque stirement vers Var(X;) = 6.

. Les variables aléatoires X,, et V,, sont indépendantes. La loi du couple est donc
la loi produit. La suite ((X,,V,),n > 2) converge p.s. vers (6,0).

.Ona:
E[TA] = XE[X,] + (1 - NE[Va] = 6,
Var(T)) = X2 Var(X,,) + (1 — A\)? Var(V,,) + 2 Cov(X,,, V)

262
(n—1)’

0
_2Y 1 —)\)2
An+( A)

car X, et V, sont indépendants. Par continuité de I'application (x,s) +— Az +
(1—\)s, on en déduit que la suite (7)), n > 2) converge presque stirement vers
AE[X1] + (1 = A\) Var(X;) = 6.

. Les variables aléatoires (Xj,k > 1) sont de méme loi, indépendantes, et de
carré intégrable. De plus E[X;] = 6 et Var(Xy) = 6. On déduit du théoreme
central limite, que la suite (\/E(Xn —0),n> 1) converge en loi vers une loi
gaussienne A (0, 6).

. Remarquons que 251V}, est distribué suivant la loi x*(n — 1). En particulier,
221V, a méme loi que Sl G2, ou (G, k > 1) est une suite de variables aléa-
toires indépendantes, identiquement distribuées, de loi N (0,1). On en déduit

donc -
(Vi —6) = \/ge (m <%vn - 1>>

n—1
o |- 9(\/71—1( ! ZG%—l)).
k=1

n—1 n—1

Comme E[G3] =1 et Var(G%) = 2, le théoréme central limite implique que la

1 n—1
suite (vn — 1( 1 Z G2 —1),n > 2) converge en loi vers G de loi gaussienne
n p—
k=1
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10.

220

N(0,2). Remarquons que Llﬁ converge vers #. On déduit du théoréme de
n [e—

1 n—1
Slutsky, la convergence en loi de la suite (( LH, vn—1(—— Z G2 —
n—1 n—1 pt

1)),n > 1) vers (0, G). Par continuité de la multiplication, on en déduit que la
suite (v/n(V;, —60),n > 2) converge en loi vers G. Soit encore (v/n(V, —0),n >
2) converge en loi vers N(0, 262).

On pose Y, = /n(X,, — 0) et W, = /n(V,, — 0). En utilisant 'indépendance
entre Y, et Wy, et les deux questions précédentes, on obtient :

lim Yy, w,)(v,w) = lim 9y, (v)Yw, (w) = om0V /2 g2 /2

n—oo

pour tout v, w € R. On reconnait la fonction caractéristique du couple (Y, W),
ot Y et W sont indépendants de loi respective N(0,80) et N(0,26%). On en
déduit que la suite (v/n(X, — 0,V, — 0),n > 2) converge en loi vers le vecteur
gaussien (Y, W).

Par continuité de 'application (a,b) — Aa+ (1 — A)b, on en déduit que la suite
(Vn(T) = 0) = \/n(X, — 0) + (1 — \)y/n(V,, — 0),n > 2) converge en loi vers
AY + (1 — A)W. Autrement dit la suite (v/n(T) — 6),n > 2) converge en loi
vers une loi gaussienne N'(0, \26 + 2(1 — \)26?).

) -
Comme /n—"—— converge en loi vers une loi gaussienne N (0,1), et que la

o
loi gaussienne est une loi a densité, on a :

lim P HE[TA—aLT)‘—i—ai] :L/aex;dx
n—oo " \/ﬁ7 " \/ﬁ \/% —a .
L’intervalle aléatoire [T — a%, ) +a

1 a

V2w J_qg

NG

2
z_ .
e~ 2 dx. Pour le niveau de 95%, on trouve

| est un intervalle de confiance de

f de niveau asymptotique

a ~ 1.96, soit alors :

]

I, = [T - 1.96%,T3 +1.96-2

vn Vn

Comme o, converge presque siirement vers o, en appliquant le théoreme de
A

T _
Slutsky, on obtient que (yv/n—=
sienne N(0,1). On a : "

,m > 2) converge en loi vers une loi gaus-

On

1 (% .2
lim P(6¢c[T)— T 4 o 2n :_/ —T du.
e ( Ti—amTite gl )= 7= | e 7de



XIII.7 Simulation

o
L’intervalle aléatoire [T — a\/—%, ) +a

1 a

V2T J_qg

On
T

2
-z .
e~ 2 dx. Pour le niveau de 95%, on trouve

| est un intervalle de confiance de

f de niveau asymptotique

a ~ 1.96, soit alors :

g g
I =T —1.96—2 T +1.96—2].
On obtient l'intervalle I,, ~ [3.42,4.60].
20

14260
Par la convergence presque stre de la suite V,, vers 6 et la continuité de la

11. En minimisant la fonction A — A20 + 2(1 — \)262%, on trouve \* =

fonction x — sur [0, +oo[, on a la convergence presque sure de la suite

x

1+ 2z
(A5, m > 2) vers \*.

12. On utilise les notations des questions précédentes. Par le théoréme de Slutsky,
on a la convergence en loi de (A%, Yy, Wy,),n > 2) vers (A*, Y, W). Comme la
fonction (X, a,b) — Na+(1—X)b est continue, on en déduit que (\/E(Tyl—ﬁ) =
AEV/n( X, —0)+(1—X5)v/n(V,,—0),n > 2) converge en loi vers A*Y +(1—X\*)W.

Autrement dit (\/H(Tyi‘ " 0),n > 2) converge en loi vers une loi gaussienne

26> .
N(0, m) En remarquant que 7T, ﬁ\” converge presque sirement vers 6, il
A%

« Tpm — 0
résulte du théoreme de Slutsky que (\/n(1+ QTQ")L*,TL > 2) converge
V2T

en loi vers une loi gaussienne N'(0,1). Par un raisonnement similaire & celui
utilisé dans les questions précédentes, on obtient 'intervalle de confiance de
niveau asymtopique 95% :

A A
2T * 2T
\/_—n’Té‘n + 1_96\/_—"]_

n(1+ 2T5") n(l + 2T5")

V2T"

n(1 + 2T

I = [T —1.96

On a A ~ 0.885, o™ ~ 4.015, 1.96 ~ 0.370. On obtient l'inter-

valle I* ~ [3.64,4.39].

XIII.7 Simulation

FEzxercice VII. 1.
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1. Soit ¢ une fonction mesurable bornée et n € N*. On a, en utilisant 'indépen-
dance des variables aléatoires :

Elo(Y)lir—ny] = Elo(Xi)1{x,¢A,. . X0 1 ¢4, XneA}]
=P(X ¢ A)" 'Elp(X)1{xeay] (XIII.3)

Cette espérance est sous forme produit. On en déduit que Y et T' sont indé-
pendants.

2. En prenant ¢ = 1 dans (XIII.3), on obtient :
n—1
P(T = n) = P(X € A)<1 ~P(X € A)) .

On en déduit que T est de loi géométrique de parametre P(X € A).
3. En sommant (XII1.3) sur n € N*, il vient :

Elp(Y)] = Elp(X)1ixeal/P(X € A) = E[p(X)[|X € A].

La loi de Y est donc la loi de X conditionnellement & {X € A}.
4. On a:

P((Z1,U1) € A') = P(Uy < ch(Z1)/9(Z1))

= / 9(2) 10,1 (w)dzdu Liy<en(z)/g(2))

:c/h(z)dz:c.

5. Soit ¢ une fonction mesurable bornée. On déduit de ce qui précede que :
Elp(Zr)] = E[p(Z1)|(U1, Z1) € A']
= %E[@(Zl)1{U1§ch(zl)/g(zl)}]
= %/9(2)1[0,1] (u)dzdu p(2)1u<ch(z)/g()}
= /h(z)dz ©(2).

On en déduit que Zp+ est une variable aléatoire de densité h.

FEzercice VII.2.
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1. On calcule la fonction de répartition de X = —log(Uy)/0, qui est une variable
aléatoire positive : pour x > 0,

P(—log(Up)/0 < z) =P(U, > e %) =1—e7%.

On en déduit que la loi de X}, est la loi exponentielle de parametre 6.

2. En utilisant les fonctions caractéristiques, on en déduit que la loi de >~ Xj
est la loi I'(6,n).

3. Pourn=0,onaP(N=0)=PU; <e?) =e? et pour n>1,
n n+1

PN =n) =P([[ Uk = > [T i)

k=1 k=1

n n+1
:IP’<ZXk <1< ZX,Q
k=1 k=1

n+1

=P(1<) Xp)-P(< Zn:Xk)
k=1 k=1

00 | 0 — 1)
n! _ n Yoo
= lx"e 07 gy — gx" Le=0z gy
1 HnJr 1 Hn
n! 00
_ n —Gx}
=|——2x"e
[ om 1
|
n!
= — 679
Qn

On en déduit donc que la loi de N est la loi de Poisson de parameétre 6.

4. Le générateur de nombres pseudo-aléatoires fournit une réalisation, x1, o, .. .,

d’une suite de variables aléatoires indépendantes de loi uniforme sur [0,1].

On déduit de ce qui précede que inf {n eN; HZ;L% T < e*‘g} est la réalisation

d’une variable aléatoire de loi de Poisson de parametre 6.

XIII.8 Estimateurs

Ezercice VIII.1.

Un estimateur linéaire et sans biais de 6 s’écrit sous la forme én => 0" aX;
avec » ., a; = 1. Comme les variables aldtoires sont indépendantes, on a
Var(0,,) = S alo?, avec 0 = Var(X;). D’apres linégalité de Cauchy-Schwarz

ona (30 a)(Xr, =) = (X, %)2 Puisque Y ;a; = 1, on déduit que
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n 2 1 , o . . . _ 1 .
Y i1 a; > o avec égalité si et seulement si a; = - pour tout 7 € {1,...,n}.
L’estimateur de variance minimale dans la classe des estimateurs linéaires et sans
biais est donc la moyenne empirique.

A

FEzercice VIII.2.

1. La loi forte des grands nombres implique que (X,,,n > 1), on X,, = % Yo X,
converge p.s. vers Ey[X;] = 1/\. Par continuité de la fonction = — 1/x sur

10, 00[, on en déduit que 5\n = < est un estimateur convergent de A.
n

2. La log-vraisemblance est donnée par

Lo(a:)) =Y log <)\6—>\:v¢1{xi>0}) =nlogA— A a; +log [] Lziso-
=1 =1 =1

Pour calculer 'estimateur du maximum de vraisemblance, on cherche les zéros
de la dérivée de la log-vraisemblance L,, :

0 N n
—~Ln(z;\) = ~ — =0 = A==
N n(x ) \ Zzl Z; 2?11 z;
82
Comme WL,L()\, x) > 0, la log-vraisemblance est strictement convexe. On en

déduit qu’elle est maximale pour A = . L’estimateur du maximum de

n
D i) Ti

vraisemblance est donc A,,.

3. En utilisant les fonctions caractéristiques, on vérifie que la loi de > " | X; est
la loi I'(n, \) sous Py. On obtient pour n > 2,

1 1 AT
E - — - n—1 —>\Sd
A[z;;lxz} /os<n—1>!s ©w

[e%¢) n—1
— A / A Sn—Ze—)\st

n—1

ot on a identifié la densité de I'(n — 1, \) dans Pintégrale. Donc on a Ey[\,] =
n

1)\. L’estimateur A, est donc biaisé pour n > 2. (Pour n = 1, on vérifie
n [e—

que Ex[\] = 00.)
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4. Les calculs précédents nécessitent de supposer n > 2 et donnent comme esti-

mateur sans biais
5\* o n — 1
n - n .
Zi:l Xi

On calcule le deuxiéme moment de la méme maniere que le premier, pour n > 3

1 B )\2 [e8) )\n72 sn—3e—)\s . )\2
= [(2?1&)2] B ("_1)(“—2)/0 (n—3)! d (n—1)(n—-2)

Donc pour tout ¢ > 0, on a

(s )]
)\2

:m(c —2(n—2)c+ (n—1)(n—2)).

R(S‘%C)7 )‘) = E)\

Le risque quadratique est minimal pour 2¢ — 2(n —2) = 0 soit ¢ = n — 2. Parmi
les estimateurs 5\(0), cest donc A° = A\("~2) qui minimise le risque quadratique.
Pour n < 2 le risque quadratique est infini.

5. Notons d’abord que le modele est régulier. En effet, le support de toutes les lois
exponentielles est (0,00) et est donc indépendant du parametre A ; la fonction
de vraisemblance (densité) est de classe C? (en \) ; on peut vérifier des formules
d’interversion entre l'intégrale en z et la differentiation en A; on verra dans la
suite que l'information de Fisher existe. Par définition on a

Li(z1;A) = log(A) — Az1 +1og(1z, >0} )-

Il vient 5 .
1 1
51/1(371,)\):}—331 et le(ml’A):_ﬁ
On a donc
82 1 1 )\2
IN) =-E) | —L1(X{;\)| =—= et FDCR(AN) =—vr=—.
. A[mm A )] PO W=y =

6. On vérifie que le modele est exponentiel en regardant la densité jointe de

(Xq1,...,X5)

ou C()‘) = A", h(.%') = H?:l 1{mi>0}7 Q()‘) = —Aet S(z) = Z?:l zi. On en
déduit que S, = S(X) = Y| X; est la statistique canonique. Elle est donc
exhaustive et totale.
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7. On suppose n > 3.
a) A a été choisi sans biais.
b) A% est optimal car il est fonction de la statistique exhaustive et totale S(X)
(Théoreme de Lehman-Sheffé).
c) L’estimateur sans biais 5\; a comme risque quadratique
)\2

)\2
(n—1)(n—2) ((n

Vary () = R(X;, \) = 5
/rL —_

— 12— (n—-1)(n—-2) =

Il n’atteint donc pas la borne FDCR. Il n’est donc pas efficace. Il n’existe
pas d’estimateur efficace, parce que tout estimateur efficace serait optimal
et alors (p.s.) égal & A* par l'unicité (p.s.) de l'estimateur optimal.

d) A% est préférable & A, car R(A5,\) < R(\,, A) pour tout A > 0.
e) A* est inadmissible car R(A%, A) < R(A*, A) pour tout A > 0.

f) 5\; est régulier parce qu’il est de carré intégrable et le modele est régulier
(on peut vérifier que A} satisfait les propriétés d’interversion de 'intégrale
en z et de la differentiation en \).

g) On est dans un modele régulier et identifiable. L’estimateur du maximum de
vraisemblance 5\n est asymptotiquement efficace, i.e. \/n 5\n — A ) converge

en loi vers une loi normale centrée de variance 1/I(\). En remarquant que
Vn(AL — An) tend vers 0 p.s., le Théoreme de Slutsky entraine que A} aussi
est asymptotiquement normal de variance 1/1(\).

A

FEzercice VIIL.S.
1. On a

n 1 n
Po(X1=ki,..., X =kp) = e <H m) exp <log(9) kzl>

=1

et on identifie la statistique canonique S, = > | X;. La statistique canonique
d’un modele exponentiel est toujours exhaustive et totale. La variable aléatoire
Sy, suit une loi de Poisson de parametre nf sous Py. (On le vérifie facilement
avec les fonctions caractéristiques par exemple.)

2. On aPy(X; =0) = e ¥ et Eg[l{Xl:O}] =Py(X1 =0) = e ?.

3. On calcule pour tout k, s € N les probabilités conditionnelles
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Pg(Xl = k,Sn —X1 = S — k?)

Pg(Sn = S)
e "0%/k! e~ (=00 ((n —1)0)5 % /(s — k)!
B e "9(ng)s/s!

() )

et on identifie les probabilités binomiales de parametres (5, %) La loi de X3
conditionnellement & S,, est donc la loi binomiale de parametre (S, 1/n).

Pg(Xl = k’Sb = S) =

. On applique le Théoreme de Lehman-Sheffé pour 6 = 1;x,—g) et on calcule
lestimateur optimal dg, par la méthode de Rao-Blackwell :

S
1 n
35, = E[8|Sn] = E[1(x,—0y|Sn] = P(X1 = 0]S,) = (1 - —> .

n

Par la loi forte des grands nombres on a p.s. lim S,,/n = 6, en particulier p.s.
n—oo

1\ Sp/n Sn
lim S,, = oo, et, comme dg, = (1 — — =[(1- , on déduit que

n—00 n Sn
p.s. lim dg, = e % Ainsi, ds, est un estimateur convergent de e=%.
n—0o0

. On vérifie la régularité du modele (support, dérivabilité, interchangeabilité et
existence de 1(#)), et on calcule

Vo(k) = % log (e*f’ ak/k!) - % (klog()) — §) = g 1,
10) =8 [ Svixy] = 2 -

. On en déduit
0 2 fe20
-0 _ [ 9 o _
FDCR(e )_<896 > W@~ n

Pour calculer la variance de dg, on utilise la fonction génératrice E[zY] =
e~ (172 hour une variable Poisson Y de parameétre A. Il vient

Vary(5s,) = By <<1 B %>2> Sn _
= exp (—n@ (1 — (1 — %>2>> _ 20 _ 20 (ee/n _1> ‘

La borne FDCR n’est donc pas atteinte. L’estimateur dg, est donc optimal
mais pas efficace.
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Ezxercice VIII.j.
1. La densité de la loi 5(1,1/0) peut s’écrire

1 1

p(z,0) = 5(1 — )7t exp(a

Le modele P = {3(1,1/6),0 > 0} forme un modele exponentiel. La variable
aléatoire S, =y " ; log(1—X;) est la statistique canonique. Elle est exhaustive
et totale.

log(1 — 2))1o,1(x), 0 € RY.

2. La log-vraisemblance du modele est donnée par

1 n n

Lu(z1,.. 2n30) = (5= 1) Z;log(l — ;) — nlog(f) + 1_[110%“(1[0,1] (1))

1= 1=

La log-vraisemblance vaut —oo sur la frontiere de ]0, 1[. Son maximum est donc
atteint au point  qui annule sa dérivée. On obtient I’estimateur du maximun
de vraisemblance : T, = 2 3% | —log(1 — X;).

3. En utilisant la méthode de la fonction muette et le changement de variable

y = —log(1 — x), on obtient pour une fonction h mesurable bornée
! 1 1 o 1 y
Eolh(~lox(1-X))) = [ h(=log(1-2)j(1=)} Mz = [ hiw)g exp(~F)s

On en déduit donc que —log(1 — X;) suit une loi exponentielle de parametre %
4. a) L’estimateur est sans biais car Ey[T),| = Eg[—log(1 — X7)] = 6.
b) Le risque quadratique est

92
R(Ty,0) = Eg[T}, — 6]> = Vary(T},) = —

c¢) Les variables aléatoires (—log(1 — X;),i > 1) sont indépendantes, de méme
loi et intégrables. La loi forte des grands nombres assure que la suite
(T,,,n > 1) converge presque sturement vers 6.

d) La statistique T;, est une fonction de la statistique S, qui est exhaustive et
totale. En appliquant les théorémes de Rao-Blackwell et de Lehman-Shefé,
on en déduit que T}, est un estimateur optimal de 6.

e) On calcule I'information de Fisher

o2 2 11
1(0) = —El555L1(X1,0)] = —75E[log(1 = X1)] — 75 = 5.

On a donc I,,(0) = nI1(0) = n/6? et R(T,,0) = 1/nl;(0). L’estimateur T,
est donc efficace.
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5. Remarquons que les variables aléatoires (—log(l — X;),7 > 1) sont également
de carré intégrable. Par le théoreme central limite, la suite (v/n(T, —0),n > 1)
est asymptotiquement normale de variance asymptotique #2. On peut aussi
dire que le modele est régulier et identifiable, donc 'estimateur du maximum
de vraisemblance est asymptotiquement normal de variance 'inverse de I'infor-
mation de Fisher, 1/1(0) = 62.

A

FEzxercice VIII.5.

n
1. En utilisant les fonctions caractéristiques, on obtient que Y Z; suit une loi

1=1
Gamma I'(\, n).

2. La densité du couple (Z1,Y1) est py(z1,y1; A, 1) = Apel-Aa—r) 1(250,,>0}-
Il s’agit d’un modele exponentiel. La vraisemblance de ’échantillon de taille n
vaut pour z = (z1,...,2n) et ¥y = (Y1, -+, Yn)

pn(Z,y;)\,U) _ )\nune(Aiazi“iglyi) <ﬁ 1{Zi>0,yi>0}> .

i=1

n n
Une statistique exhaustive (et totale) est T = <Z Ziy > YZ>
=1 i=1

3. La log-vraisemblance vaut

Ln(z7 Yi A M) =n log()‘) +n log(:u') =A Z Zi — [ Z y;+log (H 1{zi>07yi>0}> :
=1 =1 =1

Sion dérive cette log-vraisemblance par rapport a A on obtient que 9\ Ly, (2, y; A\, p) =
0 implique A = n/>_" | z;. Comme cette fonction est concave, le maximum de
vraisemblance est bien obtenu pour A = n/>"" | z;. L’estimateur du maximum

de vraisemblance est donc \, = n />°% 1 Z;. En utilisant les mémes arguments

on trouve fi, =n/y ;| Y.

4. L’estimateur (\,, i) est asymptotiquement normal car il s’agit de I'estimateur
du maximum de vraisemblance dans un modele exponentiel (modele régulier
et identifiable). De plus la loi normale asymptotique est de moyenne nulle et
de variance I'inverse de 'information de Fisher. Un rapide calcul donne

O? Ly (2,95 A\, 1) _n O’ Ly (z,y; M\, ) _0 et O? Ly (2,5 A\, 1) on
ON2 N OO B op? op?
/22 0

0 1 /M2>. On en déduit donc que

L’information de Fisher vaut donc <
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) (0)-(0)

5. Par indépendance, on calcule
P(X; >t)=P(Z; >t,Y; >t) =P(Z; > t)P(Y; > t) = exp(—(\ + p)t),

sit > 0et P(X; >t) = 1 sinon. Donc la fonction de répartition de X; est
F(t) = (1 — exp(—=(A + u)t)) 10y La loi de X; est la loi exponentielle de
parametre v = A + p.

6. Le modele statistique est P = {E(A+ ), A > 0, > 0}. Il n’est pas identifiable
car si A\+pu = N+, alors la loi de X; est la méme. En revanche le modele P =
{€(7),y > 0} est identifiable en v = X + u : la vraisemblance de ’échantillon

est
n n
H Ty H v exp(—y%i) Lz >0} -
i=1 i=1

7. Le premier est I’estimateur du maximum de vraisemblance du modeéle ci-dessus
n

et par analogie a la question 3, on trouve 4, = n/ ZXi' Pour le deuxieme,
=1

on trouve
n n

- .
>t Zi Zz‘:l Y;

Les estimateurs sont différents car fondés sur des observations différentes. Ces
dernieres sont plus riches que les premieres.

An A+ fin =

8. Comme pour la question 4, on a
. Loi
V(e = A = ) == N (0, (A + p)*).

On déduit de la question 4 que

SREUEN N(0, X + p?).

n—oo

\/ﬁ(j‘n‘Fﬂn_)\_:u)

Comme les deux parametres sont strictement positifs, on a (A4 )% > A2+ p2.
L’estimateur A, + fi,, est toujours préférable a 4,. Cela correspond bien a
I'intuition car I’estimateur \,, 4 fi,, repose sur des observations plus détaillées.

A

FEzercice VIIL6.
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1. Chaque micro-chip produit peut étre représenté par une variable aléatoire de
Bernoulli de parameétre 6. Mais, en groupant par jour, on ne retient que les
sommes quotidiennes, ce qui est le nombre de défauts X; de chaque jour i =
1,...,n. Les X; sont alors indépendantes et identiquement distribuées selon
une loi binomiale de mémes parametres (N,#), N connu, 6§ € (0,1) inconnu.
On peut écrire

P(X; = k) = Ch6%(1 — )N % = (1 — )N CE exp <10g (%) k)

et conclure qu’il s’agit d’un modele exponentiel.

2. On identifie la statistique canonique S(X) = > ; X; du modele qui est tou-
jours exhaustive et totale. Elle suit une loi binomiale de parametres (Nn, 0).

3. L’estimateur 6 = 1x, <) est un estimateur sans biais de Py(X; < k).
4. On utilise 'amélioration de Rao-Blackwell. D’abord on a

]P’Q(Xlzk,S—Xlzs—k)

]P’Q(Xl = k‘S = 8) =

Po(S = s)
_ C]]f[@k(l _ Q)N kos (Z 1)95—k(1 _ H)N(n—l)—(s—k)
C3,05(1 — O)Nn—s
_ ChCRw
Cim

On appelle cette loi la loi hypergéométrique de parametres (Nn,s, N). On
peut linterpréter dans le cadre d’un modele d’urne de la maniere suivante :
Imaginons une urne qui contient m boules dont b blanches et m — b noires. On
tire n fois sans remise. Soit Y le nombre de boules blanches tirées. Alors, Y est
une variable hypergéométrique de parametres (m,b,n). A vrai dire, on ne fait
rien d’autre dans notre exercice : supposons, que le nombre total de défauts est
fixé a b = s sur les m = Nn micro-chips produits, on demande la probabilité
que parmi N micro-chips choisis au hasard (sans remise) il y a k défauts.

Donc, on obtient

: L CLOY
s =E(3]S) =Y P(X1 = j|S) = ZT"*
7=0

j=0 Nn

et, d’apres le théoreme de Lehman-Sheffé, dg est optimal.
Lorsque k varie, d5(X, k) est la valeur en k de la fonction de répartition d’une
loi hypergéométrique de parametres (Nn, S, N).

A
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FEzercice VIIL.7.

1.

232

. La vraisemblance est p(x;q) = (1 — q)

Soit z € N*, Py(X = z) = (1 — ¢)* '¢. La loi de X est la loi géométrique de
parametre q.

=1g. 11 s’agit d’un modele exponentiel

avec T'(X) = X comme statistique canonique. La statistique 7" est exhaustive
et totale.
1 z-1 0? 1 (z-1)

0
On a —logp(x;q) = — — et — logp(x;q) = —— — ——=. On en
dq Bp(;9) ¢ l-q 9% 2p(ig) ¢ (1-q)?
déduit
1 1 1 1 1
(q)= 5+ 5 (EJX] — 1) = = + - ,
W=t ®X V=t a5 = ea—g

La vraisemblance du n échantillon est

pn(:vl, ey Ty q) = q"(l — q)zz:l Ti—n

On regarde les zéros de la dérivées en ¢ de la log-vraisemblance L, = logp,,

n y . . .
— est estimateur du maximum de vrai-

et on vérifie que ¢, = =—— =

semblance de q.

. On peut appliquer le T.C.L. Comme Var,(X) = (1 — ¢q)/¢?, il vient

ot 1-

\/E(Xn -

|-

Comme la fonction h(u) = % est continue pour u > 0, on a la convergence en
loi suivante

Loi 1-— q 4
n(—=— —q) = N(0, )
Vn( 7. 9 ( Z ! )
Le modele étant régulier, on a ainsi directement les propriétés asymptotiques
de PTEMYV. Dans tous les cas, nous concluons

Vildn — q) 22 N (0,621 — q)).

La détermination de lintervalle de confiance est réalisée a partir de D'ap-

proximation asymptotique valable pour des grands échantillons. Nous avons
GnV/'1 — ¢y, qui converge presque stirement vers g/1 — g d’une part, et q—\/‘/l% (Gn—
q) qui converge en loi vers une gaussienne centrée réduite N'(0, 1) d’autre part.
Appliquant le théoreme de Slutsky, on conclut ————
GnV'1—Gn
vers G de loi N'(0,1). Désignant par u, le fractile tel que P(|G| < uy) =1—«,

un intervale de confiance pour ¢ de niveau 1 — « est :

(Gn—q) converge en loi
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~ én\/l_én'A (jn 1_(jn
[Qn_ua 3 qn + Uq ]
NG NG

7. Les parametres de la modélisation sont n = 40 et nous avons > | x; = 1779.
Nous déduisons comme estimation ¢, =~ 0.02249 et comme intervalle de
confiance de niveau 95%, (u, = 1,96) lintervalle [0,016;0,028]. Le nombre
de fraudeur estimé est ny ~ nog, € [320;560].

A

FEzxercice VIII.S.

1. La loi de X; est la loi (ml + a, 02). La log-vraisemblance s’écrit :
L, (x x 'oz):—ﬁlog(27ra2)—LG:(:n-—m‘—oz)2
n 1y dmy 2 252 - i )
=

On obtient :

et donc
n

0 1
Ly (21, Ty ) =0 0= = Y (2 —my).
da n (1'17 7377“04) « n - (xz mz)

L’étude du signe la dérivée de la log-vraisemblance, montre que la log-vraisemblance

n

1
atteint son maximum en — g (z; — my;). L'estimateur du maximum de vrai-
n

i=1

semblance est donc
n

. 1
1=1

La loi de &y, est la loi N'(a, 02/n). En particulier, cet estimateur est sans biais.
On vérifie s’il est efficace. On a également

0? n
aQQLn (1’1, vy T Oé) - _?7

et, on en déduit que l'information de Fisher est

32
L (X1, X )] = .

In=Ea[-75 p

1
Comme Var, (G,) = — = T lestimateur est efficace.
n n
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De plus les variables (X; —m;) sont indépendantes et de méme loi gaussienne.
Par la loi forte des grands nombre, I'estimateur est convergent. Comme la loi
de /n(d, — a) est la loi N'(0,0?), I'estimateur du maximum de vraisemblance
est donc asymptotiquement normal (et asymptotiquement efficace).

. La loi de X; est la loi N(Bm;,0?). En particulier, la loi de B, est la loi

2 n
o 1 ~
N (B, — g — ). Ainsi 3, est un estimateur sans biais de [3,,. On vérifie s’il
n m;
i=1 """

est efficace. La log-vraisemblance s’écrit :

n 1
Ly (21,...., 703 8) = —3 log(2m0?) — 252 (z; — Bmy)* .
i=1
On a N
0? 1
aTBLn ('rla sy Tps B) = _ﬁ nga
i=1
et donc
0? 1 &<
I, =Eg [—%Ln (X1, ...,Xn;ﬁ)} == m
i=1
D’autre part on a
~ 02 1
=17

1
5, et I'inégalité est stricte des

D i M

11
Par Cauchy-Schwarz, on a — Z — >
il

~ 1
qu'il existe m; # m;. En particulier Varg(s,) > T s'il existe m; # mj, et
n
I'estimateur n’est alors pas efficace.
.Ona
) 1 —
%Ln (@1, 203 B) = —5 > mi (i — ).
i=1

En étudiant le signe de cette dérivée, on en déduit que 'estimateur du maxi-
mum de vraisemblance de § est

3 2 iy X
n = 2
Z?:l m;
A 0'2
La loi de 3, est la loi N (8, =5 5)- En particulier, cet estimateur est sans

D i1 M

biais et il est efficace. Il est préférable & 3,.
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4. On obtient les es:cimations avec les intervalles de confiance de niveau 95% :
Gy ~ 88.6 6.1, 8, =~ 1.088 £ 0.006 et (3,, ~ 1.087 £ 0.006.

A

FExercice VIII.9.

1. Notons z1,...,x, les n = 8 observations. La vraisemblance s’écrit
1 [+ 1 «
co) — . _ 2
pn(xl,...,xn,a)—an (11%) exp( 2az;$z>.
1= 1=

Son maximum est atteint pour

n

ap = %Zx?,

i=1
ce qui nous donne pour a la valeur estimée a = 2.42.

2. On vérifie que l'estimateur a,, est :

a) Sans biais.

1 n
b) Optimal, car fonction de la statistique exhaustive et totale S, = 3 Z Xi2
i=1

(modele exponentiel).

c) Efficace, car le modele exponentiel sous sa forme naturelle donne A = —1/a
et p(A) = log(a) = log(—1/\). Et dans un modele exponentiel, sous sa
forme naturelle, S,, est un estimateur efficace de ¢'(\) = a.

d) Asymptotiquement normal, par le théoréme central limite.

3. La probabilité qu'une catastrophe se produise durant une année donnée s’écrit

+oo .%'2
p= / exp (——~> ~ 581074
6 2@

Par indépendance, la probabilité d’avoir strictement plus d’une catastrophe en
mille ans vaut

8

1= ((1 = p)'% +1000p(1 — p)**) ~ 0.11,

ce qui n’est pas négligeable ! Notons qu’en moyenne une catastrophe se produit
tous les 1/p ~ 1710 ans.

A

FExercice VIII.10.
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On utilise I'indépendance des variables X :

Var, (p,) = Var, < Z X ) s ZVarp %

Comme p € [0,1],on adonc p (1 —p) < %. Le maximum est atteint pour p =
Finalement : Vary, (p,) < 4.

. Modélisons le vote d'un électeur par une loi de Bernoulli : la variable Xj,

désignant le vote de I'individu ¢, vaut 1 s’il vote pour 'ancien maire et 0 sinon.
On utilise 'approximation gaussienne donnée par le TCL :

V(i —p) —2 N(0,p(1 - p)).

n—oo

Un intervalle de confiance asymptotique de niveau 5% est donné par :

{ﬁn —ug /Var, (pn), Pn + Us | / Var), (ﬁn)} .

On a Us /Var, (pn) < u ﬁ. On veut que Uz / ﬁ < 0.03. On obtient donc :

> —2— > 1068.
<2><OO3> soit n > 1068

On teste : Hy = {p = q} contre H; = {p # q} ou p et ¢ désignent respective-
ment le nombre d’avis favorables pour le maire actuel lors du premier et du se-
cond sondage. Le test est équivalent & Hy = {p—q = 0} contre H; = {p—q # 0}.
On peut utiliser le formalisme du test de Wald ou du test de Hausman. On
peut aussi faire le raisonnement suivant, qui permet d’obtenir le méme résultat.
Il est naturel de considérer la statistique de test p,, — ¢, et la zone de rejet est
{IPn, — Gn| > ¢} : on rejettera d’autant plus facilement Hy que p, sera éloigné
de G,.

On utilise 'approximation gaussienne donnée par le TCL : comme les variables
Pn €t g, sont indépendantes, on en déduit que

~ N Loi
Vi(pn = D, Gn —q) ——— N(0, %),

n—~o0

ol la matrice de covariance X est diagonale : X = (p(lo_ ) q(lo— q)> Sous
Hj, on en déduit donc que

Vi(n = 4n) —2 N(0,p(1 —p) +q(1 - q)).

n—oo
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On utilise enfin un estimateur convergent de la variance py,(1—py,) + Gn(1—Gn),
pour déduire du théoreme de Slutsky que
_ \/HA(pn - f]n) _ Loi N(O, 1)
\/pn(l _pn) + Qn(l - Qn) n—00
A la vue de ce résultat, il est plus naturel de considérer la statistique de test
\/ﬁn(l - ﬁn) + én(l - én)

Remarquons que sous Hi, la statistique 7, diverge vers +00 ou —oo. On choisit
donc la région critique

n

W, = {|Tn] > ¢} .

On détermine c le plus petit possible (région critique la plus grande possible)
pour que le test soit de niveau asymptotique . On obtient, avec 'approxima-
tion gaussienne

Ppp (Wh) = IP)p,p(|Tn| > c) m P(|G| > ¢),

ou G est une variable aléatoire de loi AV/(0,1). Pour obtenir un test de niveau
asymptotique «, on choisit donc ¢ = ug, le quantile d’ordre (1 — %) de la loi
normale centrée réduite.

On rejette donc Hy avec un risque de premiere espece « si : |T),| > Us.
Application numérique. Avec o« = 0,05 : ¢ = 1,96 et t,, = —0.93. On ne peut
pas rejeter Hy au niveau 5%, infirmant ainsi la position du journaliste. La
p-valeur de ce test est : P(|G| > t,,) = 0.177.

A

Ezxercice VIII.11.

LLOna:7m=PX,=1) =P(Z,=0) =e? et P(Xz=0) = 1—e? La
loi de X est la loi de Bernoulli de parametre 7. La loi de Y, comme somme
de Bernoulli indépendantes et de méme parametre, suit une loi binomiale de
parametre (n, ).

2. La vraisemblance s’écrit : p (z;7) = Cin¥ (1 —m)"™Y, avec y = Y., ;. La
log-vraisemblance est donnée par

L (z;7) =logp (y;m) =log Cf + ylogm + (n — y)log (1 — 7).
0 — 0
On a %L(aﬁ;w) = % — 711_ i En résolvant : %L (y;m) = 0, on vérifie que

N Y
Pestimateur du maximum de vraisemblance de m est @ = —. On en déduit
n

Pestimateur du maximum de vraisemblance de A : A = — log (7) = — log (Y/n).
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En utilisant 'approximation gaussienne, on a :

IC) o (7) = [ﬂ—ul__\/ -7 1_%\/@],

ou uj_ demgne le quantile d’ordre (1 — —> de la loi normale centrée réduite.

On dedu1t de l'intervalle de confiance de A a partir de celui de 7, en utilisant
la transformation logarithmique :

~ 7(l—-7 R 2(1—-7
1C1-a (A) = [—log <7T+U1% %),—log <7T—u1% %)]

T(1—7)

On trouve : 7 = 0.6, ~ 0.155, A ~ 0.51, ICys59 () = [0.3;0.9] et

n
ICq59, (A\) = [0.11;1.2] (non centré sur /)\\)

Si la densité A est tres forte alors 7 est tres proche de 0, ce qui implique que
la probabilité d’avoir des tubes négatifs est tres proche de 0. On ne parviendra
pas a estimer A. Remarquons que l'estimateur du maximum de vraisemblance
de A n’est pas défini pour w = 0.

Si la densité X est tres faible alors m est tres proche de 1, ce qui implique que
la probabilité d’avoir des tubes négatifs est tres proche de 1. On ne parviendra
pas non plus & estimer \ dans ce cas.

La loi de Y; est la loi binomiale B (n;,m;) ou m; = e~Mi La vraisemblance
s’écrit :

N N
i —Yi . s N\ Y
Py, YN A) = HC,%; (1 — )Y = Hcgz oMy (1 _ ef)\dl) ’
=1 i=1

et la log-vraisemblance

L(yi,...,yn; ) =10gp(y1,---,yzv;>\)

= Zlog Cyl + Zyz log m; + Z —yi) log (1 — ;)
Z og Cft — Z)\yld + Z — ;) log (1 —e” d") .

La dérivée de la log-vraisemblance s’crit donc

oL (yl, .- >yNa e_)\di
N = _Zy’d T Z EpOVAL
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Elle s’annule pour X tel que :

N N o—Adi
Zyidi = Z (nz - yz) d; (m) .

i=1 =1

Le menbre de droite est une fonction strictement décroissante de A prenant les
valeurs limite +o00 en 0 et 0 en +00. En particulier, ’équation ci-dessus possede
une seule racine. La résolution de cette équation n’est pas toujours possible
formellement. L’estimateur obtenu s’appelle MPN : most probable number.

.Ona:
2

0 N 9 e~ Adi
I(A)=-E [WL(YM---,YN§)‘):| = ;nidim'

Comme on a un modele régulier, la variance asymptotique de I’estimateur du
maximum de vraisemblance est donc

. Dans ce cas :

0
oL WLy A) =y + (n =) —~— 5t

1—e

Apres avoir résolu une équation du second degré, on trouve

—(n—Y3) +1/(n — Vo) + 120 (21} + V)

= —2log 5
n

L’intervalle de confiance asymptotique de niveau 1 — a de A est donc

IC1_a(\) =

A+ uj_g Vv (5\)

Numériquement, on trouve : 7 ~ 0.569, A ~ 1,23 et ICq50, (N) =~ [0.44,1.81].
A
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XIII.9 Tests

Exercice I1X.1.
1. Soit 8" > 0. Le rapport de vraisemblance est :

plz1,... 20,0 [ O\" 1 1\ « A
(@, an0)  \o) P 7 ;x '
Donc, il existe un test U.P.P. de niveau a donné par la région critique :

W, = {(wl,...,xn) > > ka} ,
i=1

oll kq est tel que a = Py, (W). La statistique de test > ;| X; suit la loi Gamma

de parametres n et %, sous ’hypothese nulle. Donc, % dor X, suit la loi

Gamma de parametres n et %, i.e. la loi du x? & 2n degrés de liberté (toujours
sous ’hypothése nulle). Donc, on peut déterminer k,

- 2 © 2
o :PQO(W) :Oéngo <ZXZ > k‘a> :Pgo <%ZXZ > %kﬁa> .
=1

i=1

Donc, %ka = 24(2n). On obtient donc la région critique :

= 0
W, = {(ml,...,xn) > > Eoza(Zn)} :
=1

oil 2,(2n) est le quantile d’ordre 1 — « de la loi du x? & 2n degrés de liberté.

2. La région critique du test U.P.P. de niveau « est donné par :

Wy = {(1‘1,...,.73”)‘ Z$i</€1 et in>k2} ,
i=1 i=1

avec ky et ky tels que v = Py (W) :

1—0z:IP’90 <k1<ZXi<k32>

=1
:P90< k‘1<—ZX <—k32>.

Or, sous Hy, 92 S X suit la loi du x? a 2n degrés de liberté. On choisit
donc 2 ok = Zay (2n) et kg = Z1_qa,(2n) avec a1 + ag = a. Un choix classique
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consiste & prendre a1 = as = /2 (on accorde alors autant d’importance de
se tromper d'un coté que de l'autre). Cela correspond en fait au test bilatere
UPPS dans un modele exponentiel. Ce test est toutefois dégénéré car 'intervalle
[0o, 6p] est réduit & un singleton.

FExercice 1X.2.
1. D’apres les données de I'énoncé, py = 1/310 000 ~ 3.231076.

2. En supposant les X; indépendants, la variable aléatoire N suit une loi binomiale
de parametres n = 300 533 > 1 et p de I'ordre de pg = 3.23107% < 1. On peut
donc approcher cette loi par une loi de Poisson de parametre § = np. Dans le
cas des études antérieures, on a 0y = 300 533 py ~ 0.969.

3. On construit un test de la forme ¢(N) = 1;y>n,}. Sous 'hypothese Ho, N
suit une loi de Poisson de parametre 6. On a alors :

k
a=E[p(N)] =P(N>N,)=1- ) %e_e.
k<Nq

On obtient pour N, = 3, o ~ 7.47% et pour N, = 4, a ~ 1.71%. Comme on a
observé N = 4 cas de dommages, on rejette ’hypotheése Hy au seuil de 5%. La
p-valeur de ce test est de oo ~ 1.71%.

A

FEzxercice IX.3.

1. Cet exemple rentre dans le cadre du Lemme de Neyman-Pearson. On définit
la région critique du test :

Ao = {(z,y) e RE2EY) gy

pl(x7y)
On a aussi
Ay = {(z,y) e R2N([-2;2] x [-2;2]); 22 + 4% > K, }.

Sous I'hypothese Hy, X2 + Y2 suit une loi du x%(2). On a 5% = P1(x*(2)
5.99). Soit a tel que K, = 5.99. On en déduit donc que P1(4,) = a <5
C’est le test le plus puissant parmi les tests de méme niveau.

>
%.

2. Une statistique de test est X? + Y2. La région critique est l'intersection de
Pextérieur du cercle de rayon v/5.99 avec le carré [—2;2] x [—2;2].

A
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FExercice 1X.4.

1.

242

Le vecteur des parametres est 0 = (uq1, p2,01,02)". On veut tester Hy = {u1 =
uo} contre Hy = {u1 # po}. On applique le test de Wald avec la fonction
g(u1, o, 01,09) = p1 — po. L'estimateur du maximum de vraisemblance de 6
est 0, = (11, fiz,01,02) avec

n n

N 1 ¢ N 1« o 1 TR | ~ N2
MIZE;X% MQ:E;Yi’ 01:E;(Xi—,ul), Uzzgizl(yi—,uz)-

. ~ no . . ..
(Remarquons que, pour i € {1,2}, 67 = 1022 est un estimateur sans biais

de 02.) La log-vraisemblance associée & une observation est

1 T — 2 Y — 2
log p(, y:6) = — log(27) —  log(o%e3) — Tl W kel
1 2

On en déduit la matrice d’information de Fisher :
/o2 0 0 0
0 1/o3 0 0

0 0 2/02 0
0 0 0 2/03

1(6) =

La variance asymptotique de ’estimateur g(én) de p1 — po est

_9 99

2(0) = S5 O 0) 55

() = 0% + 03.
La statistique du test de Wald est donc :

C — n(lal - 1&’2)2
" 67 +63

Sous Hy, ¢, converge en loi vers un x? & 1 degré de liberté. Sous H1, (,, converge
p.s. vers +oo. On en déduit qu’une région critique de niveau asymptotique 5%
est donnée par {¢, > z}, o1 z est le quantile d’ordre 95% de la loi x?(1) soit
z ~ 3.84. Le test est convergent. La p-valeur asymptotique (non-uniforme) du
test est donnée par P(V > ¢2P%), ot V suit la loi x?(1) et (2" est la valeur de
la statistique de test évaluée sur les données.

. On note o2 la valeur commune de o7 et 02. Pour déterminer une région critique

de niveau exact, il faut déterminer la loi de (, sous Hy. Remarquons que
né?/o? et né3/o? sont indépendants et de méme loi x?(n — 1). On en déduit,
en utilisant les fonctions caractéristiques que Za,—2 = n(6? + 63)/0? suit la
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loi x%(2n — 2). On remarque aussi que, sous Ho, n(fiy — fiz) = > 0, (X; — Y;)
n(fin — fiz)’

a pour loi N(0,2n0?). Il en découle que Z; = — 5,3~ apour loi x2(1).
o
/
Ainsi, on obtient que ¢, = 2n——=-—.
Zon—2
De 'indépendance de fi; avec &% et de fio avec &%, il résulte que Z] et Za,_o
-1 A
sont indépendants. Ainsi la loi de r Cn = L est la loi de
n Zgn,Q/(2TL — 2)

Fisher-Snedecor de parametre (1,2n — 2). La région critique de niveau exact
5% est donnée par {¢, >

12"}, ol 2’ est le quantile d’ordre 95% de la loi
n J—
de Fisher-Snedecor de parametre (1,2n — 2). Pour n = 15, on obtient 2’ ~ 4.20

et

12’ ~ 4.50 (& comparer avec z ~ 3.84 dans la question précédente).

Remarquons que (62 + 63)/2 est bien I'estimateur du maximum de vraisem-

blance de o2 dans le modele ol 03 = 05 = o2,

A

FEzxercice IX.5.

1. La vraisemblance du modele est pour = = (z1,...,z,) € R",
—(x;—6)%/20
e
po(@:0) = || ——F—=",
n(@;) 21—[1 276

et la log-vraisemblance est donnée par

n n " (x; — 0)?
L, (z;0) = -5 log(2m) — B log(0) — Z ﬂ

On obtient

Comme on a limg_,g Ly (z;6) = limg_. Ly (2;0) = —o0, la log-vraisemblance
est maximale en ’. L’estimateur du maximum de vraisemblance est donc
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244

Les variables (X2, n > 1) sont indépendantes et intégrables, la fonction f :
T — —% 44/ i + x est continue sur R*, on en déduit que la suite d’estimateur

(0,,n > 1) converge p.s. vers f(Eg[X?]) = f(6+62) = 6. La suite d’estimateur
est donc convergente. Les variables (X2,n > 1) sont indépendantes et de carré
intégrable, et la fonction f est de classe C' sur R*. On déduit donc du théoreme

central limite, que la suite d’estimateur (6,,n > 1) est asymptotiquement
normale de variance asymptotique

26>
o = (g [XT])* Varo(XT) = 7=5-
De plus, on a
0 11 o 1420
1(0) = ~Eol55 L1(X150)] = — o5 + g5 Bo[Xi] = — 75—

Comme 02 = 1/I(0), la suite d’estimateurs (6,,,n > 1) est asymptotiquement
efficace.

. On considere la statistique de test

;o . V1 + 26y
G = Vn(bn 90)790\/5 :

On déduit de la question précédente que sous Hy, la statistique de test converge
en loi vers une gaussienne N(0,1). Sous Hy, la suite (én,n > 1) converge p.s.
vers 6 > 0y En particulier (¢/,,n > 1) converge p.s. vers +0o. On en déduit que
les régions critiques

Wy, ={G, > c}

définissent un test asymptotique convergent de niveau o = P(N(0,1) > ¢).
Comme >0 22 = >0 (x; — Zn)% + nZ2, on obtient 6, = 4.17, ¢/, = 2.00 et
une p-valeur de 2.3%. On rejette donc Hy au niveau de 5%.

Par la loi forte des grands nombres, la suite (X,,n > 1) converge presque
surement vers Eg[X;] = 6. Comme les variables aléatoires X} sont indépen-
dantes, de méme loi et de carré intégrable, on déduit de la loi forte des grands
nombres que la suite (% Zzle,%,n > 2) converge presque sirement vers
Eg[X?]. Comme

n 1 " n —
Vi, = -y X2 - X2
" n—lnkz_1 Foop—17"m
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on en déduit donc que la suite (V,,,n > 2) converge presque surement vers

EQ[X%] — E@[X1]2 = Varg(Xl) =6.0na

Eo[T;] = AEg[Xy] + (1 — \)Eg[Vo] = 6,

, . 0
Varg[T;] = X* Varg[X] + (1 = A)? Varg[V] +2 Covp(Xn, Vo) = X~ + (1= V) 1)

1
V;, suit la loi x?(n—1) de moyenne

— n J—
car X, et V,, sont indépendantes et car

n—1 et de variance 2(n—1). La suite d’estimateurs est sans biais. Par continuité
de I'application (z,v) — Az + (1 — A)v, on en déduit que la suite (T}, n > 2)
converge presque surement vers AEy[X;] + (1 — A\) Vary(X;) = 6. La suite
d’estimateurs est donc convergente.

. Les variables aléatoires ((Xy, X?),k > 1) sont de méme loi, indépendantes, et
de carré intégrable. De plus Ey[Xy] = 0 et Eg[X,f] = Varg(Xi) + Eg[Xi]? =
6 +62. On déduit du théoréme central limite, que la suite (Z,,,n > 1) converge
en loi vers un vecteur gaussien centré de matrice de covariance Y. La matrice
X est la matrice de covariance de (Xj, X?). On a

Varg(Xy) =0,

Covg(Xy, X2) = E[X}] — Eg[X]Eg[X7] = 6% + 307 — 6(0 + 6%) = 20,
Varg(X?) = E[X}] — Eg[X7)* = 01 + 603 + 302 — (0 + 0%)% = 403 4 20%.

. La suite (v/n(X, —6),n > 1) converge en loi vers une loi gaussienne N (0, 6).

(En fait la suite est constante en loi, égale en loi & N (0,80).)

Remarquons que —V est I'image de Z, par la fonction h, de classe C! :
-1

h(z,y) = y — x2. En particulier, la suite (\/ﬁ(n Vi, —6),n > 2) converge en

loi vers la loi gaussienne centrée de variance

Oh Oh Oh Oh.,

0,0+ 6% X 0,0+ 6%) = 26°.
(G )00+ 6% 2 (51 501(0.0+6%) =
n—1 Vi - .
Enfin remarquons que /nV,, — vVn——V,, = T En particulier, la suite
n n
-1
(VnV, — \/ﬁn s > 2) converge p.s. vers 0. On déduit du théoreme
n

de Slutsky et de la continuité de I’addition que la suite (v/n(V,, — 8),n > 2)
converge en loi vers la loi gaussienne centrée de variance 262. On pose Y, =
Vn(X, —0) et W,, = \/n(V,, — 6). En utilisant 'indépendance entre Y,, et W,
on obtient

lim Yy, w,)(y,w) = lim Py, (y)w, (w) = 0= 0?/2 (—20%w? /2
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pour tout y,w € R. On reconnait la fonction caractéristique du couple (Y, W),
ot Y et W sont indépendants de loi respective N'(0,80) et N(0,26%). On en
déduit que la suite (v/n(X, —0,V, — 0),n > 2) converge en loi vers le vecteur
gaussien (Y, W). Par continuité de l’application (a,b) — Aa + (1 — A)b, on en
déduit que la suite (/n (T2 — 0) = A\/n(X, — 0) + (1 — \)yv/n(V,, — 0),n > 2)
converge en loi vers AY + (1 —\)W. Autrement dit, la suite (v/n(7T7 —6),n > 2)
converge en loi vers une loi gaussienne N(0, 20 + 2(1 — X)26?). Ainsi la suite
d’estimateur est asymptotiquement normale de variance asymptotique af\ =
A20 +2(1 — \)20%.

6. On déduit de la question précédente, que sous Hy, la statistique de test converge
en loi vers une gaussienne N(0,1). Sous Hy, la suite (7),n > 2) converge p.s.
vers @ > 6. En particulier ({},n > 2) converge p.s. vers +o0o. On déduit du
théoreme de convergence dominée que les régions critiques

Wy, = {Cé > c}

définissent un test asymptotique convergent. Ces tests sont de niveau asymp-
totique a = P(N(0,1) > ¢). On obtient ¢} = 0.73 et une p-valeur de 0.23. On
accepte Hy au niveau de 5%.

2

26
7. On trouve \* = 20y /(1426) et 03, = T ;9 . L’application numérique donne
0

()" = 1.86 et une p-valeur de 3.2%. On rejette Hy au niveau de 5%.
Les suites d’estimateurs (f,,n > 1) et (72", n > 2) ont méme variance asymp-
totique. Remarquons que

A U s e | 1, n-1 :
b= —=+1/7 X2 ==y (0422 = 0)+ (X2 — 02).
2+\/4+ PECRR 2+\/( TR T ) (=)

En effectuant un développement limité, car p.s. lim, ., 2z, = 0, avec z, =
(=1, — 6) + (X2 — 62), on obtient

~ Zn

+9(23),
ot |g(2)] < 22/4(1 + 26). On en déduit que sous Hy,

i 1 1
n

- - X, — 00)2 .
n 1+290n_1vn+( n ‘90) +g(zn)

En particulier, pour tout ¢ €]0,1/2[, on a lim,_. n!~(6, —T7") = 0 en proba-
bilité. Ainsi les deux statistiques de test ¢, et Cé* définissent asymtotiquement
les mémes régions critiques.
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On peut aussi remarquer que le modele considéré est un modele exponentiel de
statistique canonique Y ,_; X ,3 De plus la fonction en facteur de la statistisque de
test dans la vraisemblance, Q(f) = —1/6, est monotone. En particulier, le test (pur)
UPP pour tester Hy contre Hy est de région critique {d p_; X? > c}, c’est exac-
tement le test construit a partir de 'estimateur du maximum de vraisemblance.
Ainsi le test construit a 'aide de I'estimateur du maximum de vraisemblance a de
bonnes propriétés asymptotique, mais il est méme UPP a horizon fini.

A

FEzxercice IX.6.

1. Oy est fixé. Ici 61 > 6y. Les hypotheses du lemme de Neymann-Pearson sont
verifiés. On pose

F(,0) = e B -5
z,0) = —=e “i= o
(2m)"
11 vient , )
}”Em, 21; e s 7((9%'—91)2;2(9%‘—@0) ) _ eM)\—%MQ’
z,bo
avec M = M et A(X) = M. On notera A la variable aléatoire a

valeur dans R. On considére la région critique du test 4, = {x € R", ;Eig;g >

cal(01)}. Aq est aussi I'ensemble A, = {z € R", A(z) > A\y(01)}. Ce test associé
a la région critique A, est le test de niveau « le plus puissant pour tester
I’hypothese {# = 6y} contre {# = 6;}. Reste a déterminer \,. Sous 6y, A est
une variable aléatoire de loi gaussienne N(0,1) Il s’agit donc de choisir A\, (61)

tel que : f;c?(;l) J%e*%du = . On en déduit que A\, (61) = Ay est indépendant
de 61. La région critique définie est indépendante de 61 > 6. Ce test est donc
aussi un test de niveau « uniformément plus puissant pour tester {6 = 6y}
contre {6 > 6p}.

2. Si 6 = By, A suit une loi gaussienne N'(0,1). Si 6 = 01, A— M suit une loi
gaussienne N (0, 1). On souhaite definir n tel que Py, (Aq) = « et Py, (Aq) = 5,
c’est a dire

oo 2 e S R ACI R
e 2du=o et e 2 du< = e 2 du.
/a V2T /_OO V2 <P /_oo V2T
V/n(01—00)

Cette procédure nous permet ainsi de choisir n tel que A\g > Ao — Y—_—.
On choisit donc n > 0(Ag — \a)?/(01 — 60)>.

3. Les régions critiques définies pour le test de niveau « uniformément plus puis-
sant de 6 = 6y contre 6 > 6 et le test de niveau a uniformement plus puissant
de 8 = 6 contre 6 < 0y sont distinctes.
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4. a) L’ensemble X’ peut aussi s’écrire :

X = {z € R?/M@)—3M? 5 oy C*@A(x)}.
g

Pour tout 0 € R, sous Py, A admet comme dlstrlbutlon la loi N (9790), 1).

Soit Aa tle que Py, ([A| = Aa) =2 I ﬁe_Tdu = «, on détermine unique-
2

ment les valuers de cq (61), c*%(é?l), telles que & = {2 € R"/|A(z)| = Aa}

(ensemble indépendant de 6;). Et ceci pour tout 6; # 6. On a

. (u— \/ﬁ(%—eo))Q
oP(X €x]  OJLuzag 7@ 2 du

= =0.
89 ‘90 69 |'90

b) Soit S une autre région critique de niveau «, définissant un test sans biais,
Vl, Py(S) > a, et Py, (S) = . Nos hypotheses (fonctions régulieres et

dérivation sous le signe somme) nous permettent d’affirmer : 813(%8) 00 = 0.
On a donc
OPy(X —SNX) IPy(S—SNX)
= t Py, (X—SNX) = Py (S—SNX).
a0 160 00 160 et Fou ) = Pau )

Soit A C X. Alors pour tout z € A, on

LO0f(z,0)
90 oo

f(x>91) > Cf(x>90) +c

En intégrant sur A, et en permutant I'intégrale en x et la dérivation en 0,
il vient

0 z,0) dx
/Af(m,ﬁl)deC/Af(xjgo) dz + ¢* fAf((% R

Si A c X1, alors on obtient

C/Af(m,ﬁo)dw—i-c fA /fx&l

En utilisant ces deux inégalités et les deux égalités précédentes, il vient

C*OPQ(X—SWX)

Pp, (X —SNX) > Py, (X —SNX)+

00 |60
P — X
ZCPQO(S—SHX)—{—C*a o5 =5NX)
o0 60

Z]P’QI(S—SHX).
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Finalement, on en déduit
IP)91 (X) > ]PGI (S)
Le test pur de région critique X est plus puissant que n’importe quel autre
test pur sans biais.
A
FExercice I1X.7.
1. La fonction de vraisemblance est :

1 (1-1)? 1 _8+L? g,
e 202 = e 202 60'2 1‘

V2ro? vV 2ro?

Il s’agit donc bien d’un modele exponentiel de statistique canonique S =
> iy L. L’estimateur du maximum de vraisemblance de L est :

A 1<
L, = E;Li.
1=

2. On peut donc définir un test UPPS au seuil o pour tester Hy contre Hi, a
laide de la statistique de test S/n : pour | = (I1,...,1,),

e(l) =0 si S(I)/n € [c1, ca]
l l

p(l) =i st S()/n = ¢

p(l) =1 st S(U)/n & [c1, 2]
les constantes 7; et ¢; étant déterminées par les conditions Bz s/ [¢(L1, ..., Lyn)] =
a = E; splo(L1,...,Ly)]. Ici, S est la somme de variables aléatoires gaus-

siennes indépendantes, donc c’est une variable aléatoire gaussienne donc conti-
nue : on peut prendre les v; nuls. Le test UPPS est donc un test pur de région
critique :

W =A{LS5)/n ¢ [e1, eal}-

On détermine ¢y et co par les relations :

vn(ca—(Lo—dL)) /o0 279 dy
]P)7 _6 (W):l—/ eiy /2—:
(Lo—6L) Vvn(e1—(Lo—3L)) /oo var
et Vile2=(Lo+oL))/
n(ca—(Lo+ 90 2 dy
P ; Wzl—/ iy
(Lo+6L) (W) Vvn(c1—(Lo+dL)) /o0 vam
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+ €200
et co sous la forme cg = Lo+ ——.

NG

€100

NG

On cherche ¢; sous la forme ¢; = Ly —

On a donc a résoudre :

dLynfootez 29 dy —0Lv/n/ootez 29 dy
eV /t—=1—-—qa et eV /it—=1-qa
SL\/n/oo—e1 Vim —8L+/n/oo—e1 V2T
Comme 6L # 0, on déduit du changement de variable u = —y dans la premiere

intégrale que €; = g9 = ¢ et que :

e V22 dy _ 1

/JL\/H/UOJre
—8L~\/n/oo—¢ V2T

L’application numérique donne :

—10.614¢ Iy dy B
e —— =0.95.
—10.61—¢ V2T

On en déduit que € > 10.61 car ffoo 6_92/2\?—23/—” = 0.5 < 0.95, donc la borne
inférieure de I'intégrale est < —21, ce qui revient numériquement a la prendre
infinie. On cherche donc € tel que :

—10.61+
/ T2 W o

o) 27‘(

ce qui donne —10.61 + ¢ = 1.64, c’est-a dire ¢ = 12.25. On a donc ¢; = 783.3

et co = 786.7. Comme L, = 788.3 ¢ [c1,co], on rejette 'hypothese Hy. La
machine nécessite donc d’étre révisée. La p-valeur associée a ce test est de
l'ordre de 10737,

On sait que Pestimateur L de L est sans biais et efficace, et que sa loi est une

loi gaussienne N (0,03/71). On a donc £ <M> =N (0,1), ce qui donne :

g

a _ a 2 dy
P n(LL—L)/og € —a,a :/ ef%
(VAL = Dfoy € [aa) = [ 5
On a a = 1.96 pour 1 — o = 95%. L’intervalle de confiance de L est donc
[L+ %} = [788.0, 788.6]. Comme [Lo — 6L, Lo + 6L] N [788.0,788.6] = (), on
confirme le fait que la machine doit étre révisée.

=1—-a.

A

FEzercice IX.8.

1.
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On suppose que les variables sont indépendantes et de méme loi.
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2. On considéere 'estimateur de la moyenne empirique i = Z X;. Comme les

(Xi,1 € {1...,64}) sont des variables aléatoires 1ndependantes de méme loi
gaussiennes, [i suit une loi normale de moyenne u, et de variance 72

3. On teste 'hypothese nulle Hy : p < po (le nouveau modele n’est pas plus
performant que ’ancien) contre Hj : p > pg. Dans ce cas l'erreur de premieére
espece est d’adopter le nouveau modele alors qu’il n’est pas plus performant
que l'ancien. Il s’agit d’un test unilatéral UPP dans un modele exponentiel.
On choisit alors une région critique de la forme W = {4 > k}, ou k est
tel que erreur de premiére espece est de 5%. On a donc SUP e 1, E,(1w) =
sup,,< o Pu(W) = 5%. Or, comme fi est une variable normale, il vient

W) = By (> 1) = 2, (v (2] > vt 2.

Comme /n <“—;’i> suit une loi N'(0,1), on a

a1 (5(5).

g

ou N est la fonction de répartition de la loi normale. On remarque également
qu'il s’agit d’une fonction croissante de y donc sup,,<,,, P (W) = P, (W). Pour
un seuil de 5%, k est donc déterminé par ’équation :

k— k-
1—N<\/E< U“°>) :0.05@\%(7’”0) :u95%<:>k:u\9/5§0—|—u0

Pour I’application numérique, on sait que ugsy; = N~1(95%) = 1.64. On a
donc k£ = 123.9 > 4 = 123.5. On accepte donc I’hypothése Hg, au vu des
observations le nouveau modele n’est pas plus performant que 'ancien. La p-
valeur de ce test est p = 0.07. Ceci confirme que 'on rejette Hy au niveau de
5%, mais cela montre également que le choix de 5% est presque critique.

4. On demande également d’évaluer ’erreur de deuxieme espeéce pour = 1.05 pg,
c’est a dire la probabilité de rejeter le nouveau modele sachant qu’il est plus
performant (i.e. 'annonce du représentant est exacte). Il s’agit donc de

. k—1.05
1—=Pu—1.05p (> k) = N <\/ﬁ <fuo>> .

Utilisant la valeur de k trouvée précédemment, on a P,—q.05, (2 < k) =
N(—-0,86) = 0,195 ~ 20%. Il s’agit du risque du vendeur, i.e. le risque que
sa machine ne soit pas achetée alors qu’elle est 5% meilleure que I’ancienne.
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5. L’hypothese a tester est Hj : p = 1.05u0 contre Hy : p < po. Dans ce cas
la région critique est de la forme W = {fi < k}. On cherche k tel que 'erreur
de premiere espece soit 0.05 ce qui donne Py g5, (W) = 0.05. En raisonnant
comme précédemment (on rappelle que \/ﬁ/ia%’”—“ est une gaussienne centrée

réduite sous H(), on aboutit &

oN~1(0.05)
\/ﬁ

On rejette Hy si ft < 122.02. Au vue des données, on accepte 'hypothese
u = 1.05u0 : le nouveau modele est donc plus performant que I'ancien. La
p-valeur de ce test est p = 0.19. Elle confirme qu’il n’est pas raisonnable de
rejeter Hy.

k=1.05u¢ — ~ 122.02.

Le risque de deuxieme espece est alors sup, <,  Pu(it > k) = P, (2 > k). En
utilisant la valeur k& = 122.02, on obtient P, (i > k) =1 - N <\/ﬁ <%)) o~

20%. L’acheteur a alors au plus 20% de chance d’accepter I’annonce du repré-
sentant alors que celle-ci est fausse.

6. Dans la question 3, le risque de I'acheteur est P, (it > k) et dans la question
4, celui du vendeur est Pqgs5,,(t < k). On peut donc chercher k tel que ces

deux risques soient égaux. Or on sait que Py (4 > k) = 1 - N <\/ﬁk;ﬂ)

et Prosu, (it < k) = N (\/ﬁk*%‘%w) L’égalité des deux probabilités donne
k—po = 1.05u0 — k et donc k = 123. Dans ce cas le risque vaut N ((123 —126) *
Vv64/19.4) = 11%.

A

FEzercice 1X.9.

7. On dispose donc d'un deuxieme échantillon Y7, ...,Y;, de moyenne v et on
désire tester Hy : pu = v contre pu # v. L’échantillon global est donc
(X1, .., X, Y1,..., Y} et la densité du modele est

1 R 1 «
p(x,y; p,v) = W exp <—@ Z(x - M)2 ) Z(y - V)2> .
i=1 i=1

Pour 6 = (u,v), on définit Oy = {0 : u=v} et O = R% — Oy.
L’estimateur de vraisemblance dans le cas = v est § = m}m Ol X+ Y))
et les estimateurs dans le cas général sont ot = 3% X et 0 = 137" V.

On remarque que (m +n)0 = nji 4+ mp.
8. Pour construire la région critique on procede par la méthode du rapport de
vraisemblance : on recherche une région critique de la forme
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W= {(:C,y)| pn(w,y,ﬂ,ﬁ) > kpn(x,y,e,é)}.

En calculant le quotient des deux densités on obtient

{(@)] Y i — ) = (@i =0+ (i —9)> = (i —0)” <k}
i=1 i=1 i=1 i=1
En utilisant les identités
S = 0 = 3o i+ (i 07
i=1 i=1
S i — 072 = (yi— ) +m(p— )
i=1 i=1

et le fait que (m +n)(@ — ) = m(@ — i) et (m +n)(@ — D) = m(i — D) on
obtient que la région critique est de la forme

(@) mn 0 — | >
=q(x v — co g .
Y n K

Or sous I'hypothese Hy, 7 — i suit une loi normale de moyenne nulle et de
variance ”:n‘”‘ 2 donc pour un risque de 0.05, on obtient que P, (W) = 0.05
implique ¢ =1 - N~ (0 025) = 1.96. Avec les valeurs données dans I’énoncé,

on trouve que + ™| — 1] = 0.36 et donc on accepte I’hypothese nulle :

o m+n
les deux machines sont équivalentes. La p-valeur de ce test est p = 0.70, ceci
confirme que l'on en peut pas rejeter Hy.

A
FExercice 1X.10.
Les statistiques
_]=9 ]=9 2
5(1 =n 2) =n
j=0 ] 7=0 Pj
ou (pj,j € {0,...,9}) sont les fréquences empiriques observées et p; = 1/10 sont

les fréquences théoriques, convergent en loi vers un 2 & 10 — 1 = 9 degrés de
liberté. Les tests définis par les régions critiques :

Wi ={&) > z(9)}, i€ {12}

sont convergents de niveau asymptotique «, avec z,(9) défini par :
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POA9) > 2(9)) = a.

L’application numérique donne gﬁf) =11.1¢et §£L2) = 10.4. Au seuil a = 5%, on lit
dans la table des quantiles de la loi du x? : z4(9) = 16.92. Comme z,(9) > ¢!
pour i € {1,2}, on accepte 'hypothese de distribution uniforme pour chacun des
tests. Les p-valeurs de ces deux tests sont p(!) = 0.27 et p? = 0.32. Ces valeurs
confirme qu’il n’est pas raisonnable de rejeter Hy.

A

FEzercice IX.11.

1. Puisque 'on est sous Hy, la loi des réponses des deux juges est la méme.

Notons [ la probabilité de répondre par I'affirmative (notée py = p$) = pf)),

(1) (2)

alors p_ = p-/ = p”/ =1 — (3. Notons py_ = «a et remarquons ensuite que
Py = p(j) = pit +pi—. Ainsi py = — . De méme p__ =1 — § — «, puis
finalement p_y =py —pyr = —-F—a=a.

2. La vraisemblance de I’échantillon = = (z1,...,2,) ott 7; € {—, +}? est donnée
par

pn(@; 0, B) = (B—a)2i=1 Hei=tr 0} q2ui=1 Hoi=(— 0} Tei=(+ )} (1— f—q ) =1 Hoi=(= )} |

On remarque que Ny = > 1ypp )y 6 Noo = 370 1 ). De
plus le couple (N44, N__) est la statistisque canonique du modele. On peut
alors écrire la log-vraisemblance L, (x;«, 3) de la maniére suivante :

Ln(z,a,8) = Nyylog(B—a)+ (n— N_— — Nyy)loga+ Nyylog(l — 8 —a).
On cherche & annuler les deux dérivées partielles

—N++ +n—N__—N++ N__

=0
B—a « 1—-08—a« ’
N, N__ »
B—a 1-0B-« -

Ce systeme est équivalent a

n—N__ —N++ 2N__

2N++ + n — N__ — N++

08—« Q
Ce systeme se résoud alors facilement et on trouve

n—N__ —N++

o=

B =

9 9
n 4+ N++n— N__
2n '

254



XIII.9 Tests

3. L’hypothese Hg est équivalente a I’hypothese : p_, = py_. On vient de
voir que sous Hp, l'estimateur du maximum de vraisemblance de p_, est

’I’L—fo—N++ N+,—|—N7+
———— . On peut alors calculer
2n 2n

la statistique de test ¢, du x>

que 'on peut réécrire

<N+_ _ N+_+N_+)2 (N_+ _ N+_+N_+>2
n

2n n 2n
Gn=n N_+N._ + N_ +N._
2n 2n
(N = N_)?
+- —+

Sous Hy, ¢, tend en loi vers x? & 4-1-2 degré de liberté (on a retiré 2 degrés
de liberté pour lestimation de « et ). Considérons le test asymptotique de
niveau 0.05 et a = 3.84 le quantile d’ordre 0.95 de la loi x%(1) (i.e. P(x%(1) <
a) = 0.95). La région critique est [a, oo].

4. la p—valeur du test est donnée par P(Z > (") ol Z suit une loi du X?2(1),
et Cﬁbs est la statistique calculée sur les données observées. On a Cgbs =5. On

rejette donc ’hypothese nulle au seuil de 5%. La p-valeur du test est d’environ
2.5%.

FEzxercice IX.12.

1. Le nombre total d’enfants observés est n = 5 x 320 = 1600. Le nombre total
de garcons observés est ng = 18 X 5452 x 4+ 110 x 3+ 88 x 2+ 35 x 1 = 839.
Donc, la proportion de garcons observés est # = ng/n = 839/1600 = 0.524375.
Les statistiques du y? empirique sont

2 . 9 2 2
D =n¥ (hi —A'pz‘) et (P =nY (pi —‘pi) ’
i=1 Pi i=1 bi

ou p1 = 7 est la fréquence empirique des garcons, po = 1 — 7, la frequence
empirique des filles, et p; = po = 1/2. Or, on sait que la statistique (Cn ,n>1)
converge en loi vers un x? avec 2 — 1 = 1 degré de liberté. Donc, W,, = {Cn)
24(1)} est la région critique du test du x2.

Application numém'que p1=p2 =1/2, p1 =7 ~0.524, po = 1 — 7 ~ 0.476,

%2]0 ~ 3.81 et C1600 ~ 3.80. Pour a = 0.01, z,(1) ~ 6.63. Donc, on accepte
Ihypothese r = 1/2 : il y a autant de garcons que de filles & la naissance. Les

p-valeurs de ces tests (la plus grande valeur de o qui permette d’accepter le
test) sont p™) ~ 0.051 et p( ~ 0.051.
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2. 7 est un estimateur de r. On déduit du théoréme central limite et du théoreme

de Slutsky que (y/n(7y, —r)/\/7n(l — 7,),n > 1) converge en loi vers vers la loi

gaussienne N(0,1). Un intervalle de confiance pour r de niveau asympotique

o est :
1 _7 1 _7
f—aa\/L r);f%—aa\/L 7")] .
n n

Application numérique : pour o = 0.01, a, ~ 2.5758. On a déja calculé 7 :
7 =~ 0.524. On obtient donc :

1C, =

ICo01 = [0.492;0.557] .

On s’apergoit que 1/2 € ICyp;. Vérifions que, pour cette question, il y a
équivalence entre un des deux tests du x? et I'intervalle de confiance :

Cr(zl) _ ni (pi — 2%')2

i1 P
P —1/2)% (7 —1/2)?
(=2 1) )
T 1—7r
F—1/2 ?
_ (i
(1 —7)
Comme a2 = z,(1), nous voyons bien qu'il y a équivalence entre les deux
approches.

3. On calcule d’abord les probabilités théoriques : c¢f. tableau XIII.2.

Répartition (G,F) | (5,0) | (4,1) | (3,2) | (2,3) | (1,4) | (0,5) |Total

Nbre de familles 18 52 110 88 35 17 320
Prop. observées : p; |0.05625|0.1625|0.34375|0.27500|0.10938|0.05312| 1
Prop. théoriques : p;| 1/32 | 5/32 | 10/32 | 10/32 | 5/32 | 1/32 1

Tab. XIII.2. Proportions observées et théoriques

Les statistiques du x? empirique sont :
5 (B — pi)2 5 (H: — pi)2
7(11) _ nz (pi A-Pz) ot CT(LQ) _ nz (pi ApZ) .
i=1 pi i=1 pi

Or, on sait que la statistique (Q(f),n > 1) converge en loi vers un x? avec
6 — 1 = 5 degrés de liberté. Donc, W,, = {C,(f) > 24(5)} est la région critique
du test du x2.
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Application numérique : C%)O ~ 15.4 et C?g% ~ 18.3. Pour a = 0.01, 24(5) ~
15.09. Les p-valeur de ces tests sont pl ~ 0.008 et p2 ~ 0.003. Donc, on rejette
Ihypothese r = 1/2 au niveau a = 1%.

Conclusion : on obtient un test plus fin en gardant la répartition par famille,
c’est-a-dire en tenant compte de toute I'information contenue dans les données.
Ce principe est utilisé pour les sondages d’opinion.

. Nous souhaitons tester si les données suivent la loi binomiale de parametres
5 et r. Les probabilités théoriques sont alors pi(r) = 7, pa(r) = (1 —
r)rtCL, ... pe(r) = (1 —r)°. L'estimateur du maximum de vraisemblance de r
est 7. Les statistiques du 2

6 6
a _ (i — pi(7))? @ _ (i — pi(7))?
N —ngiﬁi et —ngipi(m

convergent en loi vers la loi du x2 & 6 — 1 — 1 = 4 degrés de liberté. On a retiré
un degré de liberté pour 'estimation du parametre r de dimension 1.
Application numérique : C:g)o ~ 15.9 et pour a = 0.01, z,(4) ~ 13.28. Donc,
on rejette I’hypothese selon laquelle les naissances des garcons suit une loi
binomiale. La p-valeur de ce test est p2 = 0.003. On peut émettre I’hypothese
qu’il existe des familles a garcons et des familles a filles.

On peut également calculer ngz] ~ 9.7. La p-valeur associée est pl ~ 0.045.
On devrait alors accepter Hy au niveau « = 1%. La différence entre les deux
statistiques provient de ’écart important entre le nombre escompté de familles
a b garcons, 13, contre 18 observées réellement et entre le nombre escompté
de familles & 5 filles, 8, contre 17 observées réellement. Les valeurs ps et pg
sont trés largement supérieures a ps(7) et po(7). En particulier comme ces
quantités interviennent au dénominateur des statistiques, cela implique que
C%)O est bien plus faible que ngz)- Ainsi la statistique C?(éz) sous-estime 1’écart
entre p et p(7). Si par exemple, on regroupe les familles a ’5 gargons’ et a
’5 filles’, on obtient les p-valeurs suivantes : pour la statistique ng) ~ 13.1,

p2 =~ 0.004 et pour la statistique C?(é% ~ 9.2, pl ~ 0.027 (le nombre de degrés
de liberté est ici 5—1—1 = 3). On remarque que la p-valeur p2 est peu modifiée
par cette transformation alors que la p-valeur pl varie de maniére importante.
Cela signifie que la statistique C%g) est peu fiable, et il convient dans ce cas

précis de conserver les résultats donnés par la statistique C?g% : on rejette donc
Hj au niveau o = 1%. On peut vérifier que le rejet de Hy repose sur les valeurs
observées pour les familles avec soit ’5 garcons’ soit 5 filles’. En effet, si on
regroupe les familles a ’5 garcons’ avec les familles a '4 garcons’ et les familles

a ’5 filles’ avec les familles & ’4 filles’, les p-valeurs associées aux tests du x?
empirique (avec 4 — 1 — 1 = 2 degrés de liberté) sont de l'ordre de 7%.
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FEzercice IX.18.

1. Soit p la proportion de femmes du jury. On teste : Hy = {p = po} avec pg = 0.29
contre H; = {p # po} au niveau a. Il s’agit d’un test bilatéral. Soit X la variable
aléatoire donnant, pour tous les jurys, le nombre de femmes qu’il contient.
Sous Hp : X suit une loi binomiale de parametres B (n,pg) = B(700,0.29).

X —npg

npo (1 — po)
gaussienne, on en déduit que sous Hy, la loi de Z, est approximativement

On considere la variable Z,, = . En utilisant ’approximation

la loi gaussienne N(0,1). Sous Hj, en revanche on vérifie aisément que p.s.
limy, o |Zn| = 400, et donc Pp(|Z,| < a) tend vers 0 quand n tend vers
Iinfini. On peut donc contruire un test asymptotique convergent de région
critique W = {|z| > c¢}. Le test est de niveau saymptotique « pour c égal a
uj_g, le quantile d’ordre (1 — %) de la loi normale centrée réduite.
Application numérique. On observe z, = —8.16, et la p-valeur est donnée par
P(|G| > z,) = 3 1071¢, ot G est une variable gaussienne cantrée réduite. On
rejette donc ’hypothese d’impartialité du juge.

2. Dans ce cas, on a z, = —1.95. Pour o« = 5%, on a u;_2 = 1.96, on ne peut
donc pas rejetter ’hypothese d’impartialité du juge au niveau 5%.

A

Ezercice 1X.14.
Dans un premier temps on regroupe les cases afin d’avoir au moins 5 individus
par case. On considere donc le tableau suivant :

Vaccin|Réaction 1égere|Réaction moyenne|Ulcération ou Abces|Total
A 12 156 9 177
B 29 135 7 171

Total 41 291 16 348

On note [, m et u les réactions suivantes : légeres, moyennes et ulcération ou abces.

Le parametre du modele est donc le vecteur des fréquences p = (py, A, Dm, A; Pu,As DI, B> Pm, B> Pu,B)

ol p; « est la probabilité d’avoir le vaccin * € {A, B} et la réaction i € {l,m, u}.

On désire savoir si les vaccins sont égaux (hypothese Hy) c’est-a-dire si DA = PyB>

Pm|A = Pm|B €6 Pyja = Pu|B OU Py est la probabilité d’avoir la réaction i € {l,m,u}

sachant que l'on a le vaccin x € {A, B}.

1. On désire écrire 'hypothése Hy comme une hypothese explicite. Comme le
tirage au sort est équitable, cela implique que py4 = pp = 1/2, ou p. est
la probabilité d’avoir le vaccin * € {A,B}. On a p;« = p«pij» = pij+/2. En
particulier, si p; 4 = p;p, il vient
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1
5 Pi-

1 1
Pi = PiA+DPiB= §(pi|A +DpiiB) =Dix et Dix= 5 Pils = 5

Comme p; + py + pu = 1, on en déduit que v = (py, pr,) varie dans un ouvert
de R? avec ¢ = 2. L’hypothese nulle Hy est une hypothese explicite qui s’écrit :

1
p=Nh(v) = h(p;,pm) = g(pz,pm, 1 —p1 = Pm, D1, Py L — Dt — D).

Il est facile de vérifier que le Jacobien de h est de rang g = 2. Les statistiques
de tests

(W = T (Dix — Pix(9))? ot

n =
ie{l,mu},xc{A,B} Pix

(2) _ n Z (ﬁl,* _pi,*(ﬁ/))z
" pi(%)

Ze{lvmvu}7*e{A7B} ’
convergent (quand n — oo) sous Hg vers un x? & 6 —1—q = 3 degrés de liberté.
Sous H; Q(Ll) et Q(L2) divergent. Le test de région critique W) = {C,(f) > Zo ) est
un test convergent de niveau asymptotique «, oil z, est défini par P(x%(3) >
2q) = a. L'estimateur du maximum de vraisemblance d’une fréquence est la
fréquence empirique. On obtient donc

12 7 41 291

pl,A:%w' %7 Pm:%-

-apu,B:% b=

Il vient pour n = 348 : ,(11) = 10,3 et Q(L2) = §,8. On lit dans les tables
2o = 7,81 pour le seuil usuel a = 5%. On rejette donc Hy. Les p-valeurs de ces
tests sont p() = 0.016 et p@ = 0.032, elles confirment que 'on peut rejeter
Hy au niveau de 5%.

. On ne suppose plus que p4 = pp = 1/2. Il faut donc estimer a = p4 = 1 — pp.
Si de plus p; 4 = pjp, il vient

Pi =DPia+Dpip=apja+ (1 —a)pyp =pij« et pia=apj=1-pi5.
Le parametre v = (a, p;, pr,) varie dans un ouvert de R? avec ¢ = 3. L’hypothese
nulle Hy est une hypothese explicite qui s’écrit :

p = h(v) = h(a,pi, pm)
= (apy, apm, a(l — pr — pm), (L — a)pr, (1 — a)pm, (1 — a)(1 — pr — pm))-

Il est facile de vérifier que le Jacobien de h est de rang g = 3. Les statistiques
de tests

() —p 3 (i = Pi(9))* (= p 3 (Pix — Pix(H))?

i€{l,m,u},x€{A,B} Pix ie{l,m,u} +€{A,B} pi(9)

259



XIIT Corrections

convergent (quand n — oo) sous Hg vers un x? a 6 —1—¢q = 2 degrés de liberté.
Sous H C,(LU et CT(LQ) divergent. Le test de région critique W) = {C,(Lj) > 2o} est
un test convergent de niveau asymptotique o, oil z, est défini par P(x?(2) >
2q) = a. L'estimateur du maximum de vraisemblance d’une fréquence est la
fréquence empirique. On obtient donc

12 . 7 . 177 41 291
3487

: =—— et d=——, P=oc, Pn=o.
PuB =gy 0 @ T gugr PLT e PmT g

pra=
Il vient pour n = 348 : 7(11) = 10,3 et C,(LQ) = §8,7. On lit dans les tables
Za = 5,99 pour le seuil usuel a = 5%. On rejette donc Hy. Les p-valeurs de ces
tests sont p(M = 0.006 et p@ = 0.013, elles confirment que 'on peut rejeter
Hy au niveau de 5%.

A
Ezercice 1X.15. Table des fréquences estimées :
Mobilité manuelle \ Vue|Gauche/Deux yeux|Droit
Gauche 9.92 14.88 6.20
Deux mains 6.08 9.12 3.90
Droite 16.0 24.0 10.0

Il s’agit d'un test d’indépendance. La statistique du x? vaut environ 1.63. Le
nombre de degrés de liberté de cette statistique est égal & (3 —1) x (4 —1) = 4.
La valeur critique pour o = 0.25 vaut 5.39. Donc on ne peut pas dire qu’il y a une
relation entre la prédominance visuelle et I'habilité des mains, méme en prenant
un risque élevé (ici 25%).

A

FEzercice IX.16.

1. La vraisemblance du modele de Poisson est :

N A1 N elog(A)z1
priA) = —w =t ———
$1! $1!

Il s’agit d’un modele exponentiel. La densité de I’échantillon de taille n est :

| eloE) Sy

p($17.--7xn;A):e_ xll...xn!

n
L’estimateur du maximum de vraisemblance est \,, = — E X;.
i=1
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2. On pose
. )2 . RN
= <pj J()‘n)> =8 (pj —p]()\n)>
M =p et £2=n
n ~ n =
=0 P = pi(An)
ou (p;) sont les fréquences empiriques observées et (pj(jxn) = 6_5‘"%) sont

les fréquences théoriques de la loi de Poisson de parametre An. On sait que les
statistiques ci-dessus convergent en loi vers un x? & 7—1—1 = 5 degrés de liberté
(on a retranché un degré de liberté supplémentaire du fait de l'estimation de
A). Les tests définis par les régions critiques :

Wi ={&) > za(5)}, ie{1,2}
sont convergent de niveau asymptotique «, avec z,(5) définit par :
P(x*(5) > 2a(5)) = .

3. Les fréquences empiriques observées, p;, et les fréquences théoriques, p;j(Ay),
sont données dans le tableau suivant :

J 0 1 2 3 4 5 6
p; 10,629]0,247] 0,101 [0,0112 0 0,0112 0
p;(A)]0,583(0,315]0,0848|0,0152(2, 06 107%|2,22107*|2,16 10~°

Tab. XIII.3. Fréquences estimées et théoriques

Application numérique. On obtient Ay = 0.539, 57(11) = 400 (certaines fré-
quences empiriques sont nulles) et 5,(12) = 50.9. Au seuil « = 5%, on a

zo(b) = 11.07 < 57(3) i € {1,2}. Donc on rejette I'hypotheése de distribu-
tion selon une loi de Poisson avec les deux tests. La p-valeur associée a 57(12) est
p~ 107, cela confirme que 'on rejette Hy.

4. On regroupe les résultats des classes peu représentées en une seule classe d’ef-
fectif 9+ 140+ 1+ 0 = 11 et correspondant au nombre de jours ou 'on a
capturé au moins 2 merles. En reprenant les statistiques du x? empirique, on
trouve :

. C o2 . 9
o) n1_2 (pj — pj( n)) ¢ j=2 <pj - pj()\n)>
" —0 ﬁj =0 pj()\n)

J
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~ N N N ~
avec p2(Ap) = D ko e*)‘"% =1—e?(14),). Ces statistiques convergent en
loi vers un x2 & 3 — 1 — 1 = 1 degré de liberté. Les tests définis par les régions
critiques :

W, ={¢W > z(1)}, ief{1,2)

sont convergent de niveau asymptotique «, avec z,(1) définit par :
P(OA(L) > z(1) = .

On trouve numériquement &'V = 2.26 et ¢? = 2.00. Au seuil a = 5%, on a
2a(1) = 3.84 > {',(f), i € {1,2}. Donc on accepte I’hypothese de distribution
selon une loi de Poisson! Les p-valeurs de ces deux tests sont p{!) = 0.13 et
p =0.16, elles confirment qu’il n’est pas raisonnable de rejeter Hy.

Ce paradoxe est du au fait que 'approximation asymptotique dans le test du
x? est mauvaise s'il existe des indices i tels que np; < 5. Il faut alors regrouper
les cases de sorte que cette derniere condition soit satisfaite.

A

Ezercice 1X.17.
On doit d’abord estimer le parametre de la loi de Poisson. L’estimateur du
maximum de vraisemblance est :

Application numérique : A=0.7.
On veut donc tester si les données suivent la loi de Poisson de parametre A :
sous '’hypothese poissonnienne, la statistique

N2
pj— pj(A))
j=0 pi(A)
ol (p;) sont les fréquences empiriques et (pj(j\)) les fréquences théoriques, converge
en loi vers un x> &4 ¢ = 5 — 1 — 1 = 3 degrés de liberté. On a retiré un degré de
liberté pour 'estimation de A (parametre de dimension 1). Alors, le test défini par
la région critique :

W= {fg) > Zoz(?))} )

est asymptotiquement convergent de niveau «, avec z4(3) défini par :

POA(B) > 2(3) = a.
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Application numérique : o = 0.05. On lit dans la table statistique des quantiles du
X2 : 20.05(3) = 7.81. On calcule la statistique du test : 5,(12) = 1.98. La p-valeur de
ce test est p = 0.58. Donc, on accepte I’hypothese nulle : les données suivent une
loi de Poisson.

A

Ezercice 1X.18.
1. La statistique du test du x? est :

~ 2
o) = n;zj:o (4 ;jfﬂ)

Sous I’hypothese de dés non biaisés, la statistique ( ﬁg),n > 1) converge en loi
vers un x2 a 13 —1 = 12 degrés de liberté. Le test défini par la région critique :

W= {&?) > za(12)},
est convergent de niveau asymptotiquement «, avec z,(12) défini par :
P(x?(12) > 24(12)) = a.

Application numérique : o = 0.05. On lit dans la table statistique des quantile
delaloi du x? : 20,05(12) = 21.03. On calcule la statistique du test : 5,(12) = 41.31.
La p-valeur de ce test est p = 4/100 000. Donc, on rejette 'hypothese nulle. Les
dés sont donc biaisés. (Il faudrait en fait regrouper les cases 10, 11 et 12 afin
d’avoir au moins 5 observations (réelles ou théoriques) dans toutes les cases.
Dans ce cas, on obtient une p-valeur de l'ordre de p = 1/10 000. On rejette
aussi I'hypothese nulle.)

2. L’estimateur du maximum de vraisemblance de r, la probabilité d’obtenir un
5 ou un 6 lors d’un lancer de 12 dés, est donné par la fréquence empirique :

S 20N
12 Zz‘lio N

P =

Les fréquences f;(r) sont données sous Hy par f;(r) = C7 —12r3(1 — r)1277,

La statistique du test du x? est :
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Sous l'hypothese de dés ayant un méme biais, la statistique (57(12),71 > 1)
converge en loi vers un x? & 13 — 1 — 1 = 11 degrés de liberté (on a retiré
un degré de liberté supplémentaire pour 'estimation de r). Le test défini par
la région critique :

W= () > za(11)},

est convergent de niveau asymptotiquement «, avec z,(11) défini par :
P(x?(11) > 24(11)) = a.

Application numérique : On trouve 7 = 0.338. Rappelons o = 0.05. On lit dans
la table statistique des quantile de la loi du x? : 29.05(11) = 19.68. On calcule la
statistique du test : 5,(12) = 13.16. La p-valeur de ce test est p = 0.28. On accepte
donc le fait que les 12 dés ont méme biais. (Il faudrait en fait regrouper les cases
10, 11 et 12 afin d’avoir au moins 5 observations (réelles ou théoriques) dans
toutes les cases. Dans ce cas, on obtient une p-valeur de 'ordre de p = 0.52.
On accepte aussi ’hypothese nulle.)

XIII.10 Intervalles et régions de confiance

Ezercice X.1.
1. Soit #’ > 6. Le rapport de vraisemblance est :

.0 n .
pn($17 ey Tpg 6 ) ( 6 ) 1{maX1§i§” z; <6, lnflgign $120}
pn(®1,.. ., 203 0)

Nz

l{maxlgign 2;<0, infi <;<p ©; >0}
Si 0 < maxi<i<n, x; < 6, alors on a

pn(x1,. . @030 (6’)”

pn(xlr"wxn;a) y

et si maxj<;<, ; > 0, on pose :

pn(xla <oy Tps 9,)
pn(xla cees Tps 9)

=+00.

Le rapport de vraisemblance est donc une fonction croissante de la statistique

max x;. Donc il existe un test U.P.P donné par la région critique :
1<i<n

Wy ={(z1,...,20); gl%xnxi > Zats
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oll zo est déterminé par a = supy<y, Pg(Wy). 1l reste encore a déterminer z,.
Calculons la loi de maxj<j<p X :

0 siz <0,
Po(max X; <) =Pp(X; <2)" =< (£)"si0<z <9,
1<i<n .
1 sixz > 0.

2o\

On en déduit que : a = sup (1 - (?a) ) Le maximum est atteint pour la
0<6q

plus grande valeur de 8. Ainsi on a :

a:<1_<2’_a> >, soit 24 = 6 (1 — a)'/™.
to

En conclusion, on obtient la région critique suivante :

Wa {(xl,--wxn)a 112%}%% > 90(1 Oé) }

. Calculons la puissance du test pour § € Hy. Comme 0 < z, < 0, on a

m(0) = Py(Wa),

= Pg(lrél%xn Xi > za),
=1-P X; <
o(max X; < za),

-1 (3)

3. Pour §y = L et a = 5%, on obtient z, = %(0,95)1/".

4. Pour 6y = 5 et a = 5%, il faut choisir n tel que :

- ((0.95)1/’%
3/4

n
) >0.98 soit n>9.5.

On trouve donc n = 10.

Si n = 2, on obtient 77(%) = 0.578. On remarquera que plus n grand, plus ()
est proche de 1. L’erreur de deuxieme espece pour 6 est proche de 0 quand n
est grand. En effet le test associé a la région critique W est convergent.

. C’est un cas particulier du test précédent. La région critique

— . . _ 1/n
Wa {(wla"'axn)v fél%}%xl > 90(1 Ck) }

définit un test UPP de niveau «.
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6.

266

Soit o/ > 0. D’apres ce que nous avons vu précédemment, nous avons :

0 0
/
J— e . — — . < .
1—ao =Py <1r£i§an@ > kn) =1-1P (1%1%)(2 < _k?n>

On suppose k, > 1. Ceci entraine que :

1\" 1 1/n
1—0/:1—<E> soit kn:<a> .

Comme 6 > maxj<;<, X;, on obtient I'intervalle de confiance de niveau 1 — o/

1 1/n
ICy(0) = | max Xj; (—/) max X;| .

pour 6 :

1<i<n (0% 1<i<n
La fonction de répartition F;, de n(f — max;<ij<, X;) est pour > 0,

Fo(x) =1—-Py(n(d — 1r2@a<XnXi) > 1)

x
:1—P9(II£%LXZ'<H—E)

x
=1-(1-—)"
=)
En particulier la suite de fonctions de répartition (F,,,n € N*) converge vers la
fonction F' définie par

Flz)=1-e%% siz>0,et F(z)=1 siz<O0.

Ainsi la suite (n(#—maxi<;<, X;),n € N*) converge en loi vers une loi exponen-
tielle de parameétre 1/6. En particulier la suite (n(1 — $ maxj<;<n X;), n € N¥)
converge en loi vers une variable aléatoire Y de loi exponentielle de parametre
1. Comme les variables aléatoires exponentielles sont continues, on en déduit
que sous Py, on a

1
Pp(0 <n(l— - max X;) <a) —— PO0<Y <a)=1-—-e"7.
0 1<i<n n—00
1—a =1-e?implique a = —log(a’). On en déduit donc l'intervalle de

confiance de niveau asymptotique 1 — o est IC""P(9) = ]1rga<x Xi; —i—oo[ si
<i<n

n < —log(a’) et pour n > —log(a’/) :

1
IC®Y™P(9) = Xio— - X | .
) = | s X o e |
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1/n

1 1

Il est facile de vérifier que <_/> < pour tout o/, n tels que
Qo

~ 14 log(a)/n
n > —log(e’). En particulier I'intervalle de confiance asymptotique IC5,""P
est un intervalle de confiance par exces.

A

FEzxercice X.2.

1. Calcul de I'espérance :

1 —00
Eo[X] = —/ ze~ 170 dy
+oo

1 —0o0

_1 / (u+ 0)e 1 dz
9 —0o0

= —/ e~ 1dy

=0.

De méme, on calcule le moment d’ordre 2 : Eg[X?] = 2+ 6?; puis on en déduit
la variance de X : Varg(X) = 2. D’apres la méthode des moments, on en
déduit que la moyenne empirique X,, est un estimateur de 6. De plus, c’est un
estimateur convergent par la loi forte des grands nombres.

2. D’apres le Théoreme Central Limite, on obtient I'intervalle de confiance asymp-

totique suivant :
- 2
X, uo{\/i [,
n

ou u, est le quantile d’ordre 1 — /2 de la loi gaussienne N(0,1) : P([Y| >
Ug) = «, o Y est de loi N(0,1). Pour un niveau de confiance de 95%, on
obtient u, = 1,96 et avec n = 200, on a

1Ca(0) =

IC,(0) = | X £0.196] .

XIII.11 Controles a mi-cours

FEzercice X1.1. )
pn ™

La fonction caractéristique de 7T}, est ¢, (u) = T To On a
- —DPn)€
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g eiu/n

n—(n—0)eu/n’

b (w) = vr, (=) =

Rappelons que e™/™ = 1 + oy 0( ) On en déduit que
0+ o(1) 0
¢TT”(U) 0 —idu+o(l) n—oo 0 —iu’
On reconnait dans le terme de droite la fonction caractéristique de la loi exponen-

tielle de parametre 6 > 0. Donc la suite (T}, /n,n > ng) converge en loi vers la loi
exponentielle de parametre 6 > 0.

A
Ezercice XI1.2.
1. Par définition E[p(V, W) | W] = h(W) ou
v, W
h(w) = /(‘O(va)fV|W(U‘w) dv = /(p(%w)m dv.
fw (w)
Comme les v.a. V' et W sont indépendantes, on a fyw(v,w) = fy(v)fw(w).

1l vient
hw) = [ olo0)v(0) do = Elp(V.uw).
2. On a par la question précédente E [ei“X1X4_i“X2X3 | Xl,Xg] = h(Xy, X2), ou

O

[wx1X4]E[ “”32X3] par indépendance
2

w2 22
1 _

=e 2 ~ 2z en utilisant la fonction caractéristique de la loi N'(0,1).

Ensuite on a

E [eiuX1X47iuX2X3j| —F [E [eiUX1X4*iuX2X3 | Xl,XQ]]
—E [ wXE 22)(%]
u )(2
= [ } par indépendance

E
o A
b

=

u2—{—1'
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Remarque : on pouvait reconnaitre la fonction caractéristique de la loi expo-
nentielle symétrique (cf exercice IV.2).

Exercice X1.3.
1. Indépendantes et de méme loi uniforme sur {1,--- ,n}.
2. La fonction génératrice de T" est @(z) = —7=py;- On a E[T] = /(1) = plet

Var(T) = &"(1) +&/'(1) — @'(1)? = (1 — p)p~2. On peut bien siir faire un calcul
direct.

3. On décompose suivant la valeur de la premiere image :

P(Ty=0)= Y P(Xi=ji X =jXp # )

1<j<n

= Z P(X; =j)---P(X;41 #j) par indépendance
1<j<n

oI
(D@

T5 suit une loi géométrique de parametre (1 — %)
4. On décompose suivant les cas possibles pour les images.

5. On déduit de la formule précédente en utilisant I'indépendance que

P(Ty = Iy, Ts = l3) = n(n — 1)(n — 2) <l>l2 1 (E)ls_l 1

n n \n n

SSDIONEHICNE

En utilisant la formule des lois marginales, on obtient :

P(Ts =13) = > P(Tp =1y, T5 =1l3)

lp>1

(=00

T3 suit une loi géométrique de parametre (1 — %)
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6. On a pour tout Iy > 1,13 > 1 que P(Th = l2,T5 = l3) = P(Th = lo)P(T3 = I3).
Donc T5 et T3 sont indépendants.

7. T} est le premier instant ol 'on obtient une nouvelle image alors que 'on en
possede déja k — 1. C’est donc une v.a. géométrique de parametre p, ot p est

la probabilité de succes : obtenir une nouvelle carte alors que ’on en possede
E—
déjak—1:p=1— ——.
n

8. On a par linéarité de I'espérance :

n n
E(N,] =E |Y Tp| => E[T]
k=1 k=1
k:1n_k+1 j

On en déduit que E[N,] = n [log(n) + O(1)].

9. On a par indépendance :

Var(N,,) = Var <Z Tk> = ZVar(Tk)
k=1 k=1

" onk-1) i n? n
(

(n—k+12 Z<(n—k+12 (n—Fk+1)

k=1

—n2ni—nnl:n27r—2 0 —n [log(n
=S g on g =t (o) ot +0(0),

k=1

On en déduit que Var(N,,) = n2%2 + o(n?).

10. On a 1p2se2) < 2272 pour tout € R et € > 0. Par monotonie de 'espérance,
il vient

(a1 >e) - ll{ml\%e?}] s [(Eﬁ,] - 1)] '

11. On a

270



XIII.11 Controles & mi-cours

N,
On en déduit que pour tout € > 0, lim P " — 1| > ¢ ] = 0. Donc la suite
e \|EV,]

n]

N, E
<E[—n,n € N*) converge en probabilité vers 1. Comme lim =1, on

N, n—oo nlogn
n

nlogn

en déduit que la suite < ,n € N*) converge en probabilité vers 1.

N,
De plus, on peut montrer que la suite <—n —logn,n € N*) converge en loi vers
n

une variable aléatoire continue dont la densité est f(z) = e Fe” " 1z € R appelée
loi de Gumbel (voir le controle ci-dessous). A

FExercice XI1.4.

1. On utilise les fonctions génératrices. Par indépendance, on a pour z €
[_17 1]7

¢X1+X2 (z) = ¢X1 (Z)¢X2 (Z) = 6_91(1_2)_62(1_Z) = e_(61+62)(1_z) .

On reconnait la fonction génératrice de la loi de Poisson de parametre 61 + 60s.
La loi de X7 + X5 est donc la loi de Poisson de parametre 67 + 6s.

2. On calcule pour 0 < k < n,

P(X; =k, Xo=n—k)
P(X; 4+ X2 =n)

P(X; =k)P(Xy=n—k)

= indé d
P{X; £ X5 = 1) par indépendance,

P(Xl = k‘Xl + Xy = n) =

—601 9_]1{: 6792 ag_k; (91+92) TL'
k! (n — k)' (61 + 92)"

- (52a) (ats)
M\ O+ 0y 01 + 02 '

La loi de X7 sachant X; + X9 = n est une loi binomiale de parametres n et

= e

p, ou p = . On en déduit donc que la loi conditionnelle de X; sachant

01 + 02
X1 4 Xs est la loi binomiale B (X1 + Xo, 9197192)

3. Soit Z deloi B(n,p), on aE[Z] = np. Comme L(X1]|X1+X2) = B <X1 + Xo, %),
1+ 02

on en déduit que
th

E[X1|X1 +X2] = (Xl + X2)91 n 92.

FEzxercice X1.5.
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I Comportement asymptotique de X, = S Y.

1.

2.

272

On a pour x > 0,

x)
X1 <z)---P(X, <z) par indépendance,

On utilise la méthode de la fonction de répartition. On a pour z+A"!logn >
0,

—\z n
P(X(n) — A llogn <) = P(Xpy <z + A logn) = <1 - en ) .

Cette quantité converge vers F(x) = e~ e e pour tout x € R. Comme
limg—, oo F(z) = 0 et limy—, o0 F'(z) = 1, on en déduit que la suite (X,) —
A~tlogn,n € N*) converge en loi vers une variable aléatoire Z de fonction de
répartition F.

Ona f(z) =e ®e " pour z € R. On obtient e~ ¢ " = 0,025 soit a ~ —1,3
ete " =1— 0,025 soit b ~ 3,7. La loi de densité f porte le nom de loi de
Gumbel.

0.4

0.3 -

0.2 4

0.1

0.0 T T T T T T T T
-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6

Fig. XIII.1. Densité de la loi de Gumbel
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II Loi du vecteur (Y7,...,Y,).

1. Comme les lois possedent des densités et que les v.a. sont indépendantes,
P(X; = X;) =0sii#j. En effet :

]P’(XZ = X]) = E[I{Xi:Xj}] = AQ l{m:y})‘2 eiAxi}\y dxdy =0.

+
2. On a:
P(i # j; Xi = X;) < ) _P(X; = X;) =0.
i#]
Pour presque tout w € {2, les réels X;(w),...,X,(w) sont distincts deux a

deux. Il existe donc un unique réordonnement croissant.

3. Par la formule de décomposition, on a

E[g1(Y1)g2(Y2)] = E[g1(X1)g2(X2 — X1)11x, <x0}) + Elg1(X2)g2(X1 — Xo)11x, < x,)]

= 2/91 (x1)g2(xe — x1)1{0<$1<$2})\2 e ATTAT2 o dipy
= 2/91(951)92(y2)1{0<x1}1{o<y2})\2 e A AW Gy dys,

ol on a posé ys = xo — X1, & x1 fixé. Il vient

Elg1(Y1)g2(Y2)] = /91(y1)92(y2) 2NZe PR 1 om0y dyidye,

ou on a posé y; = x1. En faisant go = 1, on obtient
Elg1(Y1)] = /91(y1) 2N% e P A Loy >000>0) dy1dys

= /gl(yl) 2\ e 1{y1>0} dyn.

On en déduit que la loi de Y7 a pour densité fy,(y;) = 2Ae™ 21 14,501 On
reconnait la loi exponentielle de parametre 2.

4. Un calcul similaire montre que la loi de Y5 est la loi exponentielle de parametre
A fr(ye) = Ae M2 1¢y,>0;- On remarque enfin que pour toutes fonctions
g1, g2 mesurables bornées, on a :

E[g1(Y1)g2(Y2)] = E[g1(Y1)]E[g2(Y2)]-

Cela implique que les v.a. Y] et Y sont indépendantes. La densité de la loi
du couple est donc la densité produit : f(y, y5)(y1,%2) = fvi (Y1) frz(y2)-
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5. En décomposant suivant les évenements { X, (1) < --+ < X, )}, et en utilisant
le fait que (Xy(1y,- -+ Xo@m)) et (X1,..., Xy) ont méme loi, on a :

Elgi(Y1) - ga(Y)] = D Elgi(Y1) -+ gn(Ya) 1ix, ) <o Xy o}

O'ESn

= Z E[gl (XO'(l)) U gn(XU(n) - Xo(nfl))1{X0(1)<---<X0(n)}]‘
O'ESn

= Z Elg1(X1) - gn(Xn — Xn—1)1ix, cocx,} -
oS,

:n'E[gl(Xl)gn(Xn_Xn—l)l{X1<<Xn}]
=n! /gl(xl)"'gn(xn_xn—l)
1{O<$1<...<$"} )\n e_)‘zzlzl Tq dxl e dﬂ?n

Pour vérifier que (X(,(l), . ,Xa(n)) et (X1,...,X,) ont méme loi, on remarque
que pour u = (uqy,...,u,) € R” on a

S X,
w(XU(l)v“'vXo(n))(u): i h—1 (k)uk]

E [e
E [eiZ?:I Xjug—l(j)] , ol Ug—1 = (u071(1)7 .. ,u(,fl(n))

I
=

i X : 1. . 7
E [el ilo 1(;)] , par indépendance
1

<.
Il

E [eleu’“] , car les v.a. ont méme loi

I
=

k
= P(xy,.. xn) (W)

1

On en déduit donc que les vecteurs (X, 1y, - - -, Xo(n)) et (X1, ..., Xp) ont méme
loi.

6. On considere I'application ¢ définie sur R™ par ¢(x1,...,2,) = (Y1,---,Yn)s
ol y1 = x1 et pour i > 1, y; = x; — x;_;. L’application ¢ est un C' dif-
féomorphisme de 'ouvert {(z1,...,2,);0 < 21 < --- < z,} dans 'ouvert
{(y1,--.,yn) €]0,+00["}. Le Jacobien de I’application ¢ est

10 ... 0
11 0...0
Jaclpl(x) = | 0 ~1 1 ... 0
0 ...0-11
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Son déterminant est det(Jac[p](x)) = 1. Remarquons enfin que z; = 22‘:1 Y

et donc ‘
n n 1 n n n
Domi=2 2 U= uip 1= (n=i+ 1y
i=1 i=1 j=1 =1 i=j j=1
On en déduit en faisant le changement de variables (y1,...,yn) = ©(Z1,...,Zy),
que

Elg1(Y1) -+ - gn(Yn)]
=n! /91(951) c (@0 = Tno1) Ly <oy AT €N Z=T dy - dy,
=n! /91(211)'"gn(yn)1{0<y1,...,0<yn} Nt A g (IO gy, dy,,.
En posant g; = 1 si j # 7, on obtient
E[g;(Y;)] = n! /gi(yi)1{0<y1,...,0<yn} A e ARG (DY gy,
= /gl(yz) Loy (n —i+1)A e A=y gy

La loi de Y; est donc une loi exponentielle de parametre n — ¢+ 1. Remarquons
enfin que pour toutes fonctions g1, ... g,, mesurables bornées, on a

Elg1(Y1) - gn(Yn)] = E[g1(Y1)] - - - E[gn (Y2)].

Les variables aléatoires Y7,...,Y,, sont donc indépendantes. La densité de
la loi du vecteur (Y7,...,Y,) est donc le produit des densités des lois
marginales.

7. Comme X, = > ,Y;, on apour u € R, en utilisant I'indépendance des

variables aléatoires Y7,...,Y,,
= N (= = E ) )
i=1 i=1 k=1

ITI Application

1. Laloi de T, 41, est la loi géométrique de parametre k/n. La fonction carac-

1
téristique de la loi de — T}, _j11,, est pour u € R,
n

k etu/n 1+0(1) k

Y (u) = — =k = (140(1)).

nl—(1-%5)ewn “n—(n—k) (1+%+0(1/n)) k—iu
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276

est la

La suite (¢pn,n > k) converge vers la fonction vy, ol ¢ (u) = :
—iu
fonction caractéristique de la loi exponentielle de parametre k. On en déduit

1
que la suite <— Tokgin,m > k> converge en loi vers la loi exponentielle de
n

parametre k.
Nous regardons maintenant en détail ¢y, ,, — 9. On a
iu/n
Yren(u) — i (u) = %1 — (16_ %) iu/n Tk _kzu
k k

Tk —n(l—e/n)  k—iu

—iu 4 n(l —e/m)

(k —iu)(k — n(1 —e-i/n))’

k
k —iu

une constante indépendante de n et w. Enfin, on a ‘kz—n(l —efi“/") >

Remarquons que

u?
< C—, ou C est
n

< 1et ‘—iu—i—n(l—e_i“/")

|k —n(1 —cos(u/n))|. Comme |1 —cos(z)] < z2/2, on en déduit que pour
u fixé, et n assez grand, on a n(l — cos(u/n)) < u?/2n < 1/2. Pour tout
k€ {1,...,n}, on a alors ‘k: —n(l— e*i“/")‘ >k —1/2 > k/2. On en déduit
donc que pour tout u € R, il existe n(u) fini, tel que pour tout n > n(u) et
ke{l,...,n},

() — )] < 72007,

Quitte & remplacer C' par 2Cu?, ol u est fixé, on obtient bien la majoration
annonceée.

n
. Comme les v.a. T1 p, . . ., Ty, » sont indépendantes, on a Py, s, (u) = H Yo (10).
k=1

On déduit de la derniere question de la partie II que

[, (1) = thx,,, ()| =

H Vi (u) — H Vi (u)| -
k=1 k=1

Toute fonction caractéristique est majorée en module par 1. On peut donc
utiliser le lemme V.25 page 89. On obtient

‘T/JNn/n(u) — X, (u)‘ < Z g (1) — i ()] < Clogn‘
k=1

n
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3. On utilise les fonctions caractéristiques. On a

W}(Nn nlogn) /n( ) T/JZ( )|
< ‘¢(Nn—nlogn)/n(u) - ¢(X(n)—nlogn) (u)‘ + ‘¢(X(n)—nlogn) (u) - ¢Z(u)‘ .

Apres avoir remarqué que

¢(annlogn)/n(u) - ¢(X(n)fnlogn) (u) = ¢ funlogn (T;Z)Nn/n(u) - ZZ)X(,L) (u)) ’

On en déduit que

[, oy (1) = 2 ()] < [, m (1) = 0 ()] F |0 “mtogm) (1) = ().

Soit u € R fixé. Le premier terme du membre de droite converge vers 0 quand
n — 00. On déduit de la convergence en loi de la suite (X(,) —nlogn,n € N¥)
vers Z, que le deuxieme terme converge également vers 0 quand n — oo. Par
conséquent, on a :

hm wNn —nlogn) /n( ) wZ( )
La suite (n~(V,, — nlogn),n € N*) converge en loi vers la variable aléatoire
Z.

4. Les points de discontinuité de la fonction 1(,)(z) sont {a,b}. Comme P(Z €
{a,b}) = 0, on déduit de la question précédente que

Tim P (N, — nlogn)/n € [a,b]) = B(Z € [a,b)
a +oo
:1—/ f(z) dm—/b f(z) dz.

Comme P ((N,, — nlogn)/n € [a,b]) = P (N, € [an + nlogn,bn + nlogn|), on
en déduit que I, = [an + nlogn,bn 4+ nlogn] est un intervalle de confiance de
niveau asymptotique fab f(z) dx pour N,. On choisit par exemple a et b tels
que

/a f(z) de = +Oof(w) dr = 2,5%,
—00 b

soit a = —1,31 et b = 3,68.

5. Pour n, on note ,, = nlogn le nombre moyen de plaquettes & acheter pour avoir
une collection complete, et I, lintervalle de confiance, de niveau 95%, pour
le nombre de plaquettes que 'on risque d’acheter afin d’avoir une collection
complete.
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n Tn I,

151| 758 [560, 1313]

250(1380|[1054, 2299

FExercice XI1.6.

1.

278

n

On aP(3i e {1,...,n};U; <0) < Z]P’(Ui < 0) = 0. La variable aléatoire
i=1

X, est donc strictement positive p.s. On peut donc considérer V,, = log(X,,) =

1 n
— E alog(U;). Les variables aléatoires (alog(U;),i € N*) sont indépendantes
n

i=1

et de méme loi. Elles sont également intégrables :

E[[log(U;)[] = / Log(u)] L0y (w) du = — /

log(u) du = —[ulog(u) —ul = 1.
10,1]

On déduit de la loi forte des grands nombres que la suite (V,,,n € N¥)
converge presque stirement vers E[alog(U;)] = —a. Comme la fonction expo-
nentielle est continue, on en déduit que la suite (X,,,n € N*) converge presque

surement vers e~ <.

. Ona

1 n
log(Yy) = vn(log(X,) + a) = ﬁ( ~ > _alog(Ui) - Ela log<U@->]) :
i=1
Vérifions que les variables aléatoires alog(U;) sont de carré intégrables. On a

Ellog(U;)%] = /log(u)Ql]O,l[(u) du = [ulog(u)? — 2ulog(u) + 2u]p = 2.

On déduit du théoréme de la limite centrale que la suite (log(Y,),n € N*)
converge en loi vers Z de loi gaussienne N(0,0?), ot 02 = Var(alog(U;)) =
a?(2 — 1) = a®. Comme la fonction exponentielle est continue, on en déduit
que la suite (Y,,n € N*) converge en loi vers e?. Il reste donc & déterminer la
loi de Y = eZ. On utilise la méthode de la fonction muette. Soit g une fonction
mesurable bornée. On a

dz

Blg(e”)] = [ 9(e")fa(ehds = [ gler)e et 2

1 —lo 2 Cl{2
= /g(y) me s W)™ /207 11 () dy,
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ou l'on a effectué le changement de variable y = ¢* de R dans ]0,00[. On

en déduit donc que Y = eZ est une variable aléatoire continue de densité
1

yv2ra?

e~ log()?/20 1)0,00[(y)- La loi de Y est appelée loi log-normale.

FEzxercice X1.7.

I Préliminaires

1. Le temps moyen est E[T7] = 1/A.

2. On considere les fonctions caractéristiques : pour n > 1, u € R,

Vv, (u) = Yyn 7 (u)
= H Y7, (u) par indépendance

_ <Aju>

On reconnait la fonction caractéristique de la loi gamma de parametre (A, n).
3. P(N; =0) =P(T} >t) =e .
4. Ona{Ny=n} ={V, <t <V, +Thi1}.

5. Soit n > 1. Comme V,, et T},11 sont indépendantes, on a

1 n,n— — AV — AW
= / 1{v§t<v+w} m )\ v 1 (6] A 1{U>0})\e A 1{w>0} d’l)dw

1 n,n—1 _—Av _A\w
:/m)\ v e Ae ™ Lo<vo<t<wso} dvdw

1 n,n—1 —Av —A(t—v
:/m)\ v 18 % (§] )\(t )1{0<U§t} d’l)

1 n_ — n—
= m}\ (& At/’l) 11{0<v§t} dU
e ()"
=ec ol .

On reconnait la loi de Poisson de parametre At.
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IT Les temps moyens

1. Comme YN T; > 0, on en déduit que R; < t p.s. Donc P(R; <t) = 1. On a
{N; =0} ={R; =t}. Doncsir <t,ona

P(R; <r, St <s,N,=0)=0.
Sir >t, alors
P(R, <7,8 <s,N;=0) =Pt <T) <t+s)=e M1—e).
2. Soit n > 1. On pose [ =P(R; <7,5; < s,N; =n). On a
T=Pt—V, <r,Vy+Top1 <t+8V,<t<Vp+Thi1)
=P((t—1) <V <t <Vy+Thp <t+s)
= / Lit—r<v<t<vtw<tts) ﬁ X" e gy A e M 1oy dudw,

car les variables V,, et T),41 sont indépendantes. 1l vient

1 n,n— — AV — AW
I:/l{(t—r)+§v§t}m)\ Ve M 1y pcwsris—np e dvodw

1 n,n—1 _—Av —A(t—v —As
:/1{(t_r)+§v§t}m)\ v 16 X e At )(1—6 A )d’l}

1 no—A s n—1
GRS f(1-e )/1{<t—r>+3ust}v dv
— —AS An n n
=e )‘t(l—e A )F[t —(t=r)}]

3. En décomposant suivant les valeurs possibles de V¢, on obtient

P(Rt ST,St S S) :ZP(Rt ST,St Ss,Nt:n)

n=0
_ —As — A" n n
—e )\t(l—e A ){1{r2t}+ZW[t —(t—?“)+]}
n=1

— ef)\t(l _ e*)\s) {e)\t _ e)\(tfr) 1{r<t}}
= (1= =e M 1pey)
4. Comme Ry < tps.,onaF(s)=P(S; <s)=PR <t,5 <s)=(1—e).
Comme S; est positif p.s., on en déduit que sa fonction de répartition est F'(s) =
(1— e_>‘5)1{s>0}. La fonction de répartition F' de Sy est une fonction dérivable.

On en déduit que S; est une variable continue de densité F'(s) = Ae™® 150y
On en déduit que la loi de S; est la loi exponentielle de parametre A.
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5. La variable aléatoire S; est fine p.s. On en déduit que

P(R; <7)= lim P(R; <7, 8 <s)=(1—e 1pcy)-

§—00

Calculons la fonction de répartition de min(77,t). On a
P(min(T1,t) <7) = Loy + 1P <v) = (1—e M 1)

Comme les fonctions de répartitions caractérisent la loi, on en déduit que R;
et min(77,t) ont méme loi.

6. Le temps moyen d’attente d’un bus quand on arrive a l'instant ¢ est E[S;] = 1/A.
L’écart moyen entre le dernier bus juste avant l’instant ¢ et le premier bus juste
apres U'instant ¢ est E[S; + Ry] = E[Sy] + E[Ry]. On a

E[Ry] = E[min(T}, )] = / min(w, A e 1oy dw
t 00 t
:/ whe M dw+/ the ™ dw = [—we’““]é—l—/ e dw +te M
0 ¢ 0

1
= X(l — e_At).

On en déduit donc que E[S; + Ry] = XX e~ L’écart moyen entre le dernier

bus juste avant 'instant ¢ et le premier bus juste apres I'instant ¢ est donc
différent de ’écart moyen entre deux bus! Le client et la société de bus ont
tous les deux raison.

ITT Loi du temps entre deux passages de bus

1. Ona P(Ry <1, S; <s) =P(R, <r)P(S; < s) pour tout r,s € R. On déduit
que les variables R; et S; sont indépendantes.

2. Remarquons que U; a méme loi que Wy = min(7},t) + T5. Comme T} est une
variable aléatoire finie presque stiirement, on en déduit que lim;_.oo Wy = T1+T15
pour la convergence p.s. En particulier la suite (W}, ¢ > 0) converge en loi vers
T, + T». Comme Uy a méme loi que Wy, on en déduit que la suite (U, t > 0)
converge en loi vers T7 + T5. De plus la loi de T7 + 15 est la loi gamma de
parametre (X, 2).

3. On remarque que (R, S¢) a méme loi que (min(73,t), 7). Soit g une fonction
bornée mesurable. Pour tout ¢t > 0, on a
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Elg(Ur)] = Elg(R; + S¢)] = E[g(min(Ty,t) + T3)]

N /g(min(tl, £) + ta) N7 e A1) L{o<ty 0<ty} dtrdls
—e M / gt +ta)Ae 2 Loy, di
+ /g(t1 + tZ))‘z eiA(tlthQ) 1{0<t1<t,0<t2} dtydts
- /Q(U)A e Lrcy du
+ /9(“))‘2 e M Lty cuctats,0<ts) dudts
= [N Ly + M= (= 1) gpcay) du
= /g(u))\ e A [Mulpocu<sy + (M + 1)1 ] du.

On en déduit que U, est une variable aléatoire continue de densité A e [)\ul{0<u§t}+

A

FEzxercice XI.8.

I Calculs préliminaires

1. La variable aléatoire 11y <y} prend les valeurs 0 ou 1. Il s’agit d’une variable
aléatoire de Bernoulli. Son parametre est p = P(1yy<xy =1) =E [1{Y§X}] =
P(Y < X). Sa variance est Var(lyy<xy) = p(1 —p).

2. On a
p=E L)) = [ 1 f@o) doty = | ( | s dy> f(z) da
_ / G(z)f(z) da.

En intégrant d’abord en x puis en y, on obtient également

p= /(1 — F(y))g(y) dy.

Si X et Y ont méme loi, alors on a

p= /F(x)f(x) dx = [F(x)Q/Q]fz =1/2.
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3. Comme X et Y sont indépendants, la densité conditionnelle de Y sachant X
est la densité de Y. On a donc

B [Lyvex) X =] = [Lzagly) dy = GO = Glo)
Cela implique S = E [1{Y§X}|X] =G(X). On a

E[S]=E [E [1yy<x)|X]] =E[liy<xy] = p

Des calculs similaires donnent 7'=1— F(Y') et E[T] = p.
4. On a
a = Var(S) = E[G( —p —/G )dzr —p

De facon similaire, on obtient 3 = Var(T) = - F(y))? g(y)dy — p*.

5. Si X et Y ont méme loi, alors on a

1
4 127

A -3

a:/F(x)Qf(l“) dv —p* = [ 3

—00
Si X et Y ont méme loi, alors par symétrie, S et 7' on méme loi. En particulier
f=a=1/12.

6. On a

E [Sl{ygx}] =E [G(X)l{Ygx}] = /G(x)l{ygm}g(y)f(l“) dxdy = /G@)zf(x) dzx.

On en déduit donc que

Des calculs similaires donnent Cov(7T', 1y<xy) = S.

Vérifions par I’absurde que (o, ) # (0,0) si p €]0,1[. Si « = 0, alors Var(S) =0
et donc S = p p.s., c’est-a-dire G(X) = p p.s. Bt donc X € G~1({p}) = [a,b]. En
particulier, cela implique que F(z) =0siz < aet F(x) =1 si x > b. Comme G
est constant sur [a, b], cela implique que Y ¢ [a, b] p.s. Donc F(Y') est une variable
aléatoire de Bernoulli de parametre ¢ = P(Y > b). Sa variance est ¢(1 — ¢). Par
définition, elle est égale a 5. Si § = 0, alors F(Y) =1 p.s. ou F(Y) =0 p.s. En
prenant I'espérance, cela implique donc que P(Y < X) =0 ou P(Y < X) =1. Ce
qui contredit I'hypothese p €]0, 1].
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II Etude de la projection de Hajek de la statistique de Mann et
Withney

1. Par indépendance, pour [ # i, on a

E 1 <0/ Xi] = B [Lpexy| = p.

On déduit de ce calcul et de la partie précédente que

E[Unn|Xi] = ZE [1{ngxi} - p\Xz‘] =n(G(X;) —p) =n(S; —p).
j=1

Un raisonnement similaire donne
Bl ZE[l{YO(} P|Y} =m(l - F(Y;) —p) = m(T; — p).

On obtient donc

Hp,p = nz:(SZ —p)+ mZ(T] -
=1 =1

2. Les variables aléatoires (n(S; —p),i > 1) et (m(7; —p),j > 1) sont indépen-
dantes. Cela implique

n

Var(H,, ) = Var Z n(S; —p) + Z m(Tj — p)
i=1

Jj=1

ZVar -p))+ ZVar(m(Tj -p))
i Var(S, Zm Var(T
=1

= mn’a + nm?g.

3. Les variables aléatoires ((S; —p),7 > 1) sont indépendantes, de méme loi, et de
carré intégrable. Remarquons que E[S; — p] = 0 et Var(S; — p) = . On déduit
du théoreme central limite, que la suite (V,,, m > 1) converge en loi vers une loi
gaussienne N (0, «). Un raisonnement similaire assure que la suite (W,,,n > 1)
converge en loi vers la loi gaussienne N (0, 3).
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4. On a Yy, (u) = e/ +RW (w) et Py, (u) = e P/ +R?) (u), avec

lim sup |[RY(u)| = lim sup |[RP(u)| = 0. (XII1.4)
M=% ul<K 0 ul<K
J— Hm7n J—
On pose Z,,, = —=——=———. Remarquons que Z,, , = amnVm + bW,
Var(Hp, )
avec

ny/m et byun = my/n .

Qm,n =
vVmn2a + mn2g mn2a + mn2(

En utilisant I'indépendance entre V,,, et W,, pour la premiere égalité, il vient

2 2 2
(aam’nﬁ»ﬁbm’n)u

,l/}Zm,n (U) = wvm (amynu)wwn (bm7nu) =e 2 +R7(7§,)n (U) = e_U2/2 +R7(7§L,)n(u)7
ou
Rg?n(u) = efaa%’nu2/2 R£L2) (bm,nu)"’eiﬁb?n’nzﬂ/2 R1(”flb) (am,nu)+R£r1L) (am,nu)Rg) (bm,nu)

Onadamy, <1/aet by, <1/6. Ondéduit de (XII1.4) que  lim sup \Rﬁg)n(u)\ =

min(m,n)—00 |y|<K
0. Ceci implique que lim vz, . (u) = emu/2 C’est-a-dire, quand min(m, n)
min(m,n)—oo ’
tend vers l'infini, la suite (Z,,,, m > 1,n > 1) converge en loi vers Z de loi
gaussienne centrée réduite N (0, 1).

5. On pose ¢ = \/Var(Hm,n)/Var(Um,n). Comme lmyyin(mn)—oo Cmn = 1,
on déduit du théoreme de Slutsky que la suite ((¢mn, Zmn),m > 1,n > 1)
converge en loi vers (1, Z). Comme la fonction (¢, Z') — ¢/ Z' est continue, on en
déduit la convergence en loi de la suite (¢ 5 Zmn, m > 1,n > 1) vers Z quand

min(m, n) tend vers I'infini. C’est-a-dire la suite | Hp, r,/1/ Var(Up, ), m > 1,n > 1)
converge en loi vers la loi gaussienne centrée réduite N'(0,1) quand min(m,n)
tend vers 'infini.

ITII Convergence de la statistique de Mann et Whitney

1. On a
Cov(Hpm,n, U;;m) = Cov(Hpn, Um,n)

= Cov(n Z Si, Unn) + Cov(m Z T5,Unn)

=1 j=1
i=1j=1 i=1 j=1

= mn? Cov(5, 1yy<xy) + nm? Cov(T, 1iy<xy)-
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2. On déduit de ce qui précede que

Var(Hpn — Uy, )
= Var(Hp,,) + Var(Uy, ,,) — 2 Cov(Hpn, Uy, 1)
= mn?a + nm?B + mn’a + nm?6 + mn(p — p?—a-— B) — o2mn’a — 2nm?s
=mn(p—p° —a—f).
3. En particulier, on a

) Var(Hpm — U L)
lim : — = 0.
min(m,n)—oo Var(Um,n)
Hpy,,—-U)

m,n

Var(Up, )

4. On pose Qmn = . En utilisant I'inégalité de Tchebychev, on a

pour tout € > 0,
P(|Qmn| > €) < E[Qp ]/

Comme  lim  E[Q? ,] =0, on déduit que la suite (

min(m,n)—oo mn

Hy,n— U

M7 >1,n>1
Var(Up, n)

converge en probabilité vers 0 quand min(m,n) tend vers 'infini.

5. On a
Unmn — mnp

Var(Up,n)
On déduit du théoreme de Slutsky que la suite ((¢pnZmn, —Qmn), m > 1,n >
1) converge en loi vers (Z,0) quand min(m, n) tend vers U'infini. Par continuité
de l'addition, on en déduit que la suite (¢ nZmn — Qmmn.m > 1,n > 1)
converge en loi vers Z quand min(m,n) tend vers U'infini. On a donc montré
que, quand min(m,n) tend vers Uinfini, la suite

Unn —mnp o s
Var(Up, n)

converge en loi vers la loi gaussienne centrée N(0,1).

= Cm,an,n - Qm,n-

IV Calcul de la variance de la statistique de Mann et Whitney
1. On a

Card (A1) = mn

Card (A2) = m(m — 1)n

Card (Az) =n(n—1)m

Card (A4) = m(m — 1)n(n — 1).
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2. On a
Cov(liy<xy Liyrexy) = E [Ly<xy, Lyrexy] —E [Ly<xy] E [1yr<xy)

= / Ly<op Ly <ar9@)g() f () dydy' da — p?

— [ G fa) do -y

Un calcul similaire donne Cov(1iy<xy, 1iy<xry) = 0.
3. On a
Var(Unma) =E [(Un)?] = Y E|(Lyyxy —P)(Lpyy<x,) —p)]
(i,9,3,3")€A
On décompose la somme sur les ensembles d’indices A1, Ay, A3 et Ay. 1l vient
> E {(1{Yj <x;} —P)(Lgy, <x,y — P)} = Card (A1) E [(1{y<x} — )’

(i7i/7j7j/)€Al
= Card (4,) Var(l{ygx})
= mnp(1l — p),

> E|@pyexy ~ )y, x,) —p)] = Card (49) E [(Lpy<x) — p)(Ly<xy )]
(ivilvjvjl)eAQ

= Card (42) Cov(liy<xy Liy<x1y)
=m(m — 1)np,

> E |:(1{YJ'§X2'} — 1)Ly, <x,y — )| = Card (43) E [(Lyy<xy — »)(Lpyr<xy — p)]
(i7i/7j7j/)€A3

= Card (43) Cov(ly<xy, liyr<x})

=n(n— 1)ma,

> E[(1{%99}—P)(l{YjéXﬂ}—P) = Card (A1) E [(1yy<xy — P)(Lyr<xry — p)]
(i7i/7j7j/)€A4
— 0.

La derniere égalité s’obtient en utilisant I'indépendance entre (X,Y") et (X', Y”).
On obtient donc

Var(Up.n) = mn*a +m?*ng +mn(p — p* — a— ).
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4. Dans le cas ou les variables aléatoires (X;,7 > 1) et (Y},j > 1) ont méme loi,

on a
mn(m+n+1)

Var(Up, n) = D

FExercice XI1.9.

I Calcul de la probabilité d’extinction

1. On a {Z, = 0} C {Z,4+1 = 0} pour tout n > 0. Ceci implique que {Z, =
0} = Up_1{Zr = 0}. On en déduit que {il existe n > 0 tel que Z,, = 0} =
Uk>1{Zr = 0} est la limite croissante de la suite d’évenements ({Z,, = 0},n >
0). On déduit donc du théoreme de convergence monotone que 7 est la limite
croissante de la suite (P(Z,, = 0),n > 0).

2. On a pour k£ > 1,

ol l'on a utilisé pour la 3-ieme égalité le fait que les variables (§; ,,7 > 1) sont in-
dépendantes de (&1, > 1,0 <1 < n) et donc indépendantes de Z,,. Le résultat
est trivialement vrai pour k£ = 0. On en déduit donc que E[Z,1]|Z,] = mZ,,
et que E[Z,,11] = mE[Z,]. En itérant, on obtient que E[Z,] = m".

3. Remarquons que P(Z,, > 0) < E[Z, ] Sim < 1, alors on a lim P(Z, > 0) =0,
n—oo
et doncn =1-—lim, . P(Z, >0) =
4. On a pour k > 1,

E[z%r1|Z, = k| = B[z 80| Z, = k] = B[e2i=1800| Z,, = k] = B[zXi=16in] = ¢(2)F,

ot l'on a utilisé pour la 3-ieme égalité le fait que les variables (§; ,,7 > 1) sont in-
dépendantes de (§;;,7 > 1,0 <[ < n) et donc indépendantes de Z,,. Le résultat
est trivialement vrai pour k¥ = 0. On en déduit donc que E[z%"+1|Z,,] = ¢(z)?",
et donc comme ¢(z) € [—1,1], on a

Oni1(2) = E[z7] = E[(2)7"] = ¢n(8(2)).

On en déduit donc que ¢, est la fonction ¢ composée avec elle-méme n fois.
En particulier on a ¢n41 = ¢ 0 ¢p.
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. Ona

P(Zni1 = 0) = ¢n11(0) = ¢(¢n(0)) = ¢(P(Z = 0)).

Comme la fonction ¢ est continue sur [—1,1], on en déduit par passage a la
limite, quand n — oo, que 7 est solution de 1’équation (1).

. Ona¢'(l) =E[{] =m. Sipo+p = 1alorsonam < 1carpy > 0. Par

contraposée, on en déduit que si m > 1, alors pg + p1 < 1. En particulier, il
existe k > 2 tel que py > 0. Cela implique que pour z €]0, 1], alors ¢"(z) > 0.
Et donc la fonction ¢ est strictement convexe sur [0, 1].

Ona ¢(1l) =1.Sim =1, alors ¢/(1) = 1, et comme la fonction ¢ est strictement
convexe, on en déduit que ¢(z) > x sur [0, 1[. En particulier, la seule solution
de (1) sur [0, 1] est donc 1. Ainsi on a n = 1.

. On a ¢(1) = 1. Si m > 1, alors la fonction ¢(x) — x est strictement convexe

sur [0, 1], strictement positive en 0, nulle en 1 et de dérivée positive en 1. En
particulier elle posseéde un unique zéro, ¢ sur |0, 1[.

On démontre la propriété par récurrence. Remarquons que P(Zy = 0) = 0 < z.
Supposons que P(Z,, = 0) < xy. Comme la fonction ¢ est croissante, on en
déduit que ¢p(P(Z,, = 0)) < ¢(xp) = x9. Comme ¢(P(Z, =0)) = P(Z,,41 = 0),
on en déduit que P(Z,+1 = 0) < zy. Ce qui démontre que P(Z, = 0) < x
pour tout n > 0. Par passage a la limite, on a n = lim, .~ P(Z, = 0) < xg.
Comme 7 € {xg, 1}, on en déduit que n = zo.

IT Comportement asymptotique sur un exemple

1.

On obtient a )(1— B)
—a)(1-p)z
Be) =t o (XIIL5)
Onam = ¢'(1) = l1za > 1. Enfin si ¢(z) = x alors on a Sz —(a+3)r+a = 0.

1-p

Comme 1 est racine de cette équation, on en déduit que 'autre racine est
xo = /. Comme on a supposé m > 1, on a n = /3. On obtient les valeurs
numériques suivantes : m ~ 1.175 et n ~ 0.8616.

Il est facile de vérifier que

—1 z—1

=m .

P(z) —n z—1
On en déduit donc par itération que

dn(z) — 1 _mnz—l
¢n(2)—77_ z—n
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soit
z—n—m"nz+m"n

Pn(2) =

z—n—mnz+m"

On a

) . A
¥xy (u) = B[] = E[1{x_q}] + E[1{x_1} ] = (1 - p) T

. La fonction caractéristique, v, de £ se déduit de (XIIL.5), en remarquant que

Y(u) = ¢(e™) pour u € R. En reproduisant les calculs qui permettent de
déterminer ¢,,, on obtient ¥z, (u) = ¢, (e™). 1l vient

Pm=nz, (W) = Yz, (m™"u)
= Gl
1—n—m"n(l+im "u) + m"n+ o(1)
1—n—m"(1+im "u)+m"+o(1)
1 —n—iun+o(l)
 1l-np—iduto(l)’

On en déduit donc que

_l—n—aun 1—n

0 Yoz (8) = T fE—

On en déduit donc que la suite (m~"Z,,n > 1) converge en loi vers XY, ou
X et Y sont indépendants, X de loi de Bernoulli de parametre 1 —n, et Y de
loi exponentielle de parametre 1 — 7.

En fait on peut montrer que la suite (m~"Z,,n > 1) converge p.s. dans cet
exemple, et méme dans un cadre plus général.

A
Exercice X1.10.

1. En utilisant la matrice de changement de base, on a ¥ = UX ou X =
(X1,...,X,). Comme X est un vecteur gaussien de moyenne nulle et de ma-
trice de covariance la matrice identité, I,,, on en déduit que Y est un vecteur
gaussien de moyenne UE[X] = 0 et de matrice de covariance UI,U* = I,,. Ainsi
X et Y ont méme loi.

2. On note Y = (Y1,...,Y,) les coordonnées du vecteur X dans la base f. Ainsi
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on a Xg, = 2?1:1 Yii+jfmirj, ot m; = 0sii =1et m; = 22;11 n; sinon.
D’apres la question précédente, les variables Y7, ...,Y,, sont indépendantes de
loi A'(0,1). On en déduit donc que les variables Xg,, ..., Xg, sont indépen-
dantes. On a également
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||XE1H Z mi+j°

On en déduit que || Xg,||* est la somme de n; carré de gaussiennes centrées
réduites indépendantes. Sa loi est donc la loi du x? & n; degrés de liberté.

3.0na Xp=(X, f1)f1i = an;z:l e; et
n 2
IXull* = X = Xal* = |Xi - Xa|* =

D’apres la question précédente X et Xy sont indépendants. En particulier
X, = (Xa, f1)/v/n et T, = | Xg|* sont indépendants. De plus, comme H est
de dimension n — 1, la loi de T}, est la loi du x? & n — 1 degrés de liberté.

A

FEzxercice XI1.11.

I Convergence en loi pour les variables aléatoires discrétes

1. Comme )2 p(k) =1, on en déduit qu’il existe une variable aléatoire, X, &
valeurs dans N telle que P(X = k) = p(k) pour tout k € N.

Soit g une fonction bornée mesurable. On a

[Elg(Xa)]~Elg(X)]| = | > pa(k)g() =D pk)g(k)| < llgl > Ipa(k) — (k)
k=0 k=0 k=0

On a de plus
> IpaB) =pR) < D (palk) +p(k) =2 = (palk) + p(k)),
k=nop+1 k=ng+1 k=0

car Y oo o Pn(k) = > 1oy p(k) = 1. On en déduit donc

‘ Zp ( < Iyl [Z [P (k) = (k)| +2 = > (pu(k) + p(k))
=0 k=0

Soit € > 0. Il existe ng € N tel que > 72 . p(k) <e (ie. 1 -3 p(k) <e).
Comme lim,,_,o pp(k) = p(k) pour tout k € N, il existe N > 1 tel que pour
tout n > N, > 1% |pn(k) — p(k)| < e. Enfin, on remarque que

no
—> " p(k) <len —p(k)| <e,
k=0
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et donc
no ng
= pa(k) <= plk) +e.
k=0 k=0

On en déduit que

Elg(Xa)] - Elg(X)]| < llgl

no
2 +2— 2Zp<k)] < 4|glle.
k=0

Ceci implique que pour toute fonction g continue bornée lim,, o E[g(X,)] =
E[g(X)]. Ainsi la suite (X,,n > 1) converge en loi vers la loi de X.

. Soit g(z) = max(1l —2|z|,0), pour z € R. Pour k € N, on pose gi(-) = g(- — k).

Ainsi, on a gp(Xn) = lgx,—p) et donc E[gp(X,)] = pn(k). La fonction gy
étant continue bornée, la convergence en loi de la suite (X,,,n > 1) implique la
convergence de la suite (p,(k),n > 1) (on note p(k) = E[gi(X)] la limite), et
ce pour tout k € N. La fonction G(x) = >"72 gk(z) est continue bornée. On a
E[G(X,)] = > 12 gpn(k) = 1. Comme

o o
Tim EG(X,)] = EG(X)] = 3 Elg(X)] = 3 p(k)
k=0 k=0
on en déduit donc que )~ p(k) = 1. D’apres la question précédente, on en
déduit que la suite (X,,n > 1) converge en loi vers la loi de Y, variable aléatoire
discrete a valeurs dans N telle que P(Y = k) = p(k), pour tout k € N. Par
unicité de la loi limite, cela implique que X et Y ont méme loi. Donc X est une
variable aléatoire discrete a valeurs dans N telle que P(X = k) = p(k), pour
tout k € N.

IT La loi de Bose-Einstein

1.

292

On consideére une urne contenant n — 1 boules marquées “|” et r boules mar-
quées “x”. Et on effectue un tirage sans remise de toutes les boules. Quitte a
rajouter une boule “|” au début de la séquence et une & la fin, on remarque
qu’un tirage complet correspond a une (et une seule) configuration possible. Et

une configuration possible est également représentée par un tirage complet. Il
(n+r—1)!

existe CZ;ﬁ_l = ﬁ tirages possibles. Les configurations étant équi-
ri(n —1)!
probables, on en déduit que la probabilité d’obtenir une configuration donnée
rl(n—1)!
est ————.
(n4+r—1)!
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2. Si X,(fz = k, alors il faut répartir » — k particules indiscernables dans n — 1
—2—k)!
boites. Il existe donc CZ;E_Q_ = ((Z i_ 2)' (= 2)) ! configurations possibles. On

en déduit donc que pour k € {0,...,r},

rlln+r—-2-k)!  (n—-1) rl (n+r—2-—k)!
r—Kln+r—10" n+r—10r—Fk! (n+r—2)

3. Pour £ € N, on pose p, (k) = ]P’(X,(le = k) pour k < r et p,,(k) = 0 si
k > r 4 1. Sous les hypotheses de la question, on obtient

1-4 1
0)=104 0) =1 n_ =
PIO) =l piy(0) = lim Ty =
et pour k > 1,
_1 r r_ k=1 ok
p(k) =lim p, (k) = lim | e n n = T
g —plta—n 1+g-a-5 @+0F

On remarque que . p(k) = 1. On déduit alors de la partie I, que la suite
(Xnr,n € N*,7 € N) converge en loi vers la loi de X, ot pour k € N, P(X =

919
k)= ——7.
(14 6)k+1
On pose Y = X + 1. Pour k£ € N*, on a
e 1 1 \"!
PY=k=PX=k—-1)= = 1-— .
( ) =B ) (1+0)" 1+0< 1+0>

La loi de Y est la loi géométrique de parametre p = 1/(1 + 0).

4. Par symétrie la loi de X,(fzﬂ est la loi de X,(}z (Si X,(fzn = k, alors il faut répartir
r — k particules indiscernables dans les n — 1 autres boites, cf question I11.2.) Le

nombre total de particules est 7. On en déduit donc que > | ijl = r. Par
linéarité de I'espérance, puis de ’égalité en loi, on déduit

Ainsi, on a obtenu que E[X()] = r/n.

n,

5. On a limIE[X,(&)] =0, et E[X]=E[Y —1] = 1_1 —
p
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6.

294

On a pour k € {0,...,r — 1},

1) . r=Dn+r-2-k! n r—k 1 _
P(antl,rfl - k) - n(?“ —1— k:)'(n +r— 1)' - n—1 r P(Xn,r - k)’
soit 1
(r = WP(X() = k) = r—P(X ) = k).

Cette égalité est trivialement vérifiée pour k > r. Il vient donc

> n—1 1 n—1
Elr - X)) = > (r = HB(X{) = k) = r—= D P(X\Yy oy = k) = r—.

k=0 k=0
On retrouve ainsi que E[X, )] =7 —r — =
Pour r > 2, ke N, on a

-1
(r=1=k)(r = HB(X() = k) = (r =1 = k)r—P(X},,_ = k)
n—1 1
= (r— 1)7”n I 1]P>(X7(L—22,r—2 = k).

On en déduit donc que

—1
E[(r — XD)r =1 — XD = p(r — 1)2
[(7" n,r)(r n,r)] 7”(7" )TL + 1’
puis que
1 272 r(n—1)
E[(X{))2) =r(r—1)—— — (P +E[XV)](1-2r) —7) = .
(X)) = rr =) g = (P BIGRI =20) =) = P+ =)

En particulier, on a
lim E[(X{}))%] =262 + 0.

On a également E[X?] = E[Y?] — 2E[Y] + 1 = Var(Y) + E[Y]? — 2E[Y] + 1.

1 1-
Comme E[Y]=—-=1+6et Var(Y) = 2p =60(1+0), il vient
p p

E[X? =01 +60)+(1+6)>-2(1+60)+1=20>+0.

On vérifie ainsi que lim E[(X{}))?] = E[X?].

n,
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ITI Quand on augmente le nombre de particules

1. Soita = (ai,...,an) € N", b= (b1,...,b,) € Ntavecy ;' ja;, =rety i b=
r + 1. Par construction, on a

P(Xp,ri1=bXpn,r =a)=0

st iy ]ai — bi| # 1 et sinon, il existe un unique indice j € {1,...,n} tel que
bj=a;+1,et ona
a; +1 - bj

P(Xpr1 = b[Xn, = a) = n+r n4+r

2. En utilisant la définition des probabilités conditionnelles, il vient

P(Xpri1=0b) = > P(Xpri1 = b|Xnr = a)P(X,,, = a)
a=(ai,...,an)eN", 30 a;=r
rl(n—1)!
"o 2 P(Xnr+1 = bl Xny = 0)

a=(a1,...,an)EN", 31 | a;=r

rlln—1)! r+1
C (n+r—1Dn+r
~ (r+Dl(n-1)!
N (n+7r)!

La loi de X,, 41 est la loi de Bose-Einstein pour r + 1 particules et n boites.

A

FEzxercice XI1.12.

I Le temps d’attente a 1’arrét de bus

1. La variable aléatoire aU est de loi uniforme sur [0, a]. Il est donc naturel de
choisir US,,, avec U indépendante de .S, pour modéliser une variable aléatoire
uniforme sur [0, Sy, ].

2. Remarquons que pour toute permutation o de {1,...,n}, (T5u),1 < i < n)
a méme loi que (73,1 < i < n). Comme S, = Y7 | T,(;), on en déduit que
T5(1)/Sn a méme loi que X1/S,,.
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3. On en déduit que
2[]-gea]-2efe]

4. Par indépendance (U, Z) est une variable aléatoire continue de densité 1o 1)(u) fz(2),
ou fz est la densité de la loi de Z. Par Fubini, on a :

Blo(U, 2)) = [ olu,2) Lo () () dudz = [ ( / ol 2) du) f2(2)d>
~E [/Oldugo(u,Z)} .

Pour 1 <k <mn,ona{N} =k} ={U €]Sk_1/Sn, Sk/Sn]}. On en déduit d’apres
(XI.4) que

. Sk Skfl Tk‘ 1
P(N;; = k) = E [1{yeis, 1 /8n.5c/Sn]}] = E [s_n S, ] =" [_] T

On observe que la loi de N} est la loi uniforme sur {1,...,n}.
5.0Ona

Elg(T;)] = > E [1v:—ry9(Th)] ZE (L we)Sy/SmSp1/50139(Th)]
k=1 k=1

_ ZE[ }
~E[ghm].

ou 'on a utilisé (XI.4) pour la troisieme égalité et le fait que (T, T%/Sn) a
méme loi que (T3,71/S,) pour la derniere égalité.
6. Par la loi forte des grands nombres, on a p.s. lim, o S,/n = p. Comme 7' > 0

p.s., on en déduit p > 0. La fonction = — T /x est continue en p. On en déduit
que p.s. limy, oo nT1/Sy, = X avec X =T1/pu. On a E[X]| =1

7. On a |py(z) — py(y)| < |z —y| pour tout z,y € R. La fonction ¢4 est donc
continue. Si x > y > 0,ona py(r —y) =x—y < z.Siy >z >0 on
a ¢r(r —y) = 0 < z. Donc, pour tout x > 0, y > 0, on a ¢4 (z —y) <
x. On considére Y;, = ¢4 (X — X,,). D’aprés la continuité de ¢, on a p.s.
lim,, o Y, = 0. De plus |Y,,| < X, et X est intégrable. On déduit du théoreme
de convergence dominée que lim,_,~ E[Y,] = E[lim, .~ ¥;,] = 0.
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10.

. L’égalité |z| = —z + 2¢4 (x) est évidente. On a

E[|X = Xol] = E[=X + X, + 204 (X — X,)] = 2E[p+ (X — Xa)].

On en déduit donc que lim E[|X — X,,|] =0.
n—oo

. On pose ¢ = sup{|g(z)|,x € R}. OnaE[g(T))] = E[Xg(T1)]+E[(X,,—X)g(T1)].

On remarque que
[E[(Xn — X)g(TV)]| < E[| X5 — X[ |g(T1)]] < cE[[ Xy, — X].
Ceci assure que nh_)rrgo E[g(T;)] = E[Xg(Th)] = %E[Tg(T)].
On choisit g(r) = e™*. D’apreés la question précédente, on a nh_)rglo Yrs(u) =

1 A
—E[T e“‘T]. Le théoreme de convergence dominée assure que ’application u +—
7

E[T ¢T] est continue en 0. Cela implique que la suite (T7*,n > 1) converge en

loi vers une limite, 7%, de fonction caractéristique 1p«(u) = — E[T e™T].
i

IT Loi biaisée par la taille

1.

1 Var(T) + E[T]? 2

On a E[T*] = ~E[T?] = ar(T) + E[T] =u+ 7 > w. L'égalité a lieu si et
Iz M K

seulement si 0% = 0, c’est-a-dire que p.s. T est égal & une constante.

1 1
. OnaE[g(T")] = m E[Tg(T)] = m /g(t) tf(t) dt pour toute fonction g bornée

mesurable. Ceci implique que T™ est une variable aléatoire continue de densité

)= L
fH(t) = Mf(t)-

. Onap=1/\ et T* a pour densité \2t e 1¢;~0}- On reconnait la densité de la

loi I'(), 2). En utilisant les fonctions caractéristiques, on a que la loi de T+7" est
laloi I'(A,2). Donc T* a méme loi que T+7". Il vient E[T*] = E[T+T"] = 2E[T].

. Soit a > a’ dans [0, p]. Pour z €]a’,al, on a (z — p) < 0. Il vient

G(a) = G(a') = E[(T — p) 1y (T)] < 0.

Ceci assure que G est décroissante sur [0, u]. Un raisonnement similaire as-
sure que G est croissante sur [u,o00[. On en déduit que G est majorée par
max(G(0),limg—oc G(a)). Comme cette derniere quantité est nulle, on en dé-
duit que G(a) < 0. Comme

G(a) = E[TL{7<0)] — HE[L(r<ay] = 11 (P(T* < a) — B(T < a))

on en déduit que P(T* < a) < P(T < a) pour tout a € R.
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5. Soit z € R, on a
P(F,(U) < 2) = P(U < Fz(2)) = Fz(2),
car Fz(z) € [0,1]. On en déduit que F,*(U) et Z on méme fonction de répar-

tition et donc méme loi.

6. Soit F' (resp. F}) la fonction de répartition de T" (resp. 7). Soit U une variable
aléatoire uniforme sur [0, 1]. La variable T = F~1(U) (resp. T* = F.(U)) a
méme loi que T' (resp. T%). On a vérifié que F(z) > Fi(x) pour tout x € R. Ceci
assure que pour tout u €]0,1[, on a F~1(z) < F.'(z), et donc p.s. T < T*.

A

FEzercice X1.18.

1. On utilise la méthode de la fonction muette. Soit g une fonction mesurable

bornée. On a avec U = VXY et V =Y
E[g(U, V)] = E[g( VXY, \/?)]
[ 9Ty (w.9) dady
\20+1/2 dady

97y, Vy) fx (@) fy (y) dzdy
= 9(v/Ty, /y) (wy)* 2 e M) —=,
a0 417 s VTV Vi
ol, pour la deuxieme égalité, on a utilisé que, par indépendance, la densité de

la loi de (X,Y) est le produit des densités des lois de X et de Y.

On considere le changement de variable u = /7y, v = /y qui est un Cl dif-
féomorphisme de ]0, co[?> dans Iui méme. Le calcul du déterminant du jacobien
de la transformation donne

dxdy

dudv = 4\/5.

On en déduit donc que

4)\2a+1/2
()'(a+1/2)

Bly(VXY VP -

( ) 2a—1 *)\(U2+%)d d
]OOO[Qg’U,,’U’U, (S v uav.

Ainsi la densité de la loi de (U, V) est

4)\20+1/2 a1 —A( 2+ﬁ)
= o v v2
f(U,V) (u,v) () (a+1/2) u € Lruso00>03-
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2. Par la formule des lois marginales, la densité, fi7, de la loi de U est

ANPoti/2 VT 9a-1 —2a
’LL) /f(U,V) (U,U) dv F(a)F(a + 1/2) 2\/Xu S {u>0}

2\/7_T 20, 2a—1 _—2A\u
Tatri2 © ¢ Lo

3. La densité est, & une constante multiplicative pres, égale a \2¥q 201 ¢=2Au 1rusoy-

11 s’agit donc de la densité de la loi I'(2a, 2)). En particulier, cette constante
mulptiplicative est égale & 22¢/I'(2a). On en déduit alors la formule de dupli-
cation de la fonction I

(0.]
Remarquons qu’il est facile de démontrer que h(u) = / _)‘(U + 2) dv est en fait
0

NG

égal a e 2\ En effet, on a

o0 u2 [e.e] u2
b (u) = —2Xu / e M) d—g — —2) / ez ) quw = —2\h(w),
0 v 0

ot I'on a fait le changement de variable w = u/v. Ainsi h(u) = h(0) e=2*. 1l reste
a calculer ~(0). On a

_ _ _ dv N3
h0) = /\u2d :_/ Av? _ ﬁ/ v2/2(1/2)) _ 7
©) /o ¢ Y EEEWu V2r(1/2)) 2V

ou l'on a utilisé la parité de la fonction intégrée pour la premiere égalité et le fait
que l'intégrale de la densité de la loi A(0,1/2)\) vaut 1 pour la derniere égalité.
A

FEzxercice XI1.14.

I Sondage avec remise

1. La loi de nY, est la loi binomiale de parametre (n,p). On a E[Y,] = p et
Var(Y,,) = p(1 — p)/n. Les variables aléatoires (Y,,n > 1) sont indépendantes
de méme loi et bornées (donc en particulier intégrables et de carré intégrable).
La loi forte des grands nombres assure que (Y,,,n > 1) converge p.s. vers p.
On a Var(Y7) = p(1 — p). Le TCL assure que (v/n(Y, — p),n > 1) converge
en loi vers /p(1 — p)G, ou G est de loi N(0,1). Le théoréeme de Slutsky im-
plique que ((v/n(Y, — p),Yn),n > 1) converge en loi vers (1/p(1—p)G,p).
La Contlnmte de la fonctlon ) — x//y(1 —y) sur Rx]0, 1] 1mphque que

P)/V¥n(l = 1)

que0<p<1).

converge en 101 vers G (on a utilisé le fait
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2. Soit I, = [V, & aar/Yn(1 — Y,)/v/n], ol a, est le quantile de la loi N(0,1)
d’ordre 1— /2. Comme (v/n(Yy,, —p)/\/ Yn(1 — Y,),n > 1) converge en loi vers
G et que G est une variable continue, on en déduit que

Yn —p

(p € In) = lim P(vn AT

n—oo

€ [—aq,a4]) =P(G € [—aq,a,]) = 1—a.

Ainsi I, est un intervalle de confiance sur p de niveau asymptotique 1 — a.
Comme Y, (1 -Y,,) <1/4 car Y,, € [0,1], on en déduit que la demi largeur de
I, est plus petite que aq/2y/n. Pour a = 5% et n = 1000, on trouve a,, ~ 1.96,

\/_ ~ (.031. La précision du sondage est d’environ 3 points.

IT Sondage sans remise

I1.1 Loi faible des grands nombres

1. On note 27 = max(x,0). La formule est évidente pour n = 1. Pour n > 2, on
a

Nag— St
]P(Xn = 1‘X1 =T1y.-. 7Xn—1 — xn_l) — ( A 2221 xl)

N-n+1 '~
Np—(n—1-— 7,1__1‘%& +

La formule s’obtient alors par récurrence. Elle est valable pour (n — Ng)* <
s < min(n, Ny).

2. Onremarque que P((X1,...,X,) = (21,...,2,)) nedépend quede >_* ;| x;. En
particulier la loi de (X7,...,X,,) est inchangée par permutation des variables
aléatoires.

3. La variable aléatoire X est de loi de Bernoulli de parametre p : E[X;] = p.
D’apres la question I1.1.2, X; a méme loi que X;j. Par linéarité, on a donc
E[X,] =3 XL ElX] =p

4. On a X; = X? et donc E[X?] =p. On a

Ng(Ny—1) N 1
NN-1) —N_1PP- )

EX1Xo] =P(X;=1,Xo=1) =

D’apres la question I1.1.2, pour tout i # j (X;, X;) a méme loi que (X7, X») et
donc E[X1 X5] = E[X;X;]. 11 vient

n

E[X2] = iz ZEXz |42 Z :%<np+n(n—1)N]\_]1p(p—%))>-

1<z<]<n
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On obtient donc

Var(X,.) = E[X2] - B[X,? = (1 - 1) Lo p).

Pour n = N, la variance est nulle : 'estimation est exacte car on a interrogé
tous les électeurs une et une seule fois.

5. Soit € > 0. L’inégalité de Tchebychev donne

(X, py>€)<w:<l_ n—1>p(1—p).

g2 N -1 ne?

Le membre de droite converge vers 0 quand N et n tendent vers l'infini. Ceci
assure la convergence en probabilité de X,, — p vers 0.

I1.2 Théoréme central limite

1. Onaavec s =y ' | ;,

S . n—s i
HNA—Z+1 Np—j+1
P((Xla'--aXn):(xl,-..,xn)): Il B— ]

i Nl SN —s—j+1
Nag—i+17 Ny —
—H Az H 1o NAms

N—i+1 i N—-s—j+1
__)93( — )"
N—oo

On en déduit que pour toute fonction continue bornée g, on a
Elg(X1,.... Xp)l = > g, z)P(X1,...,Xp) = (21,...,70))
mly---vxne{ovl}

— > gl @) (1= 0" =Elg(Vi, ..., Vo).
Z1,..,xn€{0,1}

Ceci implique donc (X1,..., X)) converge en loi vers (V1,...,V},) .

Montrons (XI.6). On a

P((Xl,...,xn):(xl,...,xn)):HP—(?—géxﬁ (1=p)=(G=D/N
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Il existe une constante c; telle que pour n?/N < 1, ona 1 > HZ;%(l - %) >
1-5)">1- 01%2. Par ailleurs si (ax, k € N*) et (bg, k € N*) sont des suites
de nombres complexes de modules inférieurs a 1 (Jag| < 1 et |bg| < 1 pour tout
k € N*), il est facile de vérifier que

n n n
Hak—ku §Z\ak—bk\
k=1 k=1 k=1

En particulier, on a pour n < min(N4, Np),

n—s

H(1 z‘—1)’ﬁ(1 j—l) 1<§:z‘—1+2j—1< 2n2
Pl Ny e Np = Ny = Np ~ min(Ny4, Np)’

On en déduit donc (XI.6).
2. On a

[Elgn (X1, Xn)] = Elgn(Z1; ..., Z0)]|

< > gl m)I[P((Kr e Xa) = (@1 m)) = (1= p)"
Z1ye,on €{0,1}

2
n
<SMO———s ree
mln(NAyNB) 1 ...§€{0 1}
2

n
Cmin(NA,NB)'

3. On a

[Elgn (21, .- -, Zn)] = Elgn(V1, ..., Vi)]|

< Y gal@n,m) [Pt (L —p)" =67 (1—0)"
Z1yexn€{0,1}
n

<M s( ):Us(l—x)"_sd—x—{—/ (n—s)( " )xn_s(l—x)sd—x
[p.0] \5 x [1—p,1-6] n—s x

v [ Es)E L / E[5,) %
wol e i w

ou S est une variable aléatoire de loi binomiale (n, ).

4. Les conditions impliquent que n?/min(N4, Ng) tend vers 0. On déduit des
questions précédentes que |E[g,(X1,...,Xn)] —E[gn(V1,..., V)] tend vers 0
pour toute fonction continue bornée.
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5. Soit G une variable aléatoire de loi gaussienne centrée réduite. On a

¥ va(t.-0) (W) =¥ mageWl <1 n,—0) (@) = ¥ yn,—a) (W)l
+W}\/ﬁ(‘7n ( ) ¢ o(1— GG( )‘

ot V, = 130 | V. Comme dans la premitre partie, (vn(V, — 6),n > 1)
converge en loi vers 1/6(1 — §)G. On déduit donc des questions précédentes, et

de la continuité delexponentlelle complexe, que [ f(Xn oy(u)— = G)G’( u)]

tend vers 0. Ceci assure la convergence en loi de \/n(X,, —0) vers /6(1 — 0)G.
Par ailleurs |[p — 0| tend vers 0 et X,, — p tend en probabilité vers 0, donc Xn
converge en probabilité vers §. On déduit du théoréme de Slutsky que (v/n(X,,—
0), X,,) converge en loi vers \/ (1— G 9 Comme dans la premiere partie,

on en déduit donc que /n(X,, — 9 )/ \/ ) converge en loi vers G.
6. On en déduit que J,, = Xn + anvV/Xn(1 — X5) /\/ﬁ, ou a, est le quantile de

la loi N(0,1) d’ordre 1 — /2 est un intervalle de confiance sur 6 de niveau
asymptotique 1 — . Comme p = 64 0(1/n), on en déduit que J,, est également
un intervalle de confiance sur p de niveau asymptotique 1 — «. En conclusion si
N est grand devant n, il n’y a pas de différence sur la précision d’un sondage
sans remise et d’un sondage avec remise.

n—1
N — 1)
tend également vers I'infini, alors on peut montrer que n(X, — p)/o converge en
loi vers la loi gaussienne centrée réduite®. On dispose également de majorations de
type Berry-Esséen pour la vitesse de convergence de la fonction de répartition de
n(X, — p)/o vers celle de la loi gaussienne centrée réduite*. Ainsi, si n est grand
mais négligeable devant N, le comportement asymptotique de y/n (X'n —p) est le
méme pour un sondage avec remise et sans remise, et donc on obtient le méme
intervalle de confiance pour un niveau asymptotique donné.

n
Si N et n tendent vers l'infini et ¢ = Var(z Xi) = np(l —p)(1 —

A

FEzxercice XI.15.

1. On note X le numéro de l'image dans la tablette k. Les variables aléa-
toires (Xj,k € N*) sont indépendantes et de loi uniforme sur {1,...,n}.
On a T, = inf{k > 2; X}, € {X1,...,Xg_1}}. Soit £ € {2,...,n}. On a
{T,, >k} ={T,, > k—1,Xi & {X1,...,Xk—1}}. Par indépendance, on a

3 J. Héjek, Limiting distributions in simple random sampling from finite population, Pub. Math.

Inst. Hungarian Acad. Sci., vol. 5, pp. 361-374 (1960)

4 S.N. Lahiri, A. Chatterjee and T. Maiti, A sub-Gaussian Berry-Esséen Theorem for the hyper-
geometric distribution, arXiv (2006)
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P(Xy & {X1,...., Xp1}Tn > k— 1) = 1 — EL 11 vient done P(T;, > k) =
P(T, > k—1)(1— %) Comme P(T,, > 1) = 1, on en déduit donc que
P(T,, > k) = Hle (1 — =1). Cette formule est valable pour k € N*.

n

2. On a, pour x <0, P(T,,/v/n < x) = 0. Soit x > 0. On a
P(T,/vi < @) =1 — B(Ty, > [Va]) = 1 — oSt log(1=51)

Pour i € {1,...,[y/nz]}, on alog(l — =1) = =L 4 (Z;—%)Qg((z —1)/n), o g
est une fonction bornée. On en déduit que

Wm]l o=y 1 1)+ O(n~1/?
; og(1 — )——%[\/ﬁw]([ﬁw]— ) +O0(n=/7).

n

On en déduit donc que pour tout z € R, on a lim, o P(T,,/v/n < z) = F(z)
avec F(z) = (1 — e **/2)1,50. La fonction F est croissante nulle en —oco et
vaut 1 en +oo. Il s’agit de la fonction de répartition d’une variable aléatoire
réelle X.

3. Comme la fonction F est continue et de classe C! sauf en 0, on en déduit que
la loi de X possede la densité F'(z) = 2ze " 10y

4. Remarquons que P(X? < z) = P(X < \/z)1zm0p = (1 — e*x/2)1{$>0}. On en
déduit que X? est de loi exponentielle de parametre 1/2.

5. On a pp = P(T,, > k) avec n = 365. On obtient les approximations suivantes :
i =P(T > k) = P(T,/v/n > k/v/n) ~ e /2
En utilisant cette approximation, on obtient pour n = 365
pog =~ 0.484, pao =~ 0.112 et p3ge =~ 2 1070,
Les valeurs exactes (& 1073 prés) sont

pag >~ 0.493, pgo >~ 0.109 et p3ge = 0.

FEzercice XI1.16.

I Etude asymptotique

1. Il s’agit de variables aléatoires indépendantes de loi de Bernoulli de parametre
.
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N, 1 -1
2.0na — = — +n ZZk On déduit de la loi forte des grands
n n n n-—1

nombres que la suite (N, /n,n > 1) converge p.s. vers E[Z5] = a.
3.0naj,_ 1]<:F(k—n e 1F(k Npetd i |E [F(k]—l—i—a(n—l)

4. Le nombre de boites contenant une boule augmente de 1 si on rajoute une
boule & une boite ayant k — 1 boules et diminue de 1 si on rajoute une boule a
une boite contenant déja k boules. On a donc

k
F1§+)1 ="+ Loy, =13 = Ly =k} (XIIL.6)

5. Par construction, conditionnellement & {Z,11 = 0} et a (F,(Lk),k € N*), la
probabilité de choisir une boite est proportionel a son nombre de boules. En
particulier la probabilité de choisir une boite contenant k boules est proportio-
nel a k:F,(Lk), carily a F,(Lk) boites contenant k boules. Comme zzzl kF,(lk) =n,
on en déduit que la probabilité de choisir une boite contenant k& boules est
kFr(Lk)/ n. On en déduit donc que conditionnellement & {Z,, 11 = 0} la probabi-
lité de choisir une boite contenant k boules est E[k:F,gk)/n] = akpn (k).

6. En prenant l'espérance dans (XII1.6), on en déduit

am+ Dppi1(1) = anpy (1) + a — (1 — a)apy (1), (XIIL.7)
a(n+ )ppi1(k) = anpy (k) + (1 — ) (a(k — V)pp(k — 1) — akpy(k)), pour k > 2.
(XIILS)
7. Les équations stationnaires donnent pour (XIIL.7) : ap(l) = a — (1 — a)p(1)
soit
p(1) = 2 —1 a ﬁpp
et pour (XIIL.8) : (1 4+ (1 — a)k)p(k) = (1 — a)(k — 1)p(k — 1) soit p(k) =
k—1
P —p(k—1).

Pour compléter le résultat, nous montrons un résultat qui assure que (Fj, (k) Jan,n >
1) converge en probabilité vers p(k). Pour k > 2, on pose f,(k) = anp(k), ou p( )
est défini par (XI1.7) et A, (k) = Jolg fn(k). On déduit de (XIIL.6) que

Api1(k) = An(k) + 1y, o =k—1) — Ly, =k — ap(k).

et donc

An-l—l(k)Q = An(k)2+1{Yn+1:k—1}+1{Yn+1:k}+a2p(k)2+2An(k) (l{Yn+1:k—1} - 1{Yn+1:k})
— 24, (k)ap(k) — 20 (Lgy, —k—13 — Livi, =ky) (K).
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On pose

hn = Z E[An(k)Q]

keN*

et par convention A, (k—1) = p(k —1) =0 pour k = 1. Il vient

hpy1 = Z E[Ant1(k)?]

keN*
=hn+ Y (P(Yps1 =k — 1) + P(Yoy1 = k) + o’p(k)?)
keN*
+258 STRALW) (- DAk~ 1)~ KA (8)
keN*
+2(1—a)a Y B[A(k)] (k= D)p(k — 1) — kp(k)) + 20E[A,(1)]
keN*
—20 3 p(RE[AL ()] — 200 3 p(k) (B(Yoy1 =k — 1) = P(Yiq = k)
keN* keN*
=h,, (1— 17_10[) +2—a+a? Z:p(k:)2
keN*
—2a Z p(k) (P(Yns1 =k —1) = P(Yni1 = k)
keN®
1l—«

Y (k= 1DE[(Au(k) = Aulk = 1))°]

keN*

1_
<h, <1— a> 4
n

Remarquons que h; = E[(1 — ap(1))?] + o? ZkEQP(k)Q < 2. 11 est alors immé-
diat de montrer par récurrence que h, > 4n/(2 — ). On en déduit donc que

(72 Ypens An(k)?,n > 1) converge dans L' et en probabilité vers 0. En particu-

(k)
lier, la suite (supyen- ‘% — p(k)‘ ,n > 1) converge dans L! et en probabilité vers

0. Ce résultat est plus fort que celui utilisé dans ’enoncé de I'exercice.

IT Loi de Yule

1. On a
(k—1)---1
(k+p)---2+p)

On a également

p(l) = p% = pB(k,p+1).

p(k) =
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/ Zxr 1 pdx—p/ xk—l(l_x)P—ldx:pB(k‘,p).
0 1[ ]071[

En particulier 2, p(r) = 1. Comme de plus p(k) > 0 pour k € N*, on en
déduit que (p(k), k € N*) définit une probabilité sur N*.

I'(p+1)

2. Par la formule de Stirling, on a p(k) = pB(k,p+1) =p ]

> () = pB(k.0) = "LV 1 4 o))
=k

3. Soit Y de loi de Yule de parameétre p > 0. Soit V,, une variable aléatoire de loi
géométrique de parametre 1 — z €]0, 1[. On rappelle que E[V,] = 1/(1 — z) et
E[V?] = Var(V,) + E[V.]> = (1 + 2)/(1 — x)%. On a, en utilisant Fubini pour
permuter l'intégration (en x) et la sommation (en k),

k=1 = —z)P L de = —z)P2 dz.
/0 ka (1—x)P dx = p/}071[E[Vx](1 )~ d p/ (1—x)P~= d

Al pene 10,1]

(1+o(1)) et

p

On obtient donc E[Y] = +oc0 si p €]0,1] et E[Y] = :
p J—

si p €]1,00[. On a

également

=p Z k22F (1 — )P do = p/ E[V2](1 — z) ! da
10,1]

10.1] pen=

et donc E[Y?] = p/ (142z)(1—z)°~3 dz. Il vient E[Y?] = 400 pour p €]0, 2]
10,1]
et pour p €]2, 00|,

2
EY2:2,0/ 1—:Up3dx—p/ 1) 2de=—FP
M =
0

Pour p > 2, on obtient Var(Y) = ————.
(P =1)2(p—2)

FEzxercice XI1.17.

I Le cas & une période : de N — 1 a N

1. On déduit de (XI.10) en n = N —1 et de Vy = h(Sn) que ¢%_;(1+7)S%_| +
dN-1XNSN—1 = h(XnSn—1). On obtient les deux équations en considérant
les événements {Xy =14+ m} et {Xy =1+ d}.
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2. La résolution du systeme linéaire élémentaire donne

1 A +m)Sn—1) — h((1+d)Sn—1)
PN-1 = 5
N-1

= (N _1).
m—d QO( 7SN 1)

3. On a
Vo1 =% 1SN |+ dn_1Sv_1

1 1
=107 h((1+m)Sy_1) — T+ dN—1(1 +m)SN_1+ dN_1SN_1

r—d m—r

=(1+r)? (mh((l +m)Sn_1) + dh((l + d)SN—1)>

=v(N —1,Sn-1).

IT Le cas général

1. On a, en utilisant 'indépendance des variables X, et (X,,41,..., Xy) sous P*,
N
vin—1,5) = (14 ) Vtrlg* [h(s H Xk)]
k=n

N
= (1 +47) Nl > h(s [ 2x)P* (X0 = 2, ..., X = 2)
Tnye. N E{1+d,1+m} k=n
=@1+nt > P (Xp=a)(1 )N
n€{1+d,14+m}

N
Z h(szn H )P (X1 = Tpt1,. ., XN = 2N)
Tyt1yeZNE{1+d,14+m} k=n+1

=(1+r)" > PH(Xn = aa)v(n, sz)
zn€{1+d,1+m}
= (1+7r)'E* [v(n, sX,,)].

2. On démontre le résultat par récurrence descendante. Le résultat est vrai au
rang N — 1 d’apres la partie I. Supposons qu'il soit vraie au rang N’ €
{1,...,N — 1}. Les calculs de la partie avec N remplacé par N’ et h par
v(N',-) assurent que ¢n'—1 = @(N',Snr_1) et Vi1 = w(Sy/—1) on w(s) =
(1+7)"'Eu(N',sXn/)] = v(N' —1,5) d’apres la question précédente. L’hypo-
these de récurrence est satisfaite au rang N’ — 1. Le résultat est donc vrai.

3. La construction par récurrence descendante assure que la stratégie autofinancée
de couverture pour 'option h existe et est unique. Son prix a l'instant initial
est
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Vo =0(0,80) = (1+7r)VE*

h(So H Xk)] = (1+7)"NE*[h(SN)].
k=1

4. Si le modele est juste, il n’y a pas de risque. Mais le modele est-il juste? Les
taux d’intérét ne sont pas fixe, les incréments relatifs d’un actifs risqué ne
prennent pas que les deux valeurs 1 +m et 1+4d, ... Il existe donc un risque de
modele. Ce risque est important en pratique, c’est une des causes de 'ampleur
de la crise financiere actuelle.

III Call et Put

1. On a par indépendance

N N
E* [ 11 Xk] = ] EXe] =B X))V =@+ )V
k=n+1 k=n+1

2. Avec pour h la fonction identité, il vient v(n,s) = s et ¢(n,s) = 1. On en
déduit que la valeur de la stratégie a 'instant n est .S, et qu’il faut détenir a
cet instant un actif risqué. La stratégie autofinancée de couverture pour ’option
qui promet un actif risqué a l'instant N consiste a acheter un actif risqué a
Iinstant O et de le garder jusqu’a I'instant V. Le prix initial de cette stratégie
est Sp.

3. Apres avoir remarqué que (x — K); — (K —z)4 = (x — K), on déduit de (XI1.12)
et de la question III.1 avec n = 0 que

C(So, K,N) — P(Sg, K,N) = (1+7) VE*[(Sy — K); — (K — Sx)4]
= (1+7)"VE*[Sy — K]

N
= (1+7r) VB ] XklSo— (1 +7) VK
k=1

=Sy — (1 —i—?“)_NK.

4. Soit (Y,,,n € N*) des variables aléatoires indépendantes de loi de Bernoulli de
parametre (1 —d)/(m—d). On pose X, = (1+m)¥s(14+d)*~Y* et on remarque
que les variables aléatoires (X,,n € N*) ont méme loi que (X,,n € N*). On
en déduit que

N N ~
(SHXk—K)+] =F [(sHXk—K)+
k=1 k=1

ou Zy = Zszl Y} est de loi binomiale de parametre (N, (r —d)/(m — d)). La
formule en découle.

E* =E[(s(L+m) 1+ )" — K),],
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FEzercice XI1.18.

I Code a répétition
1. Par construction, on a :
prg=P(EL+ E2+ E3 > 2) = p° 4+ 3p*(1 — p) = p*(3 — 2p).

Comme p €]0,1/2[, on peut vérifier que pr, < p.
2. Si on considere un code a répétition de longueur impaire n = 2n’ + 1 avec regle

de la majorité pour le décodage, on obtient une probabilité d’erreur pour un
message de longueur m =1 :

n
prg =P Ep>n'+1) <P(E, > 1/2),
k=1

onE, = % 2221 FE.. Laloi forte des grands nombres assure que p.s. lim,, . £, =
p < 1/2. Le théoreme de convergence dominée implique que lim,, ., P(E, >
1/2) = 0. Pour ¢ > 0 fixé, on peut trouver, en choisissant n suffisamment grand
un code de répétition dont la probabilité d’erreur soit inférieure a e. Le taux
de transmission 1/n est alors proche de 0 car n est grand.

IT Probabilités d’événements rares

1. La loi forte des grands nombres assure (cf. la réponse a la question 1.2) que la
probabilité de 'événement {V,, > a} converge vers 0 quand n tend vers I'infini.
On remarque que le théoreme de la limite centrale assure que les éveénements
{Vi, > p+c¢/+/n} ont une probabilité qui converge vers une limite non nulle.

2. On remarque que 1 (Vnza} < A iz VimAna By prenant ’espérance puis en
utilisant 'indépendance, il vient :

P(V, >a) <E [eA i Vi—Ana} _E [ewl} " —anh

0o/ (v) 1 1
0%v v 1l—w
La fonction A7 est donc strictement convexe sur ]0, 1[. Il est immédiat de vérifier
qu’elle s’annule en p ainsi que sa dérivée. Elle atteint donc son minimum en 0.

> 0.
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4. On considere la fonction h définie pour A > 0 par :
h(\) =E [e)‘vl} e = per=9) L (1 —p)em .

La fonction h est strictement convexe (car h” > 0). On a h’/(\) = 0 pour A = \g
défini par e = a(1 — p)/(p(1 — a)). On remarque que h(Xg) = e @, On
déduit de la question précédente que

P(V, > a) < P(V;, > a) < h(Ag)" = e %@

5. On pose V/ = 1 —V,. Les variables aléatoires (V,,n € N*) sont indépendantes
de loi de Bernoulli de parametre 1 — p. En utilisant (XI.15) avec V' au lieu de
V et a =1 —1b, on obtient

P(V, <b) =P(V! >1—b) < e ™i-p(170) = g=n4(0)

ITT Codes presque optimaux

1. Soit (V4,...,V,) des variables aléatoires indépendantes de loi uniforme sur
{0,1}. On remarque que |Z,; — z;| a méme loi que V;. On en déduit que 6(Z,, 2)
a méme loi que » ;" ; V; et donc suit une loi binomiale de parametre (n,1/2).

2. En utilisant (XI.16), il vient :
]P’((S(Zx, Zw) <nr|Z, = z) =P(0(Zy,2) <rn) =PV, <7r) < o2 ()

3. On a:

IP’(&(Zx, Zy)<nr)= > IP’(&(Zx, Zu) < nr|Zy = z)]P’(Zx —2) <o M)
ze{0,1}m

On en déduit que :

h(z) < Z IP’((S(ZJC, Zy) < m") < ome M)
z'e{0,1}",x' £z
4. Soit z € {0,1}™. On remarque que si pour tout =’ # x, on a §(Z,, Z,) > nr et
5(0, E) < nralorson a g(f(z)+FE) = x. En particulier {g(f(z)+FE) # x} est in-
clus dans la réunion des deux évenements suivants {1l existe '’ # = tel que 0(Z;, Z,/) <

nr} et {0(Zy, Zy + E) <nr}={06(F,0) <nr}. On en déduit donc que :

19(9( f2) + B) # x) < h(z) + P(5(0, E) > nr).
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D.

Comme X est indépendant de E et (Z,,z € {0,1}"), on en déduit que :

P(o(f(X)+E)#X) = > PB(g(f(X)+E)# X|X =2)P(X = z)

z€{0,1}™

= > P(o(f(x)+B) # 2)P(X =)
ze{0,1}™

< > (M=) +PB(0, E) > nr)) P(X = z)
z€{0,1}™

= E[h(X)] +P((0, E) > nr).

On a E[R(X)] < 2me ™12 ot P(5(0,E) > nr) = P(E, > r) < e ")
d’apres (XI.15).
On a:

om o175 () _ n(H=A10)

Cette quantité converge vers 0 quand n tend vers I'infini des que 7 < AJ /2( r)—
go pour gg > 0 fixé. Par ailleurs, la question I1.3 assure que A} /2( r) — A /2( D)
est positif, mais peut étre choisi aussi petit que 'on veut (avec r proche de p).
Donc, pour € > 0 fixé, on peut trouver r tel que 0 < /11/2( r) — A’{/z(p) < e/3.
Pour m et n qui tendent vers l'infini et tels que ¢, — ¢ < m/n < ¢, — 2¢/3,
—n/l’{/2 (r)

on a que 2™e converge vers 0. La question II.3 assure également que

Aj(r) est strictement positif et donc e 5" converge vers 0 quand n tend vers
Pinfini.

On en déduit que ]P’(g(f(X) +FE) # X) < € pour m et n qui suffisamment
grands et tels que ¢, —e < m/n < ¢, —2¢/3. Dans la probabilité d’erreur précé-
dente, les fonctions de codage et de décodage sont aléatoires et indépendantes
du message et des erreurs. On en déduit donc qu’il en existe au moins une
(déterministe) telle que sa probabilité d’erreur soit tres faible pour un taux de
transmission proche de c,.

A
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FEzercice XII.1.

1.

312

La densité conditionnelle est fxy(2|y) = fx vy (%,y)/fy(y). Donc la densité de
la loi de (X,Y) est

1 _ T
fxy(@,y) = fyW)fxy(zly) = —e y(l+a?) 1503



XIII.12 Controles de fin de cours

1
1422

2. Par la formule des lois marginales, on a fx(z) = [, fxv(z,y) dy = 1
On peut remarquer que £(X) est la loi de Cauchy. Par définition, on a

Frix(le) = fxy (@y)/fx(@) = (1 +22) e v+ 1 .

La loi de Y sachant X est la loi exponentielle de parametre 1 + X2,
3. L’espérance d’une variable aléatoire de loi exponentielle de parametre A est
1/X. On en déduit donc que
1

ElYIX] = {5

FEzxercice XII.2.

Etude simplifiée de la répartition d’un génotype dans la population
humaine

I Distribution du génotype : le modele de Hardy-Weinberg

1. On note (E7, E2) les genes de 'enfant. Ej représente le gene transmis par la
mere et Fy celui transmis par le pere. L’espace d’états est

Q2 ={(E\, E2); By € {M;, My} et Ey € {P1,P>}},

ou M M> est le génotype de la mere et P} P, celui du pere. Remarquons que
le génotype de 'enfant est soit FqFEs soit FoF4q : on ne distingue pas la prove-
nance des genes. On suppose les transmissions des genes de la mere et du pere
indépendants et indépendants des genes a ou A. On choisit sur {2 la probabilité
uniforme. Donc on a

Card {(FE1, E2) = (a,a); Ey € {A,a} et Ey € {a, A}}
P(E = aa|M = aA, P =aA) =
( aa| @t ad) Card {(F1, F2); E1 € {A,a} et Ey € {a, A}}

_1
=
Card {(FE1, E2) = (a,a); Ey € {a} et Ey € {a, A}}
( ag| a“ ad) Card {(E1, E2); E1 € {a} et Ey € {a, A}}

1
=35

et par symétrie
1
P(E = aa|M = aA,P = aa) = 5
P(E = aa|M = aa, P = aa) = 1.
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. En distinguant tous les génotypes possibles pour les parents qui peuvent don-

ner lieu au génotype aa pour l'enfant, il vient en utilisant la définition des
probabilités conditionnelles :
P(E = aa) =P(E = aa|M = aA,P = aA)P(M = aA, P = aA)

+P(E = aa|M = aa, P = aA)P(M = aa, P = aA)

+P(E =aa|M = aA, P = aa)P(M = aA, P = aa)

+P(E = aa|M = aa, P = aa)P(M = aa, P = aa).
On suppose les mariages aléatoires. En supposant le génotype de la mere et
du peére indépendant et de méme répartition, on a P(M =i, P = j) = P(M =
i)P(P = j) = ujuj. On obtient P(E = aa) = (u1 + “72)2
Par symétric on a P(E = AA) = (u3 + %)2
En passant au complément on a P(E =aA) =1—-P(E #aA) =1-P(E =
aa) — P(E = AA) car les événements {E = aa} et {F = AA} sont disjoints.
Donc on a P(E = aA) =1— 62— (1 -0)? =20(1 —0).

. Le parametre a la seconde génération est 0y = g1 + % = 0. La répartition est

identique & celle de la premiere génération. La répartition est donc stationnaire
au cours du temps.

IT Modele probabiliste

1.

314

Les v.a. (1{Xi:j},i e{l,... ,n}) sont des v.a. indépendantes de méme loi :
la loi de Bernoulli de parametre g;. La loi de N; est donc une binomiale de
parametre (n,q;).

E[N;] = ng; et Var(N;) = ng;(1 — ¢;).

. Nj/n est un estimateur sans biais de ¢;. Comme 1x,—; est intégrable, on déduit

de la loi forte des grands nombres que N;/n est un estimateur convergent.

Comme 1yx,—; est de carré intégrable avec Var1lx,—; = ¢;(1 — ¢;), on déduit

du théoréme de la limite centrale que \/n <—j — q; | converge en loi vers
n

N(0,g;(1 — gj)). L'estimateur 7] est donc un estimateur asymptotiquement

normal de variance asymptotique ¢;(1 — g;).

P(N; = n1, Ny = ng, N3 = n3) = > P(X) =21,...,X, =
(1,...,2q) € {1,2,3}"
Card {i;z; =1} =ny
Card {i;z; = 2} = no

Tn)
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par indépendance, et comme les X; ont méme loi

= > qi ey
(x1,...,2,) € {1,2,3}"
Card {i;2;, =1} =ny
Card {i;x; = 2} = no

|
n ni nz _mn3

- TL1|’I’L 'TL |q1 43°4q3"-

6. La matrice de covariance de Z; = (1{X1:1}, 1{X¢=2})/ est

< Var1;x,—1) COV(l{X1:1}a1{X1:2})> _ <Q1(1 -q1) —qq ) ‘
Cov(1ix,=1}, 1{x,=2}) Var 1;x,-9) 12 q¢2(1 — q2)

Par indépendance, on a Cov(Ni, Na) = nCov(1ix, -1}, 1{x,=2}) = —Nq1q2.
Les variables aléatoires N1 et Ny ne sont pas indépendantes.

7. Les variables aléatoires vectorielles Z; = (1x,-1, 1x,-2)" sont indépendantes,
de méme loi et de carrés intégrables. Le théoréme de la limite centrale

. S Ni[n] — ng1 Na[n] —nga '
vectoriel assure que /n ( g Zi — ”E[Zz]> = < ,
— N Vn

converge en loi quand n — oo vers la loi gaussienne N (0, X).

ITII Estimation de 8 a ’aide du génotype

1. c=log ' —|—n210g2
ni. TLQ
6 V. — (9Ln(N1,N2,N3,9) 2NV n Ny Ny 2N3
ot 00 0 6 1-60 1-6
3.
0L, (N1, NoN3; 0)
1,(0) = —E ’ !
©) 0 [ 062 }
2Ny N2 No 2N3 2n
¢ { 7 T T a—ee (1—9)2] 01— 0)
4. 8i (n1,12) £ (0,0) et (n3,n5) £ (0,0), alors
101%1 Ly(ni,n2,n3;0) = lei%rlan(nlyn%nfi;e) = —00.

Pour trouver les maximums on regarde les zéros de
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3Ln (nl, no, N3, (9) N 2n1 no no 2n3
06 S h 6 1-6 1-6
4 ny n2 ..
On trouve un seul zéro : = — o Si (n1,n2) = (0,0), alors Ly, (n1, ne, n3; 0) =
n  2n
c+nlog6. Le maximum est atteint pour § = 0 = My ;—2 Si (ng,n3) = (0,0),
n
alors L, (ni,na,n3;0) = ¢ + nlog(l — #). Le maximum est atteint pour
ny , ng . .
0=1=—+ o Dans tous les cas le maximum de la vraisemblance est
n

A N
atteint en un point unique 0 = m + ™2 Done 0, = L4 22 et lestimateur

n n n - 2n

du maximum de vraisemblance de 6.

5. Oui. Par linéarité de 'espérance, on déduit de 11.2. que Eq {én} =02 +6(1—
0) =46.

6. On a

- 1 1
Var 6,, = e Var(2N; + Na) = 1 [4 Var(Np) + Var(Nz) +4 Cov(Ny, Na)]

n2

grace aux questions I1.2 et 11.6,

1 6(1—9)
—  [4q (1 — 1— qy) — Agugy| = == —7
i [4q1(1 — q1) + @2(1 — q2) — 4q142] on
000 L,
La borne FCDR est I,,(0) " = —n L’estimateur est donc efficace. On
n

peut remarquer sur ’équation (2) qu’il s’agit d’'un modéle exponentiel.

7. En utilisant les résultats de I1.3, on a que én est un estimateur convergent
de 6. En remarquant que 6, = > " | (1, %) - Z;, on déduit du II.7 que 6,, est
6(1—0)

asymptotiquement normal de variance asymptotique nILn;O n Var én = 5

IV Tests asymptotiques sur le modéle de Hardy-Weinberg

1. L’estimateur du maximum de vraisemblance de ¢ = (g1, q2, g3) est le vecteur

) . N1 Ny N3
des fréquences empiriques | —, —, — |].
n’' n’'n

A~
A~

3 (6 —a. 2
2. Par le corollaire sur le test de Hausmann, on sait que C,(LU =n Z w
_ qj
7j=1

converge sous Hy en loi vers un x? 4 3 —1 —1 = 1 degré de liberté. Rappelons
que l'on enléve un degré de liberté pour l'estimation de 6 €]0, 1[C R.

3. W, = {C,(f) > z} est la région critique d’un test asymptotique convergent
de niveau a = P(x%(1) > 2).
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4. On a N
n=3,88 100 0, =1,9853 1072
ni = 1580 G1=4,072210"%  q1(0,) = 3,9415 104
ng = 150900 Gy = 3,8892 1072 ¢9(f,) = 3,8918 102
n3 = 1580 Gs = 9,6070 1071 ¢3(6,) = 9,6068 107 1.

On obtient (,Sl) = 1.69. Pour 5% = P(x%(1) > z), on lit dans la table z = 3, 84.
Comme C,(LU < 3,84, on accepte donc Hy au seuil de 5%.

5. On obtient Q(Ll) = 1163. Comme C,Sl) > 3,84, on rejette donc Hy au seuil de
5%. En fait le géne responsable de I’hémophilie est porté par le chromosome
sexuel X. Le génotype pour la population féminine est donc aa, aA ou AA. En
revanche le génotype pour la population masculine est a ou A. Le modeéle de
Hardy-Weinberg n’est plus adapté.

FEzxercice XII.53.

1. L’estimateur du maximum de vraisemblance, p, de p est le vecteur des fré-
quences empiriques. On a donc p = (0,606; 0, 186; 0, 173;0, 035).

2. La dimension du vecteur p est 4. Il faut tenir compte de la contrainte pjn +
pw,N + pjc + pw,c = 1. Enfin ’hypothese d’'indépendance revient a dire que
p = h(ps,pN), ou py est la probabilité de naitre un jour ouvrable et py la
probabilité pour que ’accouchement soit sans césarienne. En particulier, on a
pJN = pJpN, pw.N = (1=ps)pN, pc = ps(1=pn) et pw,c = (1=ps)(1-pn). I
faut tenir compte des deux estimations : celle de p et celle de py. Le nombre de
degrés de liberté du test du x? est donc ¢g=4-1-2=1. L’estimateur du maximum
de vraisemblance py, de py, et py, de pyn, est celui des fréquences empiriques.
On a donc py = 0.779 et py = 0.792. La statistique du x? est

(Psn — Dsbn)? + n(ﬁW,N — (1 —py)pn)?
PJN PW,N
(ps,c — ps(1 —pn))? N n(ﬁw,c —(1—ps)(1 —pn))?
2% pw,c '

0=

+n

On obtient Q(Ll) ~ 18 219. On lit dans la table du x? que P(X > 11) < 0,1%,
ott la loi de X est x?(1). On rejette donc ’hypothese d’indépendance au niveau

de 99,9%. (On aurait également pu utiliser la statistique C,(LQ), avec dans notre
cas particulier C,(LQ) ~ 15 594.)

3. La dimension du vecteur p est 4. Il faut tenir compte de la contrainte pjn +
pw.N+psc+pw,c = 1. Enfin on teste p = p°, avec p° = (0, 605;0, 189;0, 17;0, 036).
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Il n’y a pas de parameétre & estimer. Le nombre de degrés de liberté du test du
x? est donc g=4-1=3. La statistique du x? est

- 0 )2 - 0 \2 - 0 \2 - 0 )2
PN —D PN —D bjc —Pp bw,c —P

Cr(zl) _ n( ) IN) +n( ] IN) +n( - 7.0) +n( ] w,c) ‘
DJ,N PW,N pic pw,c

On obtient Q(Ll) ~ 412. On lit dans la table du x? que P(X > 17) < 0,1%,
ott la loi de X est x2(3). On rejette donc I’hypothese au niveau de 99,9%. 11 y
a donc une évolution entre 1996 et 1997. (On aurait également pu utiliser la

statistique Q(LQ), avec dans notre cas particulier C,(LQ) ~ 409.)

Ezercice XII.4.

I Modélisation

1.

318

Les variables aléatoires Xi,..., X, sont indépendantes de loi de Bernoulli de
parametre p = ng/N.

. La variable aléatoire est discrete. Sa densité est donnée par p(z1;p) = Pp(X; =

x1), avec x1 € {0,1}.

La densité de ’échantillon est

p o\ .
patein) = ($22)7 A= o s = () € I

. Remarquons que p,(z;p) = ¥(Sp(x),p), ou ¥(y,p) = p¥(1 —p)" ¥ et Sp(x) =

>, x;. Par le théoreme de factorisation, on déduit que la statistique S, =
>, X est exhaustive. La statistique Sy, est en fait totale, car il s’agit d’un
modele exponentiel. On peut démontrer directement que la statistique est to-
tale.

. Pour que h(S,,) soit intégrable, il faut et il suffit que h, définie sur {0,...,n},

soit bornée. On a alors
Ep[h(Sn)] = > Chh(k)p*(1 - p)"~*.
k=0

En prenant la limite de ’expression ci-dessus pour p — 0, il vient lin%) E,[h(Sn)] =
p*)

h(0). Soit 6 = h(S,) un estimateur intégrable sans biais de 1/p. On a donc
Ep[h(Sn)] = 1/p. En regardant p — 0, on déduit de ce qui précede que
h(0) = +oo. Or h(S,) est intégrable, implique que h est bornée. Il y a donc
contradiction. Il n’existe pas d’estimateur sans biais de 1/p fonction de S,,.
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6. Soit ¢ un estimateur (intégrable) sans biais de 1/p. Alors 'estimateur E,[0]5,,] =
h(Sy) est un estimateur sans biais de 1/p, qui est fonction de S,, seulement.
Cela est absurde d’apres la question précédente. Il n’existe donc pas d’estima-
teur sans biais de 1/p.

IT Estimation asymptotique

1. Les variables aléatoires (X;,i € N*) sont indépendantes, de méme loi et inté-
grables. On déduit de la loi forte des grands nombres que la suite (S, /n,n €

N*) converge P,-p.s. vers p. Comme nh_)ngo Tl 1et nh_)rrgo —— =0, on en
Pp-p.s.
déduit - j_ 1Sn + e P2 p quand n — oco. Comme la fonction g(x) =1/z

est continue en p, on en déduit que

n+1 ]P’pps
Sn,+1

1/p quand n — oo.

) n
L’estimateur ng

Sp+1

n 7 . . .
tersen nOS— est également un estimateur convergent de N, mais il n’est pas
n

est 'estimateur de Bailey de N. L’estimateur de Pe-

intégrable.
2. On a

n—|—1 ! n—|—1 o k
E 1—-p)"

:%i( (n+1)! P —p)h

k+1)i(n— k)l
n+1
(n+1)! . 1
- 1_ n+17]__1_ n+1
Z AT p) S(1=p)

1 n+1

:5[1—(1—;9) .
Le biais est b, = —(1 — p)"*!/p. Remarquons que —pb, = (1 - NO)HJFI ~
e "0/N & ny < N.

3. Les v.a. (X;,7 € N¥) sont de carré intégrable. On déduit du théoréme cen-
tral limite que la suite <\/ﬁ <% — p> ,n € N*) converge en loi vers la loi
gaussienne N (0,02), ot 02 = Var,(X1) = p(1 — p).
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4.

320

On a

Sutl Sa\  n-S. _ i 1
< - — < < .
0_\/5<n+1 n) it D) S+l = on

La suite converge donc Pp-p.s. vers 0. On déduit du théoreme de Slutsky que

la suite <<\/ﬁ<%—p>,\/ﬁ<%j—1l_p>>’n€N*>

converge en loi vers (X, 0), ot £(X) = N(0,0?). Par continuité, on en déduit
que

n 1 n n 1 n \ en loi
A ) -n () a2 3) o

n+1 n+1

S, +1
+1

p convergente et asymptotiquement normale de variance asymptotique o’ =

Var(X).

quand n — oo. La suite < ,n € N*> est une suite d’estimateurs de

. La fonction g(z) = 1/z est de classe C! au point p €]0,1[. On déduit du théo-

reme de convergence des estimateurs de substitution que la suite de variables

1 1
aléatoires <\/ﬁ < nt

—> ,n € N*) converge en loi vers la loi gaussienne
d > p(1- 1—
N(0,52), ol 52 = o? <M> = p(l—p) = P La suite < N = N*)

S,+1 p
dp A P’ Sp+17
est une suite d’estimateurs de 1/p convergente et asymptotiquement normale

de variance asymptotique s2.

La log-vraisemblance est Li(x1;p) = x1 log (%) +log(1 — p). Le score est
-Pp
0Ly (X1; 1 1 1 X 1
Vi = 1( 17P):X1<+ >_ _ 1
1—p 1

-p p(l-p) 1-p
L’information de Fisher est
1 1
I(p) = Var,(V;) = Var,(X:/p(1 —p)) = ——=p(l—p) = ——.
(p) = Vi, (0) = Var, (X /(1 =) = sz o1 =) =~
Soit la fonction g(x) = 1/x. La borne FDCR de ’échantillon de taille 1, pour
Pestimation de g(p) = 1/p est

(dg(p)>2 11 1-p

dp

m—yﬁ(l—m: D3

1
—:_ 7 est égale a la borne FDCR,
n
de I’échantillon de taille 1, pour l'estimation de 1/p. L’estimateur est donc
asymptotiquement efficace.

La variance asymptotique de ’estimateur
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III Intervalle de confiance

S
1. Comme la suite (—n, n e N*) converge IP)-p.s. vers p, on en déduit que
n

S\Y n 3
— -n s p3/2(1 _ )~ 1/2 _
" \/( n ) n — Sn n—>oop (1 p) Pp p-s.

1 1
On déduit du théoreme de Slutsky que la suite ((Yn, Vn <§ i 1~ —)) ,n e N*)
n p

converge en loi vers <p3/2(1 — p)_1/2, X ), ou la loi de X est la loi gaussienne

N(0, (1 —p)/p®). Par continuité, on en déduit que

n—+1 1Y\ enloi
—— ] — N(0,1), uand n — oo.
Sp+1 p> ©0.1), q

Yo/ <

Soit I un intervalle de R, on a en particulier

11
P, (YNE(Q}JSA —5> eI> — BT €),

ou la loi de T est la loi gaussienne centrée réduite N(0,1). Pour I =
[—1,96;1,96], on a P(T" € I) = 95%. On en déduit que pour n grand, on

a
n+1 1 1 n+1 1,96
P (v, ) e[=1,96:1,96]) =P, (= € 4 ~ 95%.
p("\/ﬁ<5n+1 p> | ]> p<p [Sn+1 Yn\/ﬁD )
1 1,96 1 1,96
Donc [;1 T Yn’ \/ﬁ; 52_:- : + Yr: \/ﬁ} est un intervalle de confiance asymp-

totique & 95%.

1
2. L’estimateur de 1/p est ;—:_1 = 463/341 ~ 1,36. L’estimateur de N est
n
74 % 463
oo R 100,
P 341
1 Sn\?
3. 0n a ntlo_ 463/341 ~ 1,36, et Y, = -l LN 1,23. L’inter-
Sn+1 n) n—=S,

valle de confiance asymptotique & 95% de 1/p est [1,28;1,43]. L’intervalle de
confiance asymptotique a 95% de N = ng/p est [95, 106].
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IV Tests

1.

pr(L—po) \ == (1= pi\"

Le rapport de vraisemblance est Z(x) = <7> ( > , oll
(1 —p1)po 1 —po

x = (z1,...,2,) € {0,1}". Le rapport de vraisemblance est une fonction de

Sn(x) =Y i~ ;. La statistique de test est S, =Y ;" | X;.

. Comme N; > Ny, on a py > p;. La condition Z(z) > k est équivalente a la

condition S,(z) < ¢, pour une constante ¢ qui ne dépend pas de z. Le test
UPP ¢ de niveau « est alors défini par :

o) =1 si Sy(z) <e
plx) =~ si Sp(z) =c,
o) =0 si Sy(z)>c,

Les constantes c et  sont définies par la condition E,, [¢] = a.

Comme les constantes ¢ et v sont définies par la condition E,,[p] = a, elles
sont indépendantes de la valeur de ;. Le test ¢ est UPP de niveau « pour
tester Hy = {N = Ny} contre H; = {N = Nj}, et ce pour toutes valeurs de
N;i (> Np). En particulier il est UPP de niveau « pour tester Hy = {N = Ny}
contre H; = {N > Ny}.

Pour déterminer le test ¢, il faut calculer les constantes c et ~y. Elles sont définies
par P, (Sy, < ¢) +9Pp, (Sp = ¢) = o, ot @ = 5%. La constante c est également
déterminée par la condition P, (S, < ¢) < a < Pp (S, < ¢+ 1). A la vue du

a—Pp (S, <c)

Ppo(Sn < c+1) =Py (Sp < ¢)
~v ~0,6. Comme m < 341, on rejette 'hypothese Hy au niveau 5%.

tableau, on en déduit que ¢ = 341, et v = , soit

Remarquons que si on a m = 341, alors pour décider, on tire un nombre u
uniforme sur [0, 1]. Si u < 0,6, alors on rejette Hy, sinon on accepte Hy.
Remarquons que nous rejetons ’hypothese N = 96 (le méme test permet en
fait de rejeter 'hypothese N < 96, il s’agit d’un test UPP unilatéral dans le
cadre du modele exponentiel). Le test UPP est ici plus précis que l'intervalle
de confiance de la question précédente. Il est également plus simple & calculer,
dans la mesure, ol 'on ne doit pas calculer de variance asymptotique o2
d’estimation de o2.

, ni

A

FEzercice XI11.5.

I L’estimateur du maximum de vraisemblance de 6

1.
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2. Comme les variables sont indépendantes, la densité de I’échantillon est

n

PE(tL, ..t 0) = O"K" <H(ti - w)k_ll{ti>w}> e O (ti—w)*

i=1

3. La log-vraisemblance est définie pour t = (t1,...,t,) €|w, +oo[", par
Ly (t;0) = nlog(6) — 0 Y (ti —w)* + ¢, (1),
i=1

ou la fonction ¢, est indépendante de 6. Pour maximiser la log-vraisemblance,
on cherche les zéros de sa dérivée. Il vient

n

oL (t;0) n & . n
0=—"1 1+ =—— t; — t 0= ————— .
00 0 ZZ:;( s 2o (ti —w)k
Comme de plus limg_o L} (¢;0) = limg_, 1 o L} (t;0) = —o0, on en déduit que

la log-vraisemblance est maximale pour § = n/ > ", (t; — w)¥. L’estimateur du
maximum de vraisemblance est donc

n

> i1 (Ti = w)h

4. L’information de Fisher est définie par

e
0, =

I"(6) = Eq [_W} _ 1

06?2 T2

5. Comme p.s. T > w, la variable (T — w)®* est positive. On peut donc calculer
son espérance. On a pour « > 0,

Eo[(T — w)™] = / (t — )™ fo(t) dt

_ / Hk(t _ w)akJrkfl efe(tfw)’c dt.

w
En posant y = 0(t — w)*, il vient

Eo[(T — w)®*] = 00‘/ y*e ¥ dy=0"I'(a+1).
0

En particulier, on a Eg[(T — w)*] = 67! et Eg[(T — w)?*] = 2602,
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6. Comme les variables aléatoires (Ty — w)*,...(T,, — w)* sont indépendantes
de méme loi et intégrables, on déduit de la loi forte des grands nombres que
la suite de terme général Z,, = %Z?:1(Tz — w)® converge presque siirement

vers Eg[(T — w)¥] = #~!. Comme la fonction h : = + 1/z est continue en
0~' > 0, on en déduit que la suite (0% = h(Z,),n > 1) converge presque
sirement vers h(#~!) = 6. L’estimateur du maximum de vraisemblance est
donc convergent. Comme de plus les variables (T} — w), ... (T, — w)* sont
de carré intégrable, on déduit du théoreme de la limite centrale que la suite
(Vn(Z, — 071, n > 1) converge en loi vers une loi gaussienne N(0,0?), ou
02 = Var((T — w)*) = §~2. Comme la fonction h est de classe C! en =1 > 0,
on en déduit que la suite (v/n (0 — 0) = /n(h(Z,) — h(071)),n > 1) converge
en loi vers une loi gaussienne NV'(0, ¥2), on X2 = ¢2h/(§71)? = 6. L'estimateur
du maximum de vraisemblance est donc asymptotiquement normal.

7. Comme X% = I(#)~!, cela signifie que I'estimateur du maximum de vraisem-
blance est asymptotiquement efficace.

8. Remarquons que (é;)Q est un estimateur convergent de X2, On déduit donc du
théoreme de Slutsky que la suite (v/n(0 —6)/60%,n > 1) converge en loi vers la
1,96 6%
vn
confiance asymptotique & 95% de 0. On a 0* = 17/33 175 533 = 5,124. 10~".
On obtient donc l'intervalle de confiance & 95% :

[5,124. 1077 £2,46. 1077 = [2,7.1077;7,6. 10~ ].

loi gaussienne N (0,1). En particulier J = |67 + ] est un intervalle de

IT Données censurées

1. La loi de X est une loi de Bernoulli de parametre p = Py(X = 1).

2. Onapour z=1

PR > 1 X = 1) =Po(S > T > 1) = [ g foltlgls) dids = [~ fol01G0)

et pour z = 0,

Po(R > 1. X = 0) = Bo(T > 8 > 1) = [ Loy foltlg(s) dds = [~ g(OFo(®) .
On en déduit donc par dérivation que
p(r,1;0) = fo(r)G(r) = g e fr—wi c(r,1) avec ¢(r,1) =k(w — r)fflé(r),

et
p(r,0;0) = g(r)Fp(r) = e—0(r—w)} c(r,0) avec ¢(r,0) = g(r).

La fonction ¢ est indépendante de 6.

324



XIII.12 Controles de fin de cours

3. N, représente le nombre de souris pour lesquelles on a observé les effets des
produits toxiques.

4. La densité de I’échantillon de taille n est pour r = (r1,...,7,) € R", x
(x1,...,2y) € {0,1}",
-~ k
pn(r,z;0) = Hp(ﬁ‘, 2;10) = 02i=1 T g O i (i) o gy
i=1

ott la fonction ¢, (r, z) = [, ¢(ri, z;) est indépendante de 6. La log-vraisemblance
de I’échantillon est donc

L, (r,z;6) = log(# Z x;—0 Z  +log(cy(r, ).

En raisonnant comme dans la partle precedente on déduit que la log-vraisemblance

atteint son maximum pour 6 = Z xi/ Z ) . Cela reste vrai méme si

i=1 i=1
>y xi = 0. L'estimateur du maximum de vraisemblance est donc

A N,

tOYLB - wh

Contrairement & 6, Pestimateur 6,, tient compte méme des données censurées
au dénominateur. En revanche le numérateur représente toujours le nombre
de souris pour lesquelles on observe 'apparition des effets dus aux produits
toxiques. Remarquons également que la loi de S n’intervient pas directement

dans 'estimateur 6,,. En particulier, il n’est pas nécessaire de connaitre expli-
citement la fonction g ou G.

5. Les variables aléatoires X7y, ..., X, sont indépendantes intégrables et de méme
loi de Bernoulli de parametre p. Par la loi forte des grands nombres, on en déduit
que N, /n est un estimateur convergent de p. Comme Ey[N,,/n] = Eo[X] = p,
on en déduit que N,,/n est un estimateur sans biais de p.

6. L’information de Fisher pour ’échantillon de taille 1 est définie par

PLi(R1, X1;0)] _ Eo[Xa]  p
16) =B | =5 e e

7. Comme la fonction h : (y,2) — y/2? est continue sur ]0, co[?,

la suite (h(N,/n,0,),n > 1) converge presque siirement vers h(p, 0) = p/6% =

on en déduit que

N,
I(6). L'estimateur —- 5 est donc un estimateur convergent de 1(9).
n
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8.

L’estimateur du maximum de vraisemblance est asymptotiquement efficace.
Donc la suite (v/n(f, — 8),n > 1) converge en loi vers la loi gaussienne
N(0,1(6)1). Comme N,,/(nh2) est un estimateur convergent de (), on
déduit du théoréme de Slutsky que la suite (v/Ny, (6, — 0)/6,,n > 1) converge
1,96 0,
VN,

intervalle de confiance asymptotique a 95% de 6. On a 6, = 17/(33 175 533 +
4 546 880) = 4,507. 10~7. On obtient donc I'intervalle de confiance & 95% :

en loi vers la loi gaussienne N (0, 1). En particulier J,, = |6, + est un

[4,507. 1077 £2,142. 107"] = [2,4. 1077;6,6. 10 7].

L’intervalle de confiance J,, est plus étroit que J;;. Mais surtout l’estimation
a l'aide de 6} donne des résultats pour 6 surévalués. De plus l'estimateur 67
n’est pas convergent en présence de données censurées.

Pour les souris i € {n+1,...,n+ m} supplémentaires retirées avant l'instant,
onaxz; =0et (r;— w)]j_ = 0 aussi. En particulier la densité de 1’échantillon
n—+m est pour r = (ri,...,"tm) €t £ = (1, ..., Tntm),

Pram (T, 2;0) = pu((r1, .. y10), (1, ..., 20); 0)
n+m
[T 6°ec(ri,0) = o= e 02t e, L (r,2).
i=n+1

En particulier cela ne modifie pas I'estimateur du maximum de vraisemblance
Onim = S (r—w)k = 0,,, ni Pestimation de I,,(0) = nI() par S /02
En particulier I'intervalle de confiance asymptotique de 6 reste inchangé.

IIT Comparaison de traitements

1.

326

La densité de Z; est le produit de la densité de (Ri!, X{') et de la densité
de (RP,XP) car les variables aléatoires sont indépendantes. La densité de

I’échantillon Z1,...,Z, est pour rd = (rf‘,...,r;?), rB = (7“1B,---> n) € R",
et = (2, ... 2d), 2B = (2B, .. 2B) e {0,1}"

palr et rP B10%,07) = (04X (97) R

=045 (i —w)h —0P 3T (rf —w) A A)Cn(B B).

e +ten(rtx ro T

. On déduit de la partie précédente que 'estimateur du maximum de vraisem-

N N} : ,
blance de (64,05) est (§4,05), on 67 = ST (R T et Ny =Y, X/
i=1y — W)y

pour j € {A, B}.
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3. La log-vraisemblance pour ’échantillon de taille 1 est
L(r{' a7 21504, 07) = ai log (604) + 2 1og(67) — 04 (r{' — w)’.
—650f —w) +loger(rf!, af') +loger(r, 27).
La matrice des dérivées secondes de la log-vraisemblance est définie par
0?L 2L A /(pAN2
2.A A B B —x1/(64) 0
LA, 2, v a7) = <39§23L9A ‘995‘235’15) = < Y 2B/ (0B)?
904908 99T 00T 1

L’information de Fisher est donc

AN2
A gBy _ _ (2)AABB:PA/(9) 0
H04,0%) = ~Eqgagn LA XELRE X = (P B,

Il s’agit bien d’'une matrice diagonale.

4. La densité de ’échantillon de taille n est

p( A’xA B B 0 0) —HZ’L 1T i +Z’L 1 z e 6(2 (7" _w)ﬁ»"'zzlzl(rzB_w)]j»)

en(r, 2N e, (rB 2 P).

On en déduit que I'estimateur du maximum de vraisemblance de € est donc

i N2+ NP
n = .
S (R — ) + 2 (B —w)i
5. On utilise les résultats concernant les tests de Hausman. Le parametre

(04,0p) est de dimension ¢ = 2, le parametre 6 est de dimension ¢ = 1.
Comme la matrice de I'information de Fisher est diagonale, on obtient

G =l = 0.)*pa(67) 7 + (67

0,) pp(05)72
@ = |67 — 0,)*pa + (02 — 0,)*p5| 0,

Sous Hj les variables aléatoires C,Sl) et Q(L2) convergent en loi vers un 2 & ¢—¢' =
1 degré de liberté. Le test de Hausman est défini par la région critique W,’f =

{Q(Lk) > u} pour k € {1,2}. Ce test est convergent de niveau asymptotique
P(x*(1) > u).
6. Soit j € {A, B}. Comme les variables Xj ..., X} sont indépendantes inté-

grables et de méme loi, on déduit de la 101 forte des grands nombres que la
suite (NV7,/n,n > 1) converge presque strement vers Ega g5[X ] p’. Comme
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la matrice de Fisher est une fonction continue des parametres p?, p? et 64,65,
on déduit des questions précédentes que la fonction

-~ - N2 /na? 0
@)= ) = (0 ) )

est un estimateur convergent de la fonction I : (a,b) — I(a,b).
7. On refait ici le méme raisonnement que pour la derniere question de la partie
précédente.
8. On a déja caleulé 64 = 4,507. 1077, On calcule
4GB _ 19
™ 64024 591 + 15 651 648

=2,385.1077 et 6, =3,066. 107".
I1 vient

() = (4,507 — 3,066)217/4,507% + (2, 385 — 3,066)219/2, 385% = 3,3
(2) — (4,507 — 3,066)217/3,066% + (2,385 — 3,066)219/3,066% = 4,7.

Le quantile & 95% du x? & 1 degré de liberté est v = 3,84. Donc C,(f) est dans
la région critique mais pas (,S”. La différence est due a I'approximation de
I(64,65) par 1,,(02,08) ou par I,,(0,,, 0,,). On ne peut pas rejeter Hy au niveau

de confiance de 95%. Les pré-traitements A et B ne sont pas significativement
différents.

9. Pour j € {A, B}, on déduit de la partie précédente que l'intervalle de confiance

nJ
Za O

VAN

nJ
d’ordre 1—(«/2) de la loi gaussienne N (0, 1). Les variables aléatoires (é;?A, N, 1)
et (éfB, N,,z) sont indépendantes. On en déduit donc que

asymptotique 1 — af pour 67 est Ji ;= HA; == , avec zo le quantile

Pga goy (07 € T4, 07 € T55) = Pya(0 € T4 Pus (07 € J) = (1—a™)(1-a").

Pour tout couple (a4, a®) tel que (1 — a?)(1 — o) = 95%, on obtient des
intervalles de confiance J;?A pour 64 et JfB pour A% tels que la confiance

asymptotique sur les deux intervalles soit de 95%. Si on choisit & = a4 =

aP =1—-,/0,95~2,5%, on a z, ~ 2,24 et
2,24. 4,507

V1T

2,24. 2,385

V19

JA = [4, 507 & ] 1077 =[2.1077;7. 1077,

JE = [2,385 + ] 1077 =[1,2.1077;3,6. 107].
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Les deux intervalles J;:‘A et JEB ne sont pas disjoints. On ne peut donc pas reje-
ter Hy. On retrouve le résultat de la question précédente. Ce test est toutefois
moins puissant que les tests précédents.

IV Propriétés asymptotiques de I’estimateur 6,,

L. Onap="Py(T <58)= [1y<syfo(t)g(s) dids = [ fo(t)G(2) dt.

. Il vient par indépendance
Py(R>17)=Py(T > 1,8 >71)=Po(T > r)Py(S >r) = Fp(r)G(r).

Par dérivation de Py(R < r) =1 —Py(R > r), on en déduit la densité h de la
loi de R :

h(r) = fo(r)G(r) + g(r) F(r).

- / (r — w) fo(r)G(r) dr + / (r — w)k g(r) Fy(r) dr.

A Taide d’une intégration sur partie, il vient

/(7" — w)ig(r)pg(r) dr = |:—G_(7°)(7° - w)iFg(T)] e + / k(r — w)]fr_lﬁ’g(r)é(r) dr

— 00

ou 'on a utilisé la relation fy(r) = 0k(r — w)ﬁflﬁg(r). On en déduit donc que
Bal(R -~ w)] =07 [ fur)G(r) dr =67,

. Les variables aléatoires (R —w)X ..., (R,—w)X sont indépendantes intégrables
et de méme loi. Par la loi forte des grands nombres, on en déduit que la suite
1 n
(Zn = - Z(RZ —w)®,n > 1) converge presque siirement vers Eg[(R —w)k ] =
i=1
p/0. De plus la suite (N,,/n,n > 1) converge presque surement vers p. Comme
la fonction h(x,z) — x/z est continue sur |0, +o0[?, on en déduit que la suite
(0, = h(Nn/n,Z,),n > 1) converge presque strement vers h(p,p/0) = 6.
L’estimateur 6,, est donc un estimateur convergent.
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5. En procédant comme pour le calcul de Eg[(R — w)* ], on a
Bal(R - w¥] = [~ 0B )G dr+ [ = wlg(r) Fr) dr
A T’aide d’une intégration sur partie, il vient
[ = w0 Fotr) dr = [~GO) - T Fan)] 4 [ 2kl - 0¥ Rar) GO dr
- [ = w0 n)Ge) ar
=201 [ (= ()G dr = [ (= 0 Ro(Glr)

Comme
B =Eg[lx_1}(R—w)}] = /1{t§s}(t—w)ife(t)g(3) dsdt = /(t—w)ife(t)é(t) dt,

on déduit donc que
Bal(R—w)¥] =207 [~ ) o(r)G(r) dr = 286

6. La matrice de covariance du couple est

7. Les variables (R —w)%, X1),..., ((R,—w)%, X,,) sont indépendantes de méme
loi et de carré intégrable. On en déduit donc que la suite (v/n(Z, —p/6, N,,/n—
p),n > 1) converge en loi vers une variable aléatoire gaussienne N (0, A). La
fonction h(z, z) — x/z est de classe C! sur ]0, +o0o[%. On en déduit que la suite
(V0 — 0) = /n(h(Nn/n, Zp) — h(p,p/62)),n > 1) converge en loi vers une

variable aléatoire N'(0,0?), olt

o* = <§h<p,p/e> O p.p/6))2 <§h<p 2/8). 2 (p.p/0))

L’estimateur 6, est donc un estimateur asymptotiquement normal de 6 de
variance asymptotique o2 = 62 /p. On remarque que la variance de I'estimateur
des données censurées est supérieure a la variance de I'estimateur des données
non censurées.
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8. Comme I(§)~! = 02, on en déduit que l'estimateur 6,, est asymptotiquement
efficace.

A
FEzxercice XII.6.

I Modéle gaussien a variance connue

1. Dans un modele gaussien avec variance connue, ’estimateur du maximum de
vraisemblance de la moyenne est la moyenne empirique :

17’L
Dy=—3 Y]
; n;]

La moyenne empirique est un estimateur sans biais de la moyenne.

2. Le vecteur (Y7,...,Y,) est un vecteur gaussien car les variables aléatoires
Y1,...,Y, sont gaussiennes et indépendantes. Comme 7, est une transfor-
mation linéaire du vecteur (Yi,...,Y},), sa loi est une loi gaussienne. On a

2
N N g . N . o2 ..
E[#,] = v et Var(f,,) = —2. La loi de #, est donc la loi N'(v, 22). En particulier
n
—v

la loi de v/n Un

g0

est la loi A/(0,1). On en déduit que

Up — UV

P(vn

ol z, est le quantile d’ordre 1 — § de la loi gaussienne centrée réduite. Donc

€l-z2ar2a)) =1—a,
g0

Iy = [0y — za%,ﬁn + za%]
est un intervalle de confiance exact de v de niveau 1 — a.
Application numérique. On trouve o, ~ 6.42, z, ~ 1.96 et I, ~ [4.38, 8.46].
3. Les variables aléatoires (Y;,j > 1) sont indépendantes, de méme loi et inté-

grable. On déduit de la loi forte des grands nombres que p.s. la suite (7,,,n > 1)
converge vers . On en déduit que 7, est un estimateur convergent de v.

4. Comme les variables aléatoires sont indépendantes, la vraisemblance et la log-
vraisemblance du modele complet s’écrivent :

n

m
1 1
P(T1y ey Ty YLy e e oy Y s V) = H —— o~ (@i—p)? /203 H = o Wiv?/208

2
paie 2moyg jaie} \/2mog
m

m-+n 1 1
L@y, @y Yoo Yni o V) = =5 10%(27T08)—@§ (@i —p)? = 5= > (y; —v)*
0 .
]7
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D.

332

La log-vraisemblance est somme d’une fonction de g et d’une fonction de
v. Elle atteint son maximum quand chacune des deux fonctions atteint son
maximum. Ces deux fonctions sont quadratiques négatives. Leur maximum
est atteint pour les valeurs de p et v qui annulent leur dérivée, a savoir

1 & 1<
o (X1 e e vy Tpy) = — xz; et U Y = — i. On en déduit les esti-
Mm( 1 m) m Zzl i n(yl yn) n jzl Yj

mateurs du maximum de vraisemblance de (u,v) :

1 — 1«
ﬂm:E;Xi et ﬁn:Ez;Yj-
= j=

On retrouve bien le méme estimateur pour v.
Comme les variables aléatoires X1,..., X, Y1,...,Y, sont indépendantes, on
en déduit que fi,, et 7, sont indépendants. Les mémes arguments que ceux de

2
la question 2, assurent que la loi de fi,,, est la loi N (p, %“) Le vecteur (fim, n)
est donc un vecteur gaussien de moyenne (u,v) et de matrice de covariance

% (1/0m 1?n>'
)

La variable aléatoire T,E,L,n est une transformation linéaire du vecteur gaussien
(fim, ). 11 s’agit donc d’une variable aléatoire gaussienne. On calcule

[ mn p—v
E[Tﬁ,%]: man o0

Var(T l)n) __mn Var(fim,) —{Q—Var(l/n)

ms m4+n og
=1.

On a utilisé I'indépendance de fi,, et ©, pour écrire Var(ji,, — ) = Var(fim,) +
Var(2,,). En particulier, sous Hy, la loi de Tg)n est la loi gaussienne centrée
réduite N(0, 1).

De méme qu’a la question 3, I'estimateur fi,, est un estimateur convergent de
1. Remarquons enfin que

mn 1 S min(m,n)
e min(m, n) ) 2 5
L+ max(m,n)
En particulier
KL 400

1m
min(m,n)—oco M + N
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10.

On en déduit donc que la suite de vecteurs ((fim, Vn, [se),m > 1,n > 1)

converge presque strement vers (u, v, +00) quand min(m,n) — oo. Si u > v,
alors presque strement, on a
lim ) +00.

min(m,n)—oo mn

. On définit la fonction sur R™*" (cf la question 5) :

mn % Diny T — % Z?:l Yj

m-+n 00

_ mn fip (21, Tm) — Un(Y1s - Yn)
m+n oo '

En particulier, on a t&?n(Xl, ey X, Y1, Y,) = T,%l)n On considere le test
pur de région critique

tgrll,?n(xl" oy Tmy Y, ,yn) -

Wm,n = {('Il, e Ty Y1, - - >yn) € quLn’ tgrll,?n(xl’ ey Tmy Y1y - ,yn) > Za}a
avec z, € R. Déterminons z, pour que le test soit de niveau exact a. Comme
la loi de T,%l)n est la loi N (0,1) sous Hy, erreur de premiere espece est donc :

0o —u2/2
P(Win) = P((X1, ..., X, Y, Vi) € Winn) = P(TY, > 20) = [ S— du.

) ,n . /27'['

du = « et donc

e—u2/2

V2
on choisit pour z, le quantile d’ordre 1 — « de la loi N(0,1).

Pour que le test soit de niveau exact «, il faut que fzoo

Vérifions que le test est convergent. D’apres la question précédente, on a sous
H,y
lim

min(m,n)—oco

1 =1
{T,(nl)n >zZa}
Par convergence dominée, on en déduit que sous Hi,

lim  P(Wpp,) = lim  P(T), >z2)= lim E|

min(m,n)—oo min(m,n)—oo min(m,n)—oo

1{T'r(n1)n>za}] =1.

Le test est donc convergent.

Application numérique. On trouve fi,, ~ 6.71, 0, ~ 6.42, t%?n ~ 0.187 et z4 ~

1.64. Comme tﬁ})n < zqa, on accepte Hy. On rejette Hy en des que z, < t,%?n

2
00 a—u/2 P . . :
Comme a = fza S VT du, on en déduit que le maximum des valeurs de o qui

permette d’accepter Hy est

(3] efu2/2
= du.
P /t(l) o

m,n

On trouve p; ~ 0.426.
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IT Modele non paramétrique de décalage

Remarquons que sous Hyp, on a p = [ Ly<ar f(2) f(y) dody = 1/2. Vérifions
que sous Hy la loi de Uy, ne dépend pas de F. Soit a, le quantile d’ordre r de
F. Comme F' est continue, on a F'(a,) = r. Soit X de fonction de répartition F'.
Comme a, est un point de croissance a gauche de F,on a {X < a,} = {F(X) < r}.
On en déduit que pour r €]0, 1]

r=P(X < a) =P(X < a,) = P(F(X) < F(a,)) = P(F(X) < 1),

ou l'on a utilisé la définition du quantile pour la premiere égalité et la continuité
de F pour la deuxieme. On en déduit que F'(X) suit la loi uniforme sur [0, 1]. Soit
Y de fonction de répartition F' et indépendant de X. On a par croissance de F
que {Y < X} C{FY) < FX)} et {F(Y) < F(X)} c{Y < X} Cc{Y < X}
D’autre part comme (F(Y'), F(X)) a méme loi qu'un couple de variables aléatoires
de loi uniforme sur [0, 1] et indépendantes, on en déduit que p.s. Lipyy=rx) = 0.
Ainsi p.s. on a 1iy<xy = l{py)<r(x)}- On en déduit donc que Up, ,, a méme loi
que Y%, >0 1gy<w,y ou (Vi Wiyi > 1,5 > 1) sont des variables aléatoires
indépendantes de loi uniforme sur [0, 1]. En particulier, sous Hy, la loi de Uy, ,, ne
dépend pas de F.

Vérifions que sous Hi, on a p > 1/2. Soit p > 0. Comme la densité f est
non nulle, il existe p/2 > ¢ > 0 et g € R tel que f[wo_&wo}f(x) dx > 0 et

f[mo zote] f(x) dx > 0. On en déduit alors que pour tout = € [z¢ — €, x|,

F(x+p) = F(z) +/

[z,2+p]

f(@')da' > F(z) + / f(z") da' > F(x).

[:130,21304*6}

Comme f[:vw-:,:vo} f(x) dx > 0, on en déduit que
/ F(x+p)f(x)dx > / F(z)f(x) dx.
[xo—e,x0] [xo—e,x0]
Comme de plus F(x + p) > F(z) pour tout z € R, on en déduit que [ F(z +
p)f(xz) dz > [ F(z)f(z) dz. Donc sous Hy, on a
p= [ Lz F@)oly) dady
= / Ly<ayf (@) f(y + p) dxdy

= /F(x+p)f(x) dx
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On en déduit donc que les valeurs possibles de p sous H; sont | %, 1].

Enfin, nous renvoyons a la correction du probléme concernant 1’étude de la
statistique de Mann et Withney, pour vérifier que o’ et 3 sont positifs, et si
p & {0,1}, alors parmi ' et £/, au moins un des deux termes est strictement
positif.

1. On a

U, _ mn
{ } { mn(m+n+1) }
12

> a
Vv Var(Up, ) 12 Var(Up,n) Var (Up,n,

I
—

U~y frinn21), o)
)

On pose

b mn(m+n+1)a mn(p — %)
mn 12 Var(Uy, ) Var(Un.n)

. . mn(p — %)
Comme p > 1/2, on en déduit que lim = 400. De plus

min(m,n)—oo \/T(]m,n)

comme au moins 1'un des deux terme o ou ' est strictement positif, cela
mn(m+n+ 1)

12 Var(Up,.)
limite finie, quand min(m,n) tend vers 'infini. On a donc

implique la convergence de la suite ( ,m > 1,n > 1) vers une

- lim bpm,n = —00.
min(m,n)—oo

2. De la question précédente, on en déduit que pour tout réel M > 0, il existe
ko > 1 tel que pour tout m > ko, n > ko, by, < —M. Cela implique que pour
tout m > kg, n > kg

) Upmn — mnp

P(T)2) >a) > P(——m—m > —M).

’ Var(Up,n)

Um,n — mnp

,m
Var(Up,n)

> 1,n > 1) vers la loi

Grace a la convergence en loi de (

continue N (0,1), on en déduit que

B 0o —u?/2
im  pUmn TP gy = / C  du
min(m,n)—oo Var(Um,n) —M 2m
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0o ,—u?/2

du. Le

En particulier on a pour tout M, liminf P(T?) > a >/
P P min(m,n)—oo ( L )_ M \/ﬂ

choix de M étant arbitraire, cela implique donc que limy,in(1m,n)—o00 P(Téﬁ )n >
a) =1.

. On définit les fonctions

m n
um,n(xla---axm,yla--'ayn) = § E l{nga:i}a

=1 j=1
mn
(3) _um7n(x17"'7xmay17"'7y7L)_T
tm,n(xlr"7xm7y17'--7yn) - .

mn(m+n+1)
12

En particulier, on a t%?n(Xl, e Xy 1,0, Y) = Tg)n On considere le test
pur de région critique

Wm,n - {(xh' s Tmsy Y1y - 7yn) S Rm+n7t£3?n(xl7 s Tmsy Y1y - 7yn) > 204}7

avec z, € R. Déterminons z, pour que le test soit de niveau asymptotique «.
L’erreur de premiere espece est :

P(Winn) = P(X1, ., X, Y1, .., Vo) € Winn) = P(TE), > 24).
)

Comme la loi de T,E,Zn sous Hp est indépendante de F', on en déduit que

P(Ty(n% )n > z4) est constant sous Hp. Comme la loi asymptotique de la sta-

)

tistique T,gin est la loi N(0,1) sous Hy, lerreur de premiére espece converge
00 efu2/2

za V2T

limsup supP(T 2, > z,) = a), on choisit pour z, le quantile d’ordre 1 —
min(m,n)—oco Ho 7
de la loi N(0,1). Le test est convergent d’apres la question précédente.

vers du. Pour que le test soit de niveau asymptotique a (i.e.

. Application numérique. On a Uy, , = 70 et t%)n ~ 0.25. et 2, ~ 1.64. Comme
(2)

t,g?n < 24, on accepte Hp. On rejette Hy dés que z4 < ty,n. Comme a =
77J42 . . .
f;f S \/2—7:2 du, on en déduit que le maximum des valeurs de a qui permette

d’accepter Hy est

00 efu2/2
= du.
D2 /t @) o
On trouve py ~ 0.403.

Remarquons que les résultats sont identiques si 'on considere la méme hypo-

these nulle Hy contre ’hypothese alternative H; = {P(Y < X) > 1/2}, car les
réponses aux questions 1 et 2, et par conséquent les réponses aux questions 3 et 4,
de cette partie sont identiques.
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IV Modeéle non paramétrique général

1. 1l s’agit du test de Kolmogorov SmirnovCe a deux échantillons. C’est un test
pur de région critique

Wm7n - {(1’1,. ey Ty Y1, - 7yn) S Rm+n7t£2)n(x17 e Imy Y1y - 7yn) > 204}7

avec
n
tgg?n(xl"-'>xmay1a---ayn) =/ Sup | — Zl{ml<m} Zl{ngm}
m-+n z€R j:1
et zo, > 0.

2. Comme le test est de niveau asymptotique «, on en déduit que z, est tel que
K(z,) =1 — «, ou la fonction K est définie par

+oo

K(z) = Z (=1)k o2k
k=—o00

On trouve tg?n ~ 0.508 et z, ~ 1.358. Comme tS,?;?n < zq, on accepte Hy. On

3)

rejette Hyp des que z4 < tymn. Comme o« = 1 — K(z,), on en déduit que le
maximum des valeurs de o qui permette d’accepter H est

b3 = 1- K(tgg?n)

On trouve ps ~ 0.958. On ne peut vraiment pas rejeter Hy.

Conclusion

On a p; ~ pa < p3. On remarque que pour le modele le plus général (modele
3) la p-valeur est tres élevées. En revanche, plus on fait d’hypothese et plus la
p-valeur est faible. Dans tous les cas on ne peut pas rejeter Hy sans commettre
une erreur de premiere espece supérieure a 40%. Cela signifie que les données de
I'expérience pratiquée en Floride reproduitent partiellement ici ne permettent pas
de conclure a l'efficacité de I’ensemencement des nuages par iodure d’argent. A

FEzxercice XII.7.
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I Le modéle

1.

338

L’hypothese nulle est Hy = {La densité osseuse chez les femmes du groupe
1 n’est pas significativement supérieure a celle des femmes du groupe 2} et
Ihypothese alternative Hy = {La densité osseuse chez les femmes du groupe
1 est significativement supérieure a celle des femmes du groupe 2}. On espeére
rejetter Hy, en controlant I'erreur de premiere espece.

. Les variables aléatoires X1, ..., X,, Y1,...,Y,, sont indépendantes de loi gaus-

sienne. On en déduit que (X7,...,X,,Y1,...,Y,,) est un vecteur gaussien.

_ —1

Laloi de X, est la loi gaussienne (1,07 /n), laloi de n—QVn est laloi x?(n—
g7

1), enfin ces deux variables sont indépendantes. Cela détermine complétement

- -1
la loi du couple (Xn, n—Vn>.
o

2
1
Comme les variables X1,..., X, et Y7,...,Y), sont indépendantes, on en dé-
n—1 m—1
duit que les variables —5—V,, et —5—W), sont indépendantes et suivent les
g7 93

lois du x? de degrés de liberté n — 1 et m — 1. En considérant les fonctions
caractéristiques, on obtient en utilisant I'indépendance,

T/JLQIV,LJFL?WM(U) = T/J%lvn (u) T/JLEIWm (u)

1 72
B 1 1
(1 = 26u)(n=D/2 (1 — 24u)(m-1)/2
B 1
T (1 — 2iu)(ntm=2)/2
L. ) n—1 m—1 . PR
On en déduit donc que la loi de —5—V,,+——5—W,, est laloi du x* an+m—2
71 732

degrés de liberté.

. Comme Eg[X,,] = p1 (vesp. Eg[Y,,] = p2), on en déduit que X,, (resp. Y;,) est

un estimateur sans biais de pp (resp. pz). Par la loi forte des grands nombres,

les estimateurs (X,,,n > 1) et (Y;,,m > 1) sont convergents.

Comme Ey[V,,] = 07 (vesp. Eg[W,,] = 03), on en déduit que V,, (resp. W,;,) est
un estimateur sans biais de 0% (resp. 05). Par la loi forte des grands nombres,
les suites (n™1 Y"1 | X2 n > 1) et (X,,,n > 1) converge Py-p.s. vers Eg[X7] et
Eg[X1]. On en déduit donc que la suite (V;, = L= (n ' Y0 | X2 — X2),n > 2)
converge Py-p.s. vers Eg[X?] —Ey[X1])? = Vary(X;) = 0?. La suite d’estimateurs
(Vs m > 2) est donc convergente. De méme, on vérifie que la suite d’estimateurs
(Wi, m > 2) est convergente.
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IT Simplification du modéele

1. On a sous Hy,
(n—1)V,/o? m—1
n—1 (m—1)W,, /o3
On déduit donc de 1.4, que la loi de Z,, ,,, sous Hy est la loi de Fisher-Snedecor
de parametre (n — 1,m — 1).

an:

)

2. Comme (V,,,n > 2) et (W;,,m > 2) sont des estimateurs convergents de
o} et 03, la suite (Zym,n > 1,m > 1) converge Pg-p.s. vers 0% /035 quand
min(n,m) — oo. Sous Hy cette limite vaut 1. Sous H; cette limite est diffé-
rente de 1.

3. Sous Hy, on a Pp-p.s. limpyin(n,m)—oco Zn,m # 1. En particulier, on en déduit que
sous Hy, Py-p.s.

min(n,m)—»oo {anfl,mfl,a1< n,m<bn71,m71,a2}

On note la région critique

I/T/vn,m = {Zn,m ¢]an71,m71,a1, bnfl,mfl,ag [}

Par convergence dominée, on en déduit que sous H1, limyin(n,m)—oc Po(Wa,m) =
1. Le test est donc convergent. L’erreur de premiere espece associée a la région
critique W, ,,, est pour 6 € Hy,

PG(Wn,m) = PG(Zn,m < anfl,mfl,al) + PG(Zn,m > bnfl,WL71,Cl2)
= IP)(anfl,mfl < anfl,mfl,al) + IP>(Pjnfl,m71 > bnfl,mfl,ag)

=] +Q2,

ou I’on a utilisé le fait que ap—1,m—1,01 < bn—1,m—1,a, Pour la premiere égalité, le
fait que sous Hy, Z, ,, a méme loi que Fj,_1 ,,—1 pour la deuxieéme égalité, et la
définition de an—1,m—1,a; €t bp—1,m—1,0, pPour la troisieme égalité. En particulier

le niveau du test est donc o« = a1 + o 1l est indépendant de n, m et de 8 € Hy.

4. On a donc a1 = as = 2.5%. On en déduit donc, avec n = 25 et m = 31, que
p—1,m—1,01 = 0.453 et by_1m—1,0, = 2.136. La région critique est donc

[0,0.453] U [2.136, +00].

La valeur observée de Z, ,, est 0.809 (a 1073 pres), elle n’appartient pas & la
région critique. On accepte donc Hy.
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D.

La p-valeur du test est la plus grande valeur de a pour laquelle on accepte Hy.
On accepte Hy si ap—1,m—1,0; < 0.809, donc si oy < 0.3 et donc si @ = 20 <
0.6. La p-valeur est donc de 0.6. Il est tout a fait raisonnable d’accepter Hy.
La p-valeur est trés supérieure aux valeurs critiques classiques (telles que 0.1,
0.05 ou 0.01).

Soit € €]0,1[. Comme F}, , a méme loi que Z,, 41 m+1 sous Hp, on a
]P)(Fn,m < 1-— 6) = ]P)(Zn+17m+1 < 1-— 6).

On a vu que sous Ho, limpyin(n,m)—oco Zn,m = 1. Par convergence dominée, on
en déduit que
lim P(Zym<1—¢)=0.
min(n,m)—oco
On a donc limyyin(n,m)—oo P(Fnym < 1 —¢) = 0. En particulier, pour min(n,m)
assez grand on a P(F), ,, <1 —¢) < aj, ce qui implique que apma, > 1 —¢.
Un raisonnement similaire assure que limyin(n m)—oo P(Fnm = 1+¢) = 0, et
donc by, e, < 1+¢€ pour min(n, m) assez grand. Comme @y 1m0y < bpm,ay, O
en déduit que

1—e< liminf apma, < limsup by ma, <1+e.
min(n,m)—0o0 min(n,m)—oo

Comme ¢ €]0, 1] est arbitraire, on en déduit que

- lim pm,a; =  lim bnm,as = 1.
min(n,m)— oo min(n,m)—oo

IIT Comparaison de moyenne

1.

340

n+m-—2

La loi de —————>5Sm est d’apres 1.4 la loi du X2 an+m—2 degres de

o
liberté. On a Py-p.s.

lim V,= lim W, =%
min(n,m)—oo min(n,m)—oo
On en déduit donc que
lim S = 2.

min(n,m)—oco

. On déduit de 1.2 et de 1.3 que les variables X,, et Y;, sont indépendantes de

loi gaussienne respective N'(u1,02/n) et N'(u2,0?/m). En particulier (X, Y,,)

nm - - e e g
(X, —Y,,), transformation linéaire

. .1
forme un vecteur gaussien. Ainsi —
oc\ln+m

du vecteur gaussien (X, Y,,), suit une loi gaussienne de moyenne



XIII.12 Controles de fin de cours

1 nm - _ 1 nm
Eg | — X, -Y == —
0 [0 \ n+m( " m)] o n—l—m('u1 H2),

et de variance, en utilisant I'indépendance entre X,, et Y;,,

1 nm - — 1 nm 02 o
Varg ( = X, Y ) = = CANCA
ar(;(U n—i—m( " m)> 02n+m(n +m)

1 _ _
. D’apres 1.3, les variables aléatoires Sy, ,, et — T:_m (X, — Y,,) sont indé-
Vn+m

o
pendantes. La loi de (n +m — 2)S,, /02 est la loi du x? & n + m — 2 degres

1 L
de liberté. De plus, sous Hy, — Zm (X, —Y;,) est une gaussienne N (0,1).
V' n+m

o
On en déduit que sous Hy,

1 nm - — n+m—2
Tom = — X, Y,
g\ n—l—m( " m)\/(n—i—m —2)Spm/0?

suit une loi de Student de parametre n +m — 2.

. Sous Hi, la limite de la suite (X,, — Y;;,,» > 1,m > 1) quand min(n,m) — oo
est 1 — po Po-p.s. d’apres L.5.

. On déduit de ce qui précede, que sous Hi, la suite (X, — Yim)/\/Snm,n >
2,m > 2) converge quand min(n,m) — oo vers (u; — p2)/o Py-p.s. De plus, on
a

. nm . 1
lim | —— = lim — = $00.
min(n,m)—oco \| W+ M min(n,m)—oo /1 + 1
Vn ' m
2

On en déduit que sous Hy, Pg-p.s., la suite (T}, n >
min(n, m) — oo vers 400 car fi1 > 9.

,m > 2) converge quand

. On considere la région critique

Wn,m = {Tn,m > Cn+m—2,o¢}7

ol ¢,  est le quantile d’ordre 1 —« de la loi de Student de parametre k. Comme
la suite (Sym,n > 2,m > 2) converge p.s. vers o> quand min(n,m) — oo, on
déduit du théoreme de Slutsky que la suite (7}, ,,n > 2,m > 2) converge en
loi, sous Hy, vers G de loi gaussienne centrée réduite quand min(n, m) — oc.
Comme G est une variable continue, on en déduit que pour tout ¢ € R,
lim  P(T,.,m >c) =P(G > c).
min(n,m)—oo
En particulier, cela implique que la suite (¢ 4m—2,0,7 > 2,m > 2) converge
vers ¢, le quantile d’ordre 1 — v de G. Cette suite est donc majorée par une
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constant, disons c. Par convergence dominée, on déduit de la réponse a la
question précédente que sous Hy,

liminf  Po(Thm > cnym—2,0) > liminf  Py(T), ., > ¢) = 1.

min(n,m)—oo min(n,m)—oo

Donc on a
lim Po(Whm) =1,
min(n,m)—oo
et le test est convergent. De plus 'erreur de premiere espece associée est, pour
0 € Hy,
P@(Wn,m) = PG(Tn,m > cn+m—2,a) = Q.

Le niveau de ce test est donc a.

On obtient pour o = 5%, ¢pim—2,a = 1.674. La région critique est donc
[1.674, 0o[. La valeur observée de T}, est 3.648 (3 1073 pres), elle appartient
a la région critique. On rejette donc Hy.

La p-valeur du test est la plus grande valeur de « pour laquelle on accepte
Hy. On accepte Hy si ¢ppm—2,0 > 3.648, ce qui correspond a o compris entre
2.5/10 000 et 5/10 000 (en fait la p-valeur est égale a 0.0003). Il est tout a fait
raisonnable de rejeter Hy. La p-valeur est tres inférieure aux valeurs critiques
classiques (telles que 0.1, 0.05 ou 0.01).

IV Variante sur les hypothéses du test

1.

342

On déduit de IIL.5 que sous HY, Py-p.s., la suite (T}, n > 2, m > 2) converge
quand min(n,m) — oo vers +00 si 1 > g, et vers —oo si py < po.

. On considere la région critique

erz,m = {’Tn,m’ > cn+m—2,o¢/2}a

ol ¢ /2 est le quantile d’ordre 1 — /2 de la loi de Student de parametre k.
Par convergence dominée, on déduit de la réponse a la question précédente que
sous Hj,
lim  Py(W, ) =1
min(n,m)—o0 ’
Le test est donc convergent. De plus I'erreur de premiere espece associée est
pour 6 € Hy

PG(WrIL,m) = P9(|Tn,m| > Cn+m—2,a/2) = Q.
Le niveau de ce test est donc a. Pour o = 5%, on obtient Crntm—2,a/2 = 2.005.

La p-valeur du test est la plus grande valeur de « pour laquelle on accepte
Hy. On accepte Hy si ¢4 m—2q/2 > 3.648, ce qui correspond a o compris entre
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5/10 000 et 10/10 000 (en fait la p-valeur est égale & 0.0006). 11 est tout a fait
raisonnable de rejeter Hy. La p-valeur est trés inférieure aux valeurs critiques
classiques (telles que 0.1, 0.05 ou 0.01).

3. Sous P, 0. 5,0) X, — Y, a méme loi que X, — Yy, + 1 — po sous P(0,6,0,0)-
On en déduit donc que sous Hy),

M1 — p2
]P)(/J‘lyo-y,u'27(7) (Tn7m > C) = P(0707070) (Tn7m + \/— )
nm_ i — g2
= P0.0.0.0) | Tom > ¢ — 22
(0, ,07)<n7m n_|_m\/m>

< P0.0,0,0) (Tnm > )

car p11 < pgp pour la derniere égalité. En particulier, pour ¢ = ¢, 4m—2q, U'erreur
de premiere espece du test pur de région critique W, ,, = {T},;m > ¢} est donc
majorée par P 5.0.5) (Tn,m > Cnim—2,a). OT cette derniere quantité est égale a
a d’apres II1.6. De plus ce test est convergent d’apres I11.6. En conclusion, le
test pur de II1.6 est un test convergent de niveau o pour tester H|, contre H;.
En particulier, on rejette Hj), avec une p-valeur égale a 3/10 000.

A
FEzxercice XII.S.
I Estimations et intervalles de confiance du parametre de la loi de
Pareto

1. Si a < 1 alors X n’est pas intégrable et E[X;] = 0o, si @ > 1 on a E,[X;] =

a
T Si a < 2 alors X n’est pas de carré intégrable, si @ > 2 on a E,[X?7] =
a J—
«

a—2°
2. La méthode des moments suggere de regarder I'estimateur &, = g_l(Xn), ou

_ 1 —
g(a) =E,[X1] = ai 1 et X, = - I;Xk. Comme g~! = g, on en déduit que
ap = <. .Sia > 1,alors (X,,,n > 1) converge p.s. vers E,[X1] = g(a) > 1.
Comme g 1 est continue sur ]1,+o0[, on en déduit que (Gp,n > 1) est un

estimateur convergent de a.

Remarquons que si a < 1, alors (X,,,n > 1) converge p.s. vers E,[X1] = +o0,
car les variables aléatoires X; sont positives. On en déduit que la suite (G, n > 1)
converge vers 1. Donc I'estimateur n’est pas convergent si o < 1, et il est convergent
sia>1.
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3.

344

La vraisemblance du modele est, par indépendance des variables aléatoires,

n
Pr(T1,. . xp;0) =" e~ (a1 i, log(wi) H 151}
=1

Par le théoréme de factorisation, on reconnait que S, = ;" log(X;) est une
statistique exhaustive. On peut également remarquer qu’il s’agit d’un modele
exponentiel. L’estimateur &,, n’est pas une fonction de la statistique exhaustive.
Il peut donc étre amélioré.

On calcule la log-vraisemblance :

Ly(@1,...,p;0) = nlog(a) — (a +1) Y log(x;) + log(] [ 1a,513)-

i=1 i=1
La dérivée de la log-vraisemblance est

oL, n "
Do (xl,"' ,l’n,OZ) - a - Zzllog(xl)

oL
On en déduit que ——= = 0 pour a = n . De plus la dérivée est

Do Z?:1 log(z;)
négative (resp. positive) strictement pour les valeurs plus petites (resp. grandes)
du parametre. On en déduit donc que la log-vraisemblance est maximale en

o = —————. Lestimateur du maximum de vraisemblance de « est donc

2?21 log(w;)

n

Z?:1 IOg(Xi).

~

apy =

. Soit g une fonction mesurable bornée. Avec le changement de variable y =

log(x) de |1, +oo[ dans ]0, co[, on a

E[g(log(X1))] = / g(log(z)) fo(x) dz = / g(y)ae ¥ 1yso dy.

On en déduit que la loi de log(X7) est la loi exponentielle de parametre . En
particulier, on a Eq[log(X1)] = 1/a et Eq[log(X1)?] = 2/a2.

Comme log(X7) est intégrable, on déduit de la loi forte des grands nombres

1 n
que p.s. | — E log(X;),n > 1| converge vers E4[log(X1)] = a~!. Comme la
n
i=1

1 n
fonction g(z) = 1/x est continue en 1/a €]0, 00|, et que G, = g(— E log(X;)),
n
i=1

on en déduit que la suite (&,,n > 1) converge p.s. vers «. L’estimateur du
maximum de vraisemblance est donc convergent.
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7. Comme log(X7) est de carré intégrable, on déduit du théoreme central limite

10.

1 n
que (ﬁ(— E log(X;) —a~t),n > 1) converge en loi vers la loi gaussienne
n
=1

N(0,02), o1 02 = Var,(log(X1)) = a~2. Comme la fonction g(z) = 1/x est de

classe C! en 1/a €]0, 00|, on en déduit que la suite (v/n (&, —a),n > 1) converge
en loi vers la loi gaussienne centrée de variance o2¢'(a™1)? = a™2(a?)? = o
L’estimateur du maximum de vraisemblance est asymptotiquement normal de

variance asymptotique a?.

. On calcule la dérivée seconde de la log-vraisemblance :

9L, . n
aa2 (xla 7xn7a) - _?
On en déduit donc que
9?L, ' n
In = —EQ[W(Xl, . ,qu (X)] = E

Donc on a I = I} = a~2. La variance asymptotique de &, est égale & 1/1. L'es-
timateur du maximum de vraisemblance est donc asymptotiquement efficace.

. On déduit du théoreme de Slutsky que la suite ((vn(&n —a),dn),n > 1)

converge en loi vers la loi de (aG,a), ou G est une variable gaussienne de

loi M (0,1). Comme la fonction f(x,y) = x/y est continue sur R x R*, on en

déduit que la suite (\/ﬁ(dn - a)d;l,n > 1) converge en loi vers la loi de G.

Dong, si z est le quantile d’ordre 1 — /2 de la loi N'(0,1), on en déduit que
lim Py (vR(an — a@)a,t € [—2,2]) =P(G € [-2,2]) =1 —n.

n—oo
De I’équivalence

zCy,

NG

Vi, — )i, € [~2,2] <= a € [a, £

B

on déduit que IC = [&,, + 2

vn

| est un intervalle de confiance asymptotique de

« de niveau 1 — 7.

On a par indépendance, et en utilisant le fait que la loi de log(X;) est la loi
exponentielle de parametre «, que

¢a&;1(u) = il_lewn—lalog(Xi)(u) = ¢log(X1)(au/n)n = <a _ f;u/n> = <TL fzu
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On en déduit que ad;, ! suit la loi gamma de parametre (n,n). Si z_ (resp. 2z )
est le quantile d’ordre 1/2 (resp. 1 —n/2) de la loi gamma (n,n), on en déduit
que

Po(or € [nz_, Gnzy]) = Po(ad,t € [2-,24]) =1 —n.

Ainsi IC, = [Gpz—, Gpnzy| est un intervalle de confiance exact pour « de niveau
1—n.

IT Comparaison d’échantillons

. Les suites sont indépendantes a priori.

. Lestimateur du maximum de vraisemblance s’écrit comme une fonction de

la somme des logarithmes des observations. La somme reste inchangée si on
classe par ordre décroissant les termes. En particulier, on peut donc calculer
I’estimateur a partir des données classées.

Soit K un compact de R. Si on reprend la démonstration du TCL du cours, on
remarque que pour v € K, on peut majorer uniformément les restes qui inter-
viennent dans le développement a ’ordre de 2 des fonctions caractérisitiques. Cela
permet de vérifier que la convergence des fonctions caractéristiques est uniforme
sur les compacts.

3.

346

oUSA

On note « la valeur commune de aYF et . On utilise les fonctions carac-

téristiques. Par indépendance, on a

() [T ZJE— /—MLmZ}YIISA(U) :¢\/7L+ImZgE(u)w_\/n+ImZ}y{SA(u)

_ UE( m u) USA(_ n u)
" n+m ™ n-+m
— 202 /2 ——u?a? /2
= (7T g (w)) (T HT L ()

— efu2a2/2 +€n,m (u)7

ou les fonctions gn m,hnm et enm sont telles ques les égalités soient vraies.

Comme

, € [0,1], on déduit de la convergence uniforme de Y
n+m n+m

et ngSA vers la fonction caractéristique de la loi N'(0,a?), que

lim Inm(u) = lim honm(u) = lim Enm(u) = 0.
min(n,m)—oo ( ) min(n,m)—oo ( ) min(n,m)—oco ( )

On en déduit donc que

—u?a?/2

li _
min(m) 00 b gye o gusa(u) = ¢



XIII.12 Controles de fin de cours

Quand min(n, m) — oo, la suite <,/ —y ——ZUSA e N, m e N*)
n—l—m n+m

converge en loi vers une loi gaussienne A(0,

UE USA
[_m USA
n+m n n+m Zm

. SiaVP =q ,on a
On,m

Cnm =

De la convergence des estimateurs, on déduit que (&%M,n € N*,m € N¥)
est, quand min(n,m) — oo, un estimateur convergent de o?. On déduit de la
question précédente et du théoreme de Slutsky que si aVF = aUSA | la suite
(Cnmsm € N*,m € N*) converge en loi, quand min(n,m) — oo, vers la loi

N(0,1).

. SiaVF < aUSA on aps.

) . . ) mn
lim g — O&SA <0, lim = +o0,
min(n,m)—oo min(n,m)—oo || M + N
et par la loi forte des grands nombres p.s.
min(aUE, aUSA) < liminf 6y, < limsup Gy, < max(aUE, aUSA).
min(n,m)—o0 min(n,m)—oco
De sorte que p.s. on a lim Cn,m = —00.
min(n,m)—oo
. Par un raisonnement symétrique, on a lim Cn,m = +00, si aUP > qUSA,

min(n,m)—oco

. Vu les comportements sous Hy et sous H de la statistique de test, il est naturel

de considérer le test de région critique W = {(,,m > c}.

. On note Ty = &% /. Sa loi ne dépend que de n*. On a 1 = houe(aYS4), ot
alyg — 2Tysa

\/nQQTIQJE + ma?TEg -

En calculant la dérivée de h, et en utilisant que p.s. Tgy > 0 et Tysa > 0, on
vérifie que la fonction h, est décroissante. On a pour aVE < oUSA,

he(z) = vVnm

Poue qusa (Gom > €) = P(hgus(@P54) > )
< P(h,ue(aVF) > ¢)
=P(hi(1) = o),

ou pour la premiere égalité, on a utilisé que la loi de hy(x) ne dépend pas de
aY ni de aVSA, 1a décroissance de h, pour l'inégalité, et le fait que ha(a) est
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indépendant de a pour la derniere égalité. On en déduit donc que le niveau du
test est donné par

sup  Puue qusa(Gum > ¢) = Pri(Cum > ©).
0<aUE<qUSA

9. On déduit de la question précédente et de la question 11.4, que

lim sup  P,ue qusa(Cum > ¢) = lim  Py1(Gum > ¢) =P(G >¢),

min(n,m)—00 g« o UE <o USA min(n,m)—oo

ou G est de loi N(0,1). Le test est de niveau asymptotique n pour ¢ égal au
quantile d’ordre 1 — 7 de la loi N(0,1).

10. Par convergence dominée, on a pour a'F > oUSA

lim E, ue aUSA[l{Cn m>C}] =1
min(n,m)— o0 ’ T

Le test est donc convergent.

11. La p-valeur asymptotique du test est P(G > ¢°%), oit G est de loi N'(0,1) et

n,m
obs est la statistique de test évaluée en les observations.
)

IIT Application numérique

1. On obtient

V% ~ 1,500, ICVE ~[1.399,1.782], aVS* ~1.348, et ICYSA ~[1.161,1.536).

n

Les intervalles de confiance asymptotique sont trés proches des intervalles exacts
(cf. la derniere question de la partie I) qui sont : ICUP = [1.404,1.787] et ICVSA =
[1.168,1.542].

2. On obtient (y n >~ 1.728 et une p-valeur asymptotique de 4.2% environ.

3. On rejette donc au niveau de 5% le fait qu’il existe relativement plus de tres
grandes villes dans 'UE qu’aux USA.

IV Réduction des lois de Pareto

1. La fonction de répartition de la loi de Pareto est nulle pour z < [ et pour
x> [ona

348



XIII.12 Controles de fin de cours

2. Il vient pour y > B et x > 1,

X ~
P(j >al %> y) =

1 - Fop(yz) _ 1
M:—a:1_Fa,l(”@)’
1—Fa,ﬂ(y) X

X ~ X ~
La fonction de répartion de 21 sachant X1 >yestl— P(—l > CE‘Xl > y) =
) )

X
Fo 1(z) pour z > 1. Elle est nulle si < 1. On en déduit donc que la loi de =1
5 Yy
sachant X7 > y est la loi de Pareto de parametre (a, 1).
Nous démontrons les résultats admis de I'énoncé. Oanose m =n+ k. Le vecteur
(X1,...,Xm) possede une densité. En particulier p.s. X; # X; pour 1 <i < j < m.
On en déduit donc que p.s. le réordonnement décroissant est bien défini et qu’il est
unique. De plus les évenements {Xa(1) > e > Xg(m)} ol ¢ parcourt ’ensemble
S, des permutations de {1,...,m} sont disjoints deux a deux, et d’apres ce qui
précede leur union est de probabilité 1. Si h est une fonction mesurable bornée, on
a donc par la formule de décomposition

ER(Xqys - X))l = D E[( X1y Xm) )%, gy 505 Ko oy

gESm
_ Z Eh(X, (1), - - =Xa(m))1{XU<1>>~~~>XU<,,L>}]
gESm
m
= Z /h(%(m 3 To(m)) Ly 1y > > 20 (my ) Hfa,g(wi) dry...dTm,
c€ESm i=1
m
=m! / h(z1, - Tm) Lz >oosam) H fap(x;) dy ... depy,
=1
ot 'on a utilisé pour la troisieme égalité le fait que les variables X, ..., X,, sont

indépendantes et de densité f, g et la symétrie pour la quatrieme égalité. On en
déduit donc le réordonnement décroissant est un vecteur de loi continue et de
densité

m
Im (@1, ) =m! Lpg sisg H fap(xi).
i=1
3. Par la formule des lois marginales, la densité de (X(l), . ,X(n +1)) est donnée
par

flxy, . xpg1) = /gm(azl,...,xm) dxpio...dry,

n+1
= 1{331>--->:Bn+1} H fa,,@(xi) h($n+1),

i=1
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m
ou h(xpy1) = / Y1 >anio>>zm) H fap(xj) drnyo ... dxy,. En intégrant
j=n+2
d’abord sur z,,, il vient que h(z,1) est égal a

m—2

/ 1{:vn+1 >mn+2>--->mm_1}Fa,ﬁ($mfl)foz,ﬁ(xmfl) H fa,ﬁ(xj) d$n+2 coodxgy .
j=n+2

Une primitive de F, g(z) fa 5(x) est F, g(z)?/2. En intégrant sur @,,_1, il vient
que h(z,41) est égal a

-3

1 m

3 / (i1 5nsassomo) Fod(@m-2) fap(@m-2) [[ fas(®;) dents. .. deg s.
j=n+2

Par une récurrence immédiate, on obtient
1 k1
hani1) = o1 Fop(@n41)"" fo,8(zni1).
La densité de la loi de (X(l), .. ,X(n+1)) est donc

m! -~ L
-1 1{961>--->xn+1}Fa,5(mn+1)k 1fa,6($n+1)Hfa,ﬁ(xi)a
’ i=1

4. Soit h une fonction bornée mesurable. On a
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E[h(Y1,...,Y,)]
X X
5 h<~ w K )]
Xnt1) X(n+1)
1 Tn m! _
= /h (1’ +17"'7x +1> (]{7— 1)' 1{:131>"'>In+1}Fa,6(xn+1)k lfa,ﬁ(wn-i-l)
Hfoz,ﬁ(xi) dxy...drp4
=1
1 Ty m! _
= /h (1’ +17"'7x +1> (]{7— 1)' 1{:131>"'>In+1}Fa,6(xn+1)k lfa,ﬁ(wn-i-l)
n afetl
% diEl .. .d.’En+1

i=1 1
m! e
—1)! 1{y1>'~~>yn>1}Fa,/3(5En+1) lfaﬂ(xnﬂ)

Z/h(y1,---,yn) G

n

af® n
H T a7 T Tnt1 QY1 - dyndan
i=1 Y; xn—i—l

n
1
= C/h(yl, e ayn) 1{y1>~~~>yn>1} H F dyi ... dyn,

i=1 Ji

ou 'on a utilisé pour la troisieme égalité que x; > x,+1 > [ impliquait x; > 3
pour supprimer les indicatrices 1, g}, le changement de variable y; = z; [Tpi1
dans la quatrieme égalité pour 1 < i < n, et ou ¢ ne dépend pas de y1, ..., Yn.
La densité du vecteur (Y7,...,Y},) est donc

n
1
f(yl, oo ,yn) = Cl{y1>--->yn>1} H a+1°

i=1 71

On reconnait que f est proportionnel, et donc égal, a la densité du réordon-
nement décroissant de n variables aléatoires indépendantes de loi de Pareto de
parametre («, 1). En particulier, on en déduit que ¢ = n! et que (Y7,...,Y,) a
meéme loi que le réordonnement décroissant de n variables aléatoires indépen-
dantes de loi de Pareto de parametre («, 1). La loi de (Y3,...,Y,) ne dépend
donc ni de @ ni de k.

A

FEzxercice XII.9.
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I Etude sommaire de la loi de Weibull

1. Comme ¢ > 0, on a pour tout z € R, P(cX <z) = P(X < z/c) = Fiop) (r/c) =
Fla,ep)(x). Laloi de cX est donc la loi de Weibull de parametre («, ¢(3).

2. Par changement de variable y = (x/3)%, on obtient

E[X?] = /:caf@a(a:) dx = I'(2)p% = p°,
E[X?] = / 2% fg.0(z) do = I'(3)5** = 26
3. On utilise la méthode de la fonction muette. Soit ¢ mesurable bornée. On a

Elg(X®)] = /R 9(e) faslz) do

o5 () e ()
= [ oo g o) dy,

ou l'on a effectué le changement de variable y = % sur ]0, co[. On en déduit que
Y = X® est une variable aléatoire de densité h(y) = 3~ %e 7 "V 1)0,00[(¥)- On
reconnait la loi exponentielle de parametre 5~%. Comme le moment d’ordre 1
(resp. 2) de la loi exponentielle de parametre A est 1/ (resp. 2/A2), on retrouve
bien les résultats de la question précédente.

IT Pourquoi la loi de Weibull ?

1. Onal— F,(x) = P(mini<;j<, X; > ) et

n n

P 1 . = . = . = — n

(@%X, > ) P(D{X, > z}) H]P’(XZ >z)=(1— F(z))",
i=1 i=1

ou l'on a utilisé I'indépendance des variables (X;,i > 1) pour la deuxieme

égalité et le fait qu’elles ont méme loi pour la derniere égalité.

2. La réponse précédente assure que min;<<y, X}, suit la loi de Weibull de para-
metre (c, nil/aﬂ). On déduit de la réponse a la question 1.1, que n= /X, suit
également la loi de Weibull de parametre (o, n~1/%3).

3. D’apres la question précédente, le membre de droite de (XIL.7) suit la loi de
Weibull de parametre (a,cL/nn_l/ “3). Le membre de gauche suit la loi de
Weibull de parametre (a, cr,3). On en déduit que I'égalité (XIL.7) est satisfaite
en loi pour tout L dés que ¢; = ¢1£~/* pour tout ¢ > 0. La loi de X&) est
alors la loi de Weibull de paramétre (o, ¢; L~1/*().
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4. Si on note G, la fonction de répartition de X}L/"),

on a

Gulx) = P(X{M"™ < 2) = B((L/n) VX < w) = H((L/n)"/x).

En particulier, il vient : pour z < 0, lim,,_,»(1 — G,(x))" = 0; et, pour x > 0,

1 sia> a,
n
lim (1-Gp(x))" = lim (1 —b(L/n)¥ %z + o(n_“/o‘)> =qe " g =aq,
n—oo n—oo
0 sia < a.

Soit G la fonction de répartition de X (F), L’égalité (XI1.7) implique que G(z) =

1—(1—-Gp(x)"=1-lim, 0o(l — Gp(x))™.

— Sia > «, on obtient G(z) = 0 pour tout x € R. G n’est pas une fonction de
répartition d’une variable aléatoire réelle.

— Sia < a, on obtient G(r) = 1jg [(2). G n’est pas une fonction de répartition
d’une variable aléatoire strictement positive.

— Pour a =, G = F, p)-1/0)-

G correspond a une focntion de répartition si et seulement si ¢ = a. Il s’agit

de la loi de Weibull de parametre (c, (bL)~'/®). La loi de X est alors la loi de

Weibull de parametre (o, b=1/).

ITII Estimation du parameétre d’échelle

1. Par indépendance, la densité de 1’échantillon est le produit des densités. Il

vient :
n an . n
. — _ 0 . —B=20 S ¥ 1
pn(@; 8) = [ [ fraom (@) = o © g Xl TT o [ wsoy-
i=1 j=1 =1
2. Le théoreme de factorisation assure que S = > | X est une statistique
exhaustive.

3. On consideére la log-vraisemblance : L, (x; 3) = log(pn(x; 5)) :
Ln(w; 8) = nlog(ap) —naglog(#) =B~ 3 af*+(a—1) D _log(wj)+) _ 108(Liz50)-
i—1 j=1 =1

On a .
0L, (x:
58) oS
=1

B g
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354

1/a0
R 1 &
Ainsi la dérivée de la log-vraisemblance est nulle en 3, = <— Zx?”) .
n
i=1

De plus, elle est positive pour § < Bn et négative pour § > Bn Ceci assure

n 1/ag
aQ
7

S

que la log-vraisemblance atteint son unique maximum en <

I
_.

L’estimateur du maximum de vraisemblance est donc :

) 1 n 1/ag
ﬁn: <EZXZGO> :

i=1

. Les variables X sont indépendantes de loi exponentielles de parametres 5.
1 n
En utilisant les fonctions caractéristiques, on en déduit que la loi de — Z X0
n
i=1
est la loi I' de parametre (n3~°, n).
Si Z suit la loi I'(A,a), on a
E[Z°%) = / i ! Mgl e (g
j0,00f 1'(a)
_ F(a’ + b) / 1 )\a—l—bxa—l—b—l e—>\l‘ dr = F(a’ + b)
NT(@) oo T(a+ ) NT(a)

ou l'on a utilisé pour la derniere égalité le fait que l'intégrale de la densité de
la loi I'(A,a + b) vaut 1.

n

1
On en déduit donc avec Z = — ZX?O, A=nf"% a=n,et b=1/ay que

n“
i=1
" pt/aop(n)"
. I'(n+ L)
Le biais est donc égal a E[3,]— (0 = UT]"?O) — 1| B. L’estimateur est sans
n n

biais si ap = 1. On peut obtenir a I'aide de la formule de Stirling a l'ordre 1,
soit ) )
1
N =e 7?22 202m2 1+ — 40 (=
() =" em)? 14— +0 (5 )|,

que le biais, quand n tend vers l'infini, est asymptotiquement équivalent a
11— (67}
z -
n 2o
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5. On déduit de la loi forte des grands nombres que <ﬁ°‘° n > 1) converge p.s.
vers E[X ] = 5. L’estimateur BSL‘O de 3% est donc convergent.
On a Var(X ) = 322, Le théoréme central limite assure que (\/E(BSO —[B%),n > 1)

converge en loi vers la loi gaussienne centrée de variance 3220, L’estimateur 320
de Y est donc asymptotiquement normal de variance asymptotique 32°.

6. La fonction g : 2 — 2'/20 est continue et de classe C Lsur )0, oo. On déduit de
la question précédente que lestimateur £, = g( o) de B = g(B*) est donc
convergent et qu’il est asymptotiquement normal de variance asymptotique

2
g = (2

@

IV Estimation du parameétre de forme

1. La vraisemblance est :

a™ _ oa— og(x;
Pl (o, B)) = We BT 20 28+ (a—1) 307 log(x; H1{$z>0}
=1

La log-vraisemblance est :
L, (z; (e, B)) = nlog(a)—nalog(p Zx +(a—1 Zlog xj +Z log(114,50})-

2. Le théoreme de factorisation ne permet pas de trouver d’autre statistique ex-
haustive que I’échantillon entier. Dans ce modele, on ne peut pas résumer les
données !

3. Pour tout extremum local, le gradient de la log-vraisemblance s’annule :

D) o197 3~ 3 lonta 43l
j=1 =1
et
aLn(xv (Oé,ﬁ)) o —a— - @
BT B R 129”

dax - o3 =0

On recherche (&, Bn) tel que
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4. On obtient que B, = uy(dy), avec u, définie par

n 1/a
up(a) = (% fo) .

D’apres la partie III, & « fixé, u,(«) maximise la log-vraisemblance. On en
déduit que 'estimation de 3 est calculée de maniere similaire que « soit connu
ou non : soit par u, () si « est connu égal & ag, soit, si a n’est pas connu,
par u(dy,), avec Gy, lestimateur du maximum de vraisemblance de o (quand il
existe).

Vérifions que la fonction h,, est strictement croissante. On a

n n n 2
hn(a) = m > ap ) aflog(a;)? - (lzl f 10g(l“l)>

k=1  j=1

2
n n n
En utilisant Cauchy-Schwarz, il vient Zx% Zx? log(z;)? > <Z xy log(ml)> .
k=1  j=1 1=1
En particulier h], est strictement positive pour a > 0 car n > 2 et il existe i, €
{1,...,n} tels que x; # x;. Comme h,(0) = 0, ceci assure que h,, est strictement
positive sur |0, +o0[.

5. Comme (3, = Un(G,), on obtient
OLn(x; (Gn, Pn)) _ 1

D0 =3 " nhp ().

8Ln(x; (dn, Bn))
da
1

La fonction a +— hy(a) — — est croissante et on a lim,_,o+ hy(a) — ; = —oo ainsi
a

= 0, on en déduit que &, est solution de hy(a) = 1/a.

Comme

que limg 00 hp(a) — % = lim,—,o0 hp(a) > 0, car hy, est strictement croissante et

1
hn(0) = 0. On en déduit qu’il existe une seule valeur @, solution de hy,(a) = —.
a
De plus on a &, > 0.
6. On a

0 = L Cota(e)) _ nl i), Ot

Par définition de u,(a), on a M
op
1

g (a) = n(=—hy,(a)), qui est une fonction strictement décroissante. La fonction
a

= 0. Par définition de h,,, il vient
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g est donc strictement concave. Elle est donc maximale en &, unique solution
de hy(a) = 1/a.
D’apres la question II1.3, on sait que la fonction 8 — Ly, (x; (a, 3)) est maximale
pour 3 = uy(a). Ce qui précede assure que la fonction o — Ly, (z; (o, upn(x)))
atteint son maximum en é&,,. On en déduit donc que la log-vraisemblance atteint
son unique maximum en (@, B, = tn(Gn)).

7. Les variables log(X1), X{log(X1) et X{ sont intégrables pour tout a > 0. On
déduit de la loi forte des grands nombres que hy(a) converge vers

Ellog(X,)X{]

h(a) = —Ellog(X1)] + E[X?]

Un intégration par partie assure que
oo

Bllog(X)X7] = | log(a)s fup(a)do
0

= [log(z)z*(Fu p(z) — 1)) — /000(1 + alog(x))z* Y (F,p(z) — 1) d

:/0 (1 + alog(z))z®? %faﬁ(x)dm

— (2 +Elog(x)] ).

Comme E[X{] = 5%, on en déduit que

Ellog(X1)X{] 1
h(a) = ——=——+—= — Ellog(X1)] = —.
(@)= =R~ Bllog(x)] = 3
Par convergence dominée, on obtient que h est continue et méme dérivable de
dérivée 1

h'(a) = E[X]2 (E[XTIE[X] log(X1)?] — E[X{ log(X1)]?) .
1

En utilisant Cauchy-Schwarz, il vient E[X¢]E[X¢ log(X1)?] > E[X{ log(X1)]? (avec
inégalité stricte car pour tout A € R, ]P’(log(Xl)Xf/2 = )\Xf/Q) < 1). En particulier
h' est strictement positive pour a > 0. Comme h(0) = 0, ceci assure que h est
strictement positive sur ]0,4+o0o[. Donc « est I'unique racine de h(a) = 1/a. Le
théoreme de Dini assure que p.s. h,, converge uniformément vers h sur tout compact
de [0, 0[. Ceci implique que p.s. &,, unique racine de h,(a) = 1/a converge vers
a.
A

FEzxercice XII1.10.
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Sous I’hypothese que les variables (wg,1 < k < 2K + 1) sont indépendantes,
on obtient que les variables ((wor—_1,war),1 < k < K) sont indépendantes. En
revanche, les variables ((wg, wi11),1 < k < 2K) ne sont pas indépendantes, et
on ne peut pas appliquer le test d’adéquation de loi du x?2.

Il s’agit d’effectuer un test d’indépendance du x? & (2 —1)(2—1) = 1 degré de
liberté. La statistique du y? est

(Pe,r — Pe,p.1)? (pr.L — Pr,P.1)°

7(11) =n ~ +n =
pbc,L PL.L
A A a9 A s a2
+n(z?c,c Apc,-p,c) +n(pL,C APL,-p,C)
pc,c pL.c
Nij . _ Nic+Nir _ Ncj+ N

ol les fréquences empiriques p; ; = 0 Di,. = — et p. j -
sont les estimateurs du maximum de vraisemblance des fréquences P(X; =
i, Yy = j), P(X) = i) et P(Yy = 7). On obtient C,(Ll) ~ 130. On lit dans les
tables que P(Z > 11) < 0,1%, ot Z suit la loi x?(1). On rejette donc I'hypo-
these d’indépendance au niveau de 99,9%. (On aurait également pu utiliser la
statistique CT(LQ) définie par

(Pe,r — po,p.1)? (Pr.L — Pr.D-L)?

,(12)271 — +n —
pbc,.p.L pbL,P-.L
A a4 N9 A A s N9
Jrn(Pc,cA pAc,-p-,c) Jrn(pL,cA pAL,-p-,c) .
bc,p..c pL,pP-.C

Dans notre cas particulier Q(LQ) ~ 68.)

. Sous I'hypothese nulle (X, Yy) indépendant de méme loi, la loi de (X, Y%x)

ne dépend que du parametre p = P(X; = C). La vraisemblance du modele
sous 'hypothese nulle s’écrit pN(l — p)QKfN avec N = 2Ncc + No, + Npc.
L’estimateur du maximum de vraisemblance de p est p = N/2K.

Le nombre de valeurs possible pour la variable (X, Yx) est m = 4, on estime
un seul parametre. On effectuer un test d’adéquation de loi a une famille a
un parametre. 11 s’agit d’un test du x?> a m — 1 — 1 = 2 degrés de liberté. La
statistique du x? est

w _(per—pA=p)*  (rr—(1-p?*)>
N =1 — +n =
pbc,L PL,L
~ A9\ 2 ~ ~ AN\ 2
_ —5(1 —
N n(pc,g p°) N n(pL,c Ap( )
pc,c PrL,c
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On obtient C,(f) ~ 135. On lit dans les tables que P(Z > 14) < 0,1%, ou Z suit
la loi x?(2). On rejette donc I’hypothese nulle au niveau de 99,9%.

L’hypothese nulle est plus contrainte que dans la question précédente. Il n’est
pas étonnant que la statistique prenne une valeur plus élevée. (On aurait éga-

lement pu utiliser la statistique Q(L2), avec dans notre cas particulier C,(LQ) ~ 72.)

A

FEzxercice XI1.11.

I Modéle de référence

1. Comme E,[Z,] = p, on a en utilisant 'indépendance des variables aléatoires

_ _ _ 1 1-—
mem:@ﬂ%—mﬂ:w%wmzﬁw%@g:ﬁzll
2. En utilisant l'indépendance des variables aléatoires (Z1,...,Z,), il vient

n

pn(2ip0) =Pp(Z1 = 21,.. ., Zn = 2p) = HIP’p(Zi =z) = p"zn(l — p)"_"g".

i=1
La dérivée de la log-vraisemblance est
dlogpn(z;p) nz, n-—nz, Zn— D
_— Y — — =N .
dp p 1—p p(1 —p)

Elle s’annule en p = z,, est strictement positive (resp. négative) pour p < z,
(resp. p > Z,). On en déduit donc que la log-vraisemblance atteint son unique
maximum pour p = Z,. L’estimateur du maximum de vraisemblance est donc
Zy.

3. L’information de Fisher du modele est

0log py(z; 2 n2 _ n
) =y | (M) | vt =

Comme Z,, est un estimateur sans biais de p et que R(Z,,p) = on en

1
_ I(p)’
déduit que Z,, est un estimateur de p efficace (dans la classe des estimateurs
sans biais).

359



XIIT Corrections

IT Méthode de stratification

I1.1 Etude A horizon fini

1.

360

Soit X; la réponse d’une personne interrogée au hasard. On a E,[X;] = p.
Cette personne appartient a la strate h avec probabilité Ny, /N. En décomposant
suivant la strate, S, a la quelle elle appartient, on a

"
Ep[X1] =Pp(X1 =1) = > Py(X1 =1[S1 = W)Pp(S1 =h) = > _pr—.
h=1 h=1

On en déduit que p = Zthl %ph'

H
Ny,
. On a E,[Y}] = pp, et par linéarité, on a E,] Z NP =

Comme les variables aléatoires (Y, 1 < h < H) sont indépendantes de variance
o2 /np, on a

N, TON2
R(Y,p) = Var,(Y) = ZVar(Wth) =S Ch g2

La méthode de stratification est bonne si son risque quadratique, Var,(Y'), est
inférieur au risque quadratique de Z,,, & savoir p(1 — p)/n. Cela revient a dire
que Y est préférable & Z,,. (Remarquer que le nombre de personnes interrogées
est le méme.)

. On choisit p = 1/2, H = 2, p; = 1/4, py = 3/4, N = Ny = N/2, ny = n?,

3.1 1 S 1 1 B
4 16(n1 +n%) 4 nl—l—n% N
Var,(Z,). L’estimateur Z,, est donc strictement préférable a4 Y (dans la mé-
thode de stratification, l'estimation de p; n’est pas assez précise).

H
_ N 2 Ni NSy
On a nVary,(Y) = n E < ) N, hgl Nph(l — pp). L'inégalité de

Cauchy-Schwarz avec ap, = \/Np /N et by, = pp\/Np/N assure que

H H H 2/ H 2
Z% n(l—pn) =p— Z%iﬁ (Z%) <Z%ph> =p(1=p).

h=1 h=1

n = n1 + ng. Pour ny > 5, on a Var,(Y) =

L’égalité a lieu si et seulement si p;, = p pour tout 1 < h < H.
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H 2 9
Nh g
s . e h . H
7. On désire minimiser E <W - en (ny,...,ny), sous la contrainte 5, ny,

h=1
n. Cela revient & minimiser

H-1 2 92 2 2
Nh> Op (NH> O
Ni,...,Ng_1) = g ) Zhiy (22
# ) th(N w AN ) T,

sur le compact A = {(n1,...,ng_1) € R ny >0 pour tout 1 <h < H -1
et ZhH;f nn, < n}. Comme 0,21 > 0, on en déduit que ¢ prend la valeur 4+oco sur
la frontiere de A. La fonction ¢ atteint donc son minimum dans l'intérieur de
A. Comme la fonction ¢ est de classe C' dans l'intérieur de A, on recherche
les zéros de son gradient. Comme U,QL > 0 pour tout 1 < h < H, on vérifie

Np\ 2 o2
que la nullité du gradient de ¢ implique que les termes (Wh> —g pour 1 <
n
h

h < H sont tous égaux, c’est-a-dire pour ny proportionnel a Npop. Comme
Zthl np = n, on en déduit qu’il existe un seul zéro du gradient de ¢ et que
 atteint son unique minimum en ce point. On obtient donc que Vary,(Y') est
minimal pour n, = Nhah/(Zle Njo;) pour tout 1 < h < H. Ce minimum

vaut )
H 2 2 H
Nh g Nh
hZ:l N J Npow/(XjL, Njoy) (Z N

h=1

Par ailleurs pour l'allocation proportionnelle Var,(Y) est donné par B =

H

N
Z Wha,%. L’inégalité de Cauchy-Schwarz avec ap, = \/ Ny /N et by, = op/Nip/N
h=1
assure que A < B avec égalité si et seulement si o}, est constant ¢’est-a-dire si
et seulement si py, est égal & p ou 1 — p pour tout 1 < h < H.

8. Le modele utilisé pour construire 'estimateur Y est plus riche que celui utilisé
pour construire Z,,. Il n’est donc pas contradictoire de trouver dans ce modele
plus riche des estimateurs sans biais strictement préférables a Z,,.

I1.2 Etude asymptotique

1. 11 découle de la loi forte des grands nombres que (Y, np > 1) converge p.s.
vers pp, et du TCL que (/ny(Yn — pn),np > 1) converge en loi vers une loi
gaussienne N'(0,0%).

2. Comme il y a un nombre fini (fixe) de strates, le résultat découle de la question
précédente.
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3. En utilisant 'indépendance des variables Y}, il vient

H
= _ ChrU),
¢«/Varp(y H TIZ)Nh ‘/};};r:{;} ) hl—[lw\/ﬁ(Yh ph)( g )
H a2 —1/2
. Ny, 1 np NS,
oucy, = ————— = —0; . Remarquons que 0 < ¢, <
h N " Varp(Y) N}% ; nj 7 q q > Ch >

1/op,. En utilisant la convergence uniforme locale des fonctions caractéristiques,
il vient pour tout |u| < K min;<p<p oy,

H H
2.2,,2 2.2,2 2
Y_yp (u)= e hm 2 LRy (cpu) ) = [T e o2 /2 4+ R(u) = e /2 + R(u),
SN h|:|1< () 1] (u) (u)

ou la fonction R est définie par la deuxieéme égalité. On déduit de lim sup |Rp(u)| =
T ul<K

0, que lim sup |R(u)| = 0. Donc (Y —p)/+/Var,(Y') converge en loi

ming <p<H M09 |y| <K
vers une loi gaussienne centrée réduite N(0,1) quand miny<p<g ny, tend vers
I'infini.
Ny, 2 Np ? 2
4. Pourtout1l < h < H,onaquep.s. (W) Y5 (1 — Y3) converge vers <W> oh

quand minj<p<g np tend vers linfini. En particulier, pour ¢ > 0 et pour
minj<p< g np, suffisamment grand, on a ‘Yh(l -Y,) — J,ﬂ < 60’% et donc

(N, \? Ya(1-Y3) Ny \ 7 Ya(1=Y5)—0?|
2 h=1 <Wh) hnihh_l S he 1( h) —
Var,(Y) Var,(Y)

<e.

Ceci assure que ————

2 n(1—Y5)
Z ———= converge p.s. vers 1, quand

Varp Pt np,

min ny, tend vers 1’1nﬁn1
1<h<H
2 _ N (V) Ya(l - Yh)
5. On pose S* = Z <—> ——— . On déduit du théoreme de Slutsky et
Pt N np
Y—p

de la question précédente que quand niin ny, tend vers I'infini, alors
1<h<H

converge en loi vers une loi gaussienne centrée réduite A(0,1). Comme la loi
gaussienne est continue, on en déduit que

Y—p

P,(pe[Y £anS5]) =P, < € [:I:aa]> T P(G € [f£an]) = 1—a,

1<h<H
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ou G est de loi N(0,1).

Exercice XII.12.
1. On a Py(Y = k) = ==~ pour k € N*. Le nombre théorique attendu d’artiste

1
k(k+1)

ayant eu k disques d’or est n/k(k + 1). Les données théoriques sont reportées
dans le tableau XIII.4 .

Nombre de Nombre|[Nombre de | Nombre
disques d’or| d’artistes||disques d’or|d’artistes
1 668 (688.5)|(10 14 (12.5)
2 244 (229.5)|11 16 (10.4)
3 119 (114.7) |12 13 (8.8)
4 78 (68.8)][13 11 (7.6)
5 55 (45.9)||14 5 (6.6)
6 40 (32.8)||15 4 (5.7)
7 24 (24.6)||16 4 (5.1)
8 32 (19.1)||17 et + 26 (81.0)
9 24 (15.3)

Tab. XIII.4. Nombres d’artistes observés (et théoriques entre parenthéses, si le nombre de disque
d’or suit une loi de Yule de parametre 1) par nombre de disques d’or.

2. On utilise le test du x? d’adéquation & une loi. Soit Y de loi de Yule de para-
metre p = 1.

a)

b)
)

Modele : (X;,i € N*) variables aléatoires indépendantes de méme loi &
valeurs dans {1,...,m}.
en loi

Hypotheses : Hy = {X; enloi min(Y,m)}. et Hy = {X; # min(Y,m)}
Statistique de test :

C(l) _ ni (pobs(k) _pthéo(k))2 ou C(Q) _ ni (pobs(k:) — pthéo(k))2

Pthéo (k) Pobs (k) ’

k=1 k=1

avec Pobs(k) = ng/n ou ny est le nombre d’artistes ayant eu k disques d’or
sil <k <m-—1etn,, est le nombre d’artistes ayant eu au moins m disques
d’or, et pineo(k) = P1(min(Y,m) = k).

La région critique au niveau asymptotique « est [a, +oo[ ol a est le quantile
d’ordre 1 — o de la loi du x? & m — 1 degrés de liberté.

La p-valeur du test est P(Z > ¢(D°P%) ot Z suit la loi du x? & m — 1 degrés
de liberté et ((D:°s gt la valeur de la statistique de test évaluée sur les
données.
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On regroupe les cases k pour lesquelles on npy(1 — pg) < 5. Comme py, ~ k2
pour k grand, on regroupe les cases telles que k > \/n/5 soit k > 17 environ.

et donc

l
1
On remarque que P(Y =4) =T'(¢)p H Y

log(P(Y = ¢)) = log(I'(¢)) + log(p Z log(p + k).

Soit y = (y1,..-,yn) € (N*)™. On en déduit que la log-vraisemblance est

n

Zlog )) + log(p Zlog p+k)

= Ny log(p ZNklogp%—k: +Zlog

. La condition 22 > (z + ¢)(x + ¢ — 1) est équivalente & ¢ — c? > (2¢ — 1)x. Cette

condition a lieu pour tout = > 1 si et seulement si 2c—1 <0 et c— c2 > 0 soit
c< 1/2. On a

o o o
> TSy D
p+k —~(p+k+3) (p+k—§) “p+k—35 ptk+i p+
Ona
0°Ln(yip) _ =M +§: Ni
d%p p* = (p+k)?
11
p p+§
Ny .
207 —2p—1).
Ao 2 )

La quantité 2p> — 2p — 1 est négative sur ]0, (1 + v/3)/2], on en déduit que
la fonction Ly, (y;-) est convexe sur cette ensemble. Comme lim, o Ly (y; p) =
—o00, on obtient que la log-vraisemblance possede un seul maximum local sur
0,(1+v3)/2].

Remarquons que

n
Ln(y; p) < Nilog(1+1/p) — Nalog(p +2) + > log(I'(s))-
i=1
En particulier, si N2 > 1, on en déduit que lim, . Ly, (y; p) = —oc. Donc la
log-vraisemblance possede au moins un maximum sur |0, oo|.
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6. On utilise le test du x? d’adéquation & une famille de loi.

a) Modele : (X;,7 € N*) variables aléatoires indépendantes de méme loi a
valeurs dans {1,...,m}.

en loi

b) Hypotheses: Hy = {X; = min(Y,m) ou Y est de loi de Yule de parametre

en loi
p>0}et HH ={X; # min(Y, m) pour tout Y de loi de Yule de parametre
p > 0}.
c) Statistique de test :

C(l) _ ni (pobs(k) _ﬁthéo(k))2 ou C(Q) _ Tli (pobs(k:) — ﬁthéo(k))2

Dthéo (k) Pobs (k) ’

k=1 k=1

avec Pobs(k) = ng/n ol ny est le nombre d’artistes ayant eu k disques d’or
sil < k< m-—1cetn, et le nombre d’artistes ayant eu au moins m
disques d’or, et pineo(k) = P1(min(Y,m) = k), ou Y est de loi de Yule de
parametre p, 'estimateur du maximum de vraisemblance de p.

d) Larégion critique au niveau asymptotique « est [a, +0o[ oll a est le quantile
d’ordre 1 — o de la loi du x? & m — 2 degrés de liberté.

e) La p-valeur du test est P(Z > ¢():°P%) ol Z suit la loi du x? & m — 2 degrés
de liberté et ((D:°s gt la valeur de la statistique de test évaluée sur les
données.

7. On réfute Hy (au niveau 10~°). La notoriété (que 'on a modélisé par la loi de
Yule) ne suffit pas a expliquer le nombre d’or. Autrement dit, le talent existe.

8. La distribution du nombre d’artistes ayant moins de 18 disques d’or peut étre
modélisée par la loi de Yule (conditionnée a prendre des valeurs inférieure a
18), car la p-valeur est élevée. Une conclusion est que le talent existe pour les
artistes ayant au moins 18 disques d’or.

A
FEzxercice XI1.15.
I Préliminaires
1 _ _ B(a+v,b+ w)
1. On a E@[Pv(l —P)w] _ / patv 1(1 _x)b+w 1 _ ) ot
B(a’a b) 10,1] B(a’v)

en particulier Eg[P] = a/(a + b).

2. Un enfant pris au hasard dans une famille donnée & une probabilité P d’étre
un gargon, la famille étant choisie au hasard, 'enfant a une probabilité Ey[P)]
d’étre un garcon.
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La loi conditionnelle de X,, sachant P est la loi binomiale de parametre (n, P).
Autrement dit E[g(X,,)|P] = ¢(P) ou ¢(p) = E[g(Z,)] ou Z, est une variable
aléatoire de loi binomiale de parametre (n,p).

On a
Eg[ X, = Eg[E[X,,|P]] = Eg[nP] = nEy[P].
ainsi que
Varg(X,) = Eg[X7] — Eg[Xn]? = By [E[X7|P] — E[X,|P)’] + Eg[nP?] — Eg[nP)?
= Eg [nP(1 — P)] + n* Varg(P),
ou l'on a utilisé pour la derniere égalité que la variance d’une loi binomiale de
parametre (n,p) est np(1 — p).
Il suffit d’utiliser les résultats suivants qui se déduisent de la question I.1 :
ala+1) ab

et Ey|P(1—P)| = .

(a+b)(a+b+1) L2 ) (a+b)(a+b+1)

a
BolP) =~ Eo[P?) =

IT Estimation des parametres

1.

366

Sin =1, laloi de X,, est la loi de Bernoulli de parametre pg = a/(a + b). Le
parametre pg est identifiable, mais pas 6 (il existe plusieurs valeurs possible de
6 pour une méme valeur de py).

On utilise la méthode des moments : on résout les équations

et = Varg(P) = "= <1+ n-l >

— E,lP] =
m olP] na—|—b n a+b+1

pour obtenir
a:mm(n—m)—v et b= (n—m) m(n—m) —wv
nv —m(n —m)

nv—m(n—m)’
L’estimateur des moments de 0 = (a,b) est donc Ox = (ax,bx) avec

Mg (n — My) — Vi, My (n — M) — Vi,
K0V, — My(n — Mg) nVi, — My(n — Mg)’

~

aK =

et bx = (n— Mg)

La convergence p.s. de 'estimateur des moments, éK, vers 0 se déduit de la
convergence p.s. de la moyenne empirique et de la variance empirique et de la
continuité de la fonction (m,v) — (a,b) en (Eg[P], Varg(P)).

. La normalité asymptotique de I’estimateur des moments, éK, de 6 se déduit de

la normalité asymptotique du couple formé de la moyenne empirique et de la
variance empirique ainsi que de la propriété C! de la fonction (m,v) — (a,b)

en (Ey[P], Varyg(P)).

. Les vérifications sont évidentes. On trouve K My = 839 et K2V = 146959,

soit a ~ 13.4, b~ 12.1 et py ~ 0.524.
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ITII Estimation de la probabilité d’avoir un gargon

1. On a

Joap h(p)p™+=1(1 — p)btn—k=1 gp

Eo[h(P)| Xy, = k] = f]() 1[pa+k_1(1 — p)b-i—n—k—l dp = IE(a-i—k,b-i—n—k) [h(P)].

2. On déduit de la question précédente que la loi conditionnelle de P sachant
X, est la loi § de parametre (a + X,,b+ n — X,;). Comme l'espérance d’une
variable aléatoire de loi 3 de parametre (a’,b') est a’/(a’ +b'), on en déduit que
P, =E[P|X,)=(a+ X,)/(a+b+n).

3. On note Z; = 1 si le i-eme enfant de la famille est un garcon et Z; = 0 sinon. On

_ _ 1 &
a—=2,0uZ,=— Z Z;. Conditionnellement & P, les variables aléatoires
n

n
i=1
(Z;,i € N*) sont indépendantes et de méme loi de Bernoulli de parametre P.
La loi forte des grands nombres assure alors que, conditionnellement a P, la

suite (Z,,n € N*) converge p.s. vers P : E[1pim, . z,—py|P] = 1. En prenant

Pespérance dans cette derniere égalité, on obtient Py(lim,, oo Z, = P) = 1.
Ceci assure que la suite (X,,/n,n € N) converge p.s. vers P.

4. Comme P, = 1XT:_ a_ﬁb, on en déduit que p.s. lim,,_ .o, P, = P.
5. On a !
E@[(P - h(Xn))z] = EG[((P - Pn) + (Pn - h(Xn)))Q]
= EG[(P - Pn)Q] + EG[(Pn - h(Xn))Q] + 2E€[(P - Pn)(Pn - h(Xn))]
= EG[(P - Pn)Z] + EG[(Pn - h(Xn))Q]
> Eg[(P — Pn)?),

ou 'on a utilisé pour la troisieme égalité, grace aux propriétés de l'espérance
conditionnelle, que
Eo[(P — Pa)(Pa — h(X0))) = By [Eg[(P = Po)(Po — h(X))| X, ]
= By [Bo[(P = P Xa)(P — h(X,))] = 0.
6. Comme la loi conditionnelle de P sachant X, est la loi # de parametre (a +

Xn,b+n—X,), il faut choisir pour ¢ le quantile d’ordre 10% de la loi 5 de
parametre (a + X,,b+n — X,).

A

Ezxercice XII.14. On note F' la fonction de répartition de X. On note
la +d[=]a —d,a + dl.
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I Préliminaires

1.
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Comme (X, X’) a méme loi que (X', X), il vient :
P(-V<z)=PX' - X<z)=PX - X' <z2)=PV < x).

Les fonctions de répartition de V et —V sont identiques, donc V et —V ont
meéme loi. On a

1-PV<—2)=PV >—2)=P(-V < —2) =PV <z).

.Ona
SP(V <0)=1+P(V <0)—B(V <0)=1+PB(V =0)
et
PV <—)=14PV <—)—P(V<e)=1-P(V €] —¢,¢]).
La premiére inégalité découle de {X €late/2[} ({X' €late/2[} C{X-X'€

| —¢,¢[}. Comme X et X’ sont indépendants et de méme loi, on en déduit que
pour tout a € R, £ > 0,

P(V €] —e,e]) > P(X €la+¢/2))* > (F(a+¢e/4) — F(a —¢/2))>.

Comme lim,_, o F(x) = 0et lim,_,o F(z) = 1, on en déduit qu'il existe a € R
tel que F(a +¢/4) > F(a —¢/2). Ceci assure la seconde inégalité.

. On déduit de la question 1.2 que P(V < 0) > 1/2, ce qui assure que la médiane

est inférieure ou égale a 0. On déduit des questions 1.2 et 1.3 que pour tout
e>0,P(V < —¢) < 1/2, ce qui assure que la médiane est supérieure & —e. En
conclusion, la médiane est nulle.

. Soit veR. On a

P(V =v) = E[l{x_x—] = E[p(X)],
ot p(z) = E[1(z_x/—p] = P(X' = 2 —v) = 0. On en déduit que P(V = v) = 0.
Comme P(V = 0), il vient
PV>0)=P-V<0)=PV<<0)=PV<0)=PV<0)=1/2,

ou l'on a utilisé que V' et —V ont méme loi pour la deuxieme égalité et (XII.9)
pour la derniere. Comme {sgn(V) =1} ={V > 0} et {sgn(V) = -1} ={V <
0}, on en déduit que sgn(V') est uniforme sur {—1,1}.
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7. On a, en utilisant que V et —V ont méme loi,

Elg(sen(V) f(IV] = g(DE[f(V)1vsoy] + 9(=DE[f(=V)1{v<oy]
= (9(1) + g(=1)E[f(V)1{voy]
= Elg(sgn(V)12E[f (V) 1y soy)-

En prenant g = 1 dans I'égalité précédente, on obtient E[f(|V])] = 2E[f(V)1{y 0}
et donc

Elg(sgn(V) F(IV])] = Elg(sgn(V)IE[f([V])]-

Ceci assure que sgn(V') et |V| sont indépendants.

IT Test des signes

1. Sous Hy, les variables aléatoires (S,,n € N*) sont indépendantes de loi uni-
forme sur {—1, 1}. En particulier, elles sont de carré intégrable et on a E[Sg] = 0
et Var(Sx) = 1. On déduit du théoréme central limite que sous Hy, la suite
(Cn,n € N*) converge en loi vers une variable aléatoire gaussienne de loi N'(0, 1).

2. Avec les notations de la partie I, il vient

E[Si] =P(X), > V;) —P(Xp < Yi) =P(X > X' — p) —P(X < X' — p)
(=V>-p) =PV <—p)

(V<p) =PV =-pn)

=PV €] — p, ul).

L’inégalité (XII.10) assure alors que, sous Hy, E[Sk] > 0. La loi forte des grands
nombres assure que p.s. lim, .o ﬁ ¢n = E[S1] > 0. On en déduit donc que la

suite ((p,n € N*) converge p.s. vers 400.
3. La région critique est W,, = {(,, > a}. Pour a le quantile d’ordre 1 — « de la

loi gaussienne N (0, 1), la question I1.1 assure que le test de région critique W,
est de niveau asymptotique .

4. La question I1.2 assure que sous Hi, p.s. limp o0 14¢,>q) = 1. On déduit du
théoreme de convergence dominée assure que, sous H1,

lim P((, > a) = 1.
n—~0o0

Le test est donc convergent.

5. La p-valeur asymptotique est donnée par P(G > Cgbs) ou G est de loi gaus-
sienne NV(0,1) et (2P est la statistique de test évaluée sur les données. On a
Cﬁbs ~ 2.53, la p-valeur asymptotique correspondante est environ 5.7%. Il est

raisonnable d’accepter Hy car la p-valeur est petite.
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Sous Ho, > p_; Sk est de loi binomiale de parametre (n,1/2). On en déduit
que n—y 1 Sk = p_1(1—5Sk) est également de loi binomiale de parameétre
(n,1/2). On a (avec n = 10)

PG> ) = P(3 S > 9) = P> (1-5) < 1) = 27104 <110>2—10 ~ 0.1%
k=1 k=1

On accepte donc Hy. On voit que I'approche asymptotique est de mauvaise
qualité pour des petits échantillons.

III Test de Wilcoxon

1.
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On déduit de la question 1.5 avec X = |Vi| et X' = |V| et v =0 que P(|Vi| =
[Ve]) = 0. 11 vient

Pk # AVil = Vi) < 3" P(W| = [Vil) = 0.
kAl

Ceci assure 'unicité de la permutation 7,.

. Les variables aléatoires (|Vil,...,|V,|) et (Si,...,S,) sont indépendantes.

Comme 7, est une fonction de (|Vi],...,|Va|), on en déduit que 7, est in-

dépendant de (S1,...,Sy).
Soit $1,...,8, € {—1,1}. On a, en utilisant I'indépendance de 7, et (S1,...,Sy) :

P(STn(l) = S1y... 7STn(n) = Sn) = Z ]P’(Tn = 0, So(l) = S1y... ,So(n) = Sn)

€S

— Z ]P(Tn = O-)]P)(SO'(I) = S81,... ’SO'(n) — Sn)
€S

= Z P(r, =0)27"
c€SH

:2_n:]P’(Sl :Sl,...,SnZSn).

On en déduit que (S5, (1), - -, 57, (n)) @ méme loi que (S1,...,Sy).

. Ona

Tn - Z Rn(k)1{5k>0} = Zkl{STn(k)>0}'
k=1 k=1

On remarque que si U est uniforme sur {—1,1}, alors 1.y est de loi
de Bernoulli de parametre 1/2. On déduit des questions II1.3 puis 1.6 que
(s, 1y>03:-- -+ 148, ,y>03) @ méme loi que (1(s,50}, -, 1(s,>0}) et donc que
(Z1,...y Zy).
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5. Par linéarité, il vient E[T))] = ), k/2 = n(n + 1)/4. En utilisant 'indépen-
dance, il vient

Var (7)) ZVar kZy) = Zk2/4:n(n+1)(2n+1)/24:ai.
k=1

6. On a
Yn(u) = e8] = B [eintTa2520/on]

n

H emk(zk;)/on]

k=1

E {ez‘umzk—é)/an}

I
=

I
=

B
Il

1

Il
—=
DO =

(efiuk/(Qon) +efiuk/(20n))

T

1
exp <Z log(cos(%))) ,
k=1 "

ou l'on a utilisé que T;, a méme loi que T}, pour la deuxieme égalité, et 1'indé-
pendance pour la quatrieme égalité.

7. Pour n suffisamment grand, on a |u|k/20,, < 1/2 pour tout k € {1,...,n}. En
utilisant un développement limité des fonctions cosinus (au voisinage de 0) et
logarithme (au voisinage de 1), on obtient

k:2 1
Zlog cos( Zlog - g(n,k))

"L k2 1

=2 "3, + —5 h(n, k)
k=1 "
2
= _% + O(n_l)a

ou les fonctions g et h sont bornées sur {1 < k < n}. On en déduit que
lim ¢, (u) = e~%*/2, Ceci assure la convergence en loi de (&,,n € N*) vers une
n—od

variable aléatoire gaussienne N (0, 1).

8. La région critique est W, = {&, > a}. Pour a le quantile d’ordre 1 — « de la loi
gaussienne N (0, 1), la question précédente assure que le test de région critique
W/ est de niveau asymptotique a. Le test est convergent car sous Hi,
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lim P(§, > a) = 1.

n—oo

9. La p-valeur asymptotique est donnée par P(G > £°P%) ot G est de loi gaus-
sienne N(0,1) et €7 est la statistique de test évaluée sur les données. On a
€98 ~ 2,40, la p-valeur asymptotique correspondante est environ 7.2%. I est
raisonnable de rejeter Hy car la p-valeur est relativement faible. (La p-valeur
exacte, utilisant la loi de &, et non son approximation asymptotique, est de
0.7%.) L’opération est donc efficace, mais la p-valeur est plus élevée. Si on re-
jette Hy, c’est avec un risque plus élevé que celui donné par le test de la partie
II.

FEzercice XI11.15.

I Préliminaires

1. Il vient avec le changement de variable y = /1 —v z :

v 1 2 dx 1
E exp (=G?)| = / e 2wt 22— [ ¢ = ,
[ p(2 )} R V2r V1—-vJr V2r/(1—v) V1-w
ou 'on a reconnu que e~ 3(1-v)y” /27 /(1 — v) est la densité de (1 —v)G.

2. On remarque que les variables aléatoires (eox_2c9k—1,k > 2) sont indépen-
dantes, de méme loi intégrables et d’espérance nulle. On déduit de la loi forte

_ %(171})?;2 dy 1

des grands nombres que p.s. lim,, | ﬁ Z,an/lﬂ €9k—2€2k—1 = 0. De maniere
similaire, on obtient que p.s. limy 400 ﬁ Z,EZ/IZJ €op—189k = 0. On en déduit
donc que la suite (7,,/n,n € N*) converge p.s. vers 0.

3. Il découle de la question 1 est de 'indépendance des variables aléatoires (i, k €
N*) que :

—n/2
u202> n/

n

E[N,(u)] = (1 -

En remarquant que N,(u)? = N, (v/2u), on en déduit que

2 2\ —n/2 2 _2\ —"n
Var(Ny (u)) = (1 _ 2o > _ (1 _ulo ) _ utoto(l) _ qua*to(l)

n n

On a donc lim,,_, 4 o Var(N,(u)) = 0.
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4. Comme N, (u) est une fonction de €1,...,e,_1, il vient :
. Tp—1 .
EMu@ler, - en1] = Na(w) €™ Vo E [eer1enVife, ]
Tp—1

i 2_2 2
_ Nn(u) ew Vi o W e 10 /2n

u?o? Vi . Th
=oxp | 5= | exp zuﬁ )

E[M,(u)] = E[E[M,(u)le1, ..., en1]] = E [exp ( 22 i %) exp Gf%)} .

En itérant n — 1 fois, on obtient E[M, (u)] = 1.

6. En utiliant I'inégalité de Jensen deux fois, il vient :

U (W)E[Nn (u)] = E[Mn(u)]( <E [

¢ Tn/M (B[N, (u)] — Nn(“))H

—E HE[Nn(u)] - Nn(U)H

< \/E UE[Nn(u)] - Nn(u)ﬂ — /Var (N, (u)).

On déduit des questions 5 et 3 que

lim [t (W) E[Ny (w)] 1‘ = 0.
n—-+oo
Comme lim,_ 400 E[N,(u)] = €¥°7'/2, on en déduit que limy, o P (u) =

e~u'o"/2 Cette limite est valide pour tout u € R. Comme e u'o"/2 ogt 1a
fonction caractéristique de o?G, on en déduit que la suite (7},//n,n € N¥)

converge en loi vers o2G.
IT Estimation des parametres

1. 11 suffit de remarquer que, grace a (XII.13), la densité de e est donnée par

1 efz2/2<72 _ 1 e*(rk*a$k71*5)2/202
V2mo? V2no?
2. La log-vraisemblace est donnée par :

n

n 1
Lp(e1,....en;0,8,0) = —3 log(2mo?) — 257 (z1, — azp_1 — B)*.
k=1
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Il s’agit, a la constante 4 log(2mo?) d'une forme quadratique négative en « et 3.
Pour trouver les valeurs de («, 3) en lequelle la log-vraisemblance est maximale,
il suffit d’annuler ses dérivées en « et en 3. On obtient alors le résultat.

3. La formule se démontre trivialement en sommant (XII.13) sur n de 1 a n — 1.

4. La loi forte des grands nombres assure que p.s. lim,, 1+ &, = 0. On en déduit
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que p.s. lim, o0 Xp(1 — ) = 5.

. On déduit de (XII.13) que

Xi =B+ XE + iy + 280Xy + 2Bepi1 + 20X kEk 11

En sommant cette relation pour k € {0,...,n — 1}, on obtient le résultat.
La loi forte des grands nombres assure que p.s. lim,, .o Vi /n = E[e?] = o2

On déduit de la question 4 que : p.s.

lim X2,(1-a?) =62+ 0%+ 28a b

n—-+o0o 1—«

- 62 0.2
7 2 _
et doan_nEIJ?ooX n = 1—a) + [ — a2

On déduit de (XII.13) que :
Xp1 Xy = aX? 4 BXy, + Xperir-
En sommant cette relation pour k € {0,...,n — 1}, on obtient :
A, =aX2, 1+ BXp_1+ I,.
On déduit de ce qui précede que : p.s.

lim A, = ab+ (a.

n—-+o00
On déduit de ce qui précede que (&;,,n € N*) converge p.s. vers :

ab+ Ba —a®>  ab— ad®
pr =
b—a? b—a? ’

car Ba — a® = aa’.

On vérifie facilement que I'estimateur du maximum de vraisemblance de o2 est

1 & .
~2 2 s oA .
0, = - g €, ou Eép =Xk — nXp—1— Bn.
k=1
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. 1 ) A . P N
U?L - 2n—1+5(XYQL_Xg)'i‘aiXQn—l+ﬁ%_2anAn_2ﬁn(Xn—1+5n)+2anﬁan—1
On en déduit que : p.s.

lim [7 =b+a b+62—2a(ab+ﬂa)—26a+2aﬁa—a

n—-400

L’estimateur du maximum de vraisemblance de 2 est donc convergent.

III Test d’utilité du coefficient d’auto-régression

1.

Un calcul élémentaire donne pour @ =0 :

_ _ Bz, n—1_ _ Xo _
\/E<An - (anl + 611)an1> \/— + Tn - \/ﬁTenenfl + %(51 - 5n)-
Comme /ng, converge en loi vers oG et que &,_1 converge p.s. vers 0, on
déduit du théoreme de Slutsky que \/ﬁénén 1 converge en loi vers 0. On en

déduit que \/E<An — (X1 +60) X0 > f + R}, ou R], converge en loi vers
0.
Par ailleurs, on a :

— 1 n—1
X2 n— 1_Xn 1= - 2 En—1T n B [(XO_B)(l__

En—1
n n

On en déduit que X2,_; — X2 | = V" L + R, ou R, converge en loi vers 0.

n

. La loi forte des grands nombres assure que la suite (V,—1/n,n € N*) converge

p.s. vers o2. On déduit de la question 1.8 et du théoreme de Slutsky que sous
Hy la suite ((,,n € N*) converge en loi vers 02G/0? = G.

. Sous H;, &, converge p.s. vers a # 0. On en déduit que p.s. lim, .1 (, €

{—00,+00}. La région critique du test est donc de la forme W,, = {|(,| > a}.
Ce test est de niveau asymptotique n pour a le quantile d’ordre 1 — /2 de la
loi gaussienne N(0,1). Le test est convergent.

4. La p-valeur asymptotique de ce test est p-val = P(|G| > (o).

.Ona:

G ~ 09317722, B, ~ 0.7845925, &2 ~ 3.7443066, (°P° ~ 17.801483.

La p-valeur est trés faible (inférieure & 1072%). On rejette donc trés clairement
H.

A
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