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Chapitre 1

Introduction

After years, I have deeply regretted that I did not proceed far enough at least to understand
something of the great leading principles of mathematics : for men thus endowed seem to
have an extra-sense. (Darwin, Autobiography).
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1.1 Introduction du cours

People who have mathematical computation and statistical skills, and establish a colla-
boration and work on real biological problems, have the chance of doing some very, very
significant things for human welfare. (Jaroslav Stark, Imperial College -Science, 2004)

La biologie va d’études trés microscopiques, comme la recherche de séquences sur un brin
d’ADN, I'étude des échanges moléculaires dans une cellule, I’évolution de tumeurs cancé-
reuses, 'invasion de parasites dans une cellule, & des problémes beaucoup plus macrosco-
piques concernant des comportements de grands groupes d’individus et leurs interactions
(extinction de populations, équilibre des éco-systémes, invasion d’une population par une
autre, équilibre proies-prédateurs, meta-populations), ou des problémes de génétique de
populations (recherche d’ancétres communs & plusieurs individus dans une espéce, phy-
logénie). A tous les niveaux, l’aléatoire intervient, et certains modeéles peuvent aussi bien
servir & décrire des problémes de biologie posés au niveau d’individus microscopiques que
de populations macroscopiques.

Le but de ce cours est de montrer I'importance des modéles aléatoires dans la compré-
hension de la biologie des populations : déplacement de cellules, croissance des bacté-
ries, développement d’une population, réplication de ’ADN, évolution des espéces. L’idée
de base est la suivante : méme si la population semble présenter un certain nombre de
caractéristiques déterministes, elle est composée d’individus dont le comportement est
fondamentalement aléatoire et soumis a une grande variabilité. Ainsi, chaque individu se
déplace dans une direction différente, chaque bactérie a son propre mécanisme de division
cellulaire, chaque réplication de ’ADN peut engendrer une mutation. Cette variabilité in-
dividuelle est une idée fondamentale de la biologie évolutive, et en particulier de Darwin.
Pour pouvoir décrire et comprendre comment la population évolue au cours du temps, il
faut prendre en compte le comportement de chaque individu. La démarche du probabi-
liste consiste & déduire du comportement de 'individu, ou de la cellule, ou de la bactérie,
des résultats concernant toute la population. Cela permet ainsi, a partir d’'une descrip-
tion microscopique précise d’en déduire des comportements macroscopiques de maniére
rigoureuse, qu’ils soient déterministes ou aléatoires.

Ce cours va consister a étudier la dynamique de certaines populations au cours du temps.
L’hypothése fondamentale des modéles introduits est que la population a un comporte-
ment markovien : son comportement aléatoire dans le futur ne dépendra de son passé que
par l'information que donne son état présent. Cette hypothese est largement admise par
les biologistes.

La population est décrite par un processus stochastique qui décrit ’évolution aléatoire de
chaque individu au cours du temps. Le temps pourra décrire la succession des différentes
générations. Il sera alors discret (n € N). Les outils probabilistes de base seront alors
les chaines de Markov a temps discret. Trois modéles classiques illustrent ce propos : les
marches aléatoires pour décrire les déplacements spatiaux d’un individu, les processus
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de Bienaymé-Galton-Watson qui décrivent la dynamique d’une population, le modeéle de
Wright-Fisher qui décrit une généalogie. Mais le temps peut étre aussi le temps physique,
un temps t € R, qui évolue contintiment. Nous serons alors amenés a considérer des pro-
cessus en temps continu, & savoir des familles de variables aléatoires indexées par le temps
continu. Les processus décrivant les comportements individuels seront alors soient des
processus continus du temps décrivant par exemple le mouvement spatial et desordonné
de petits organismes, dont le prototype est le mouvement brownien, soient des proces-
sus discontinus décrivant les naissances et morts d’individus, tels le processus de Poisson
ou les processus de naissance et mort en temps continu, que nous étudierons en détail.
Nous développerons en particulier les outils du calcul stochastique et la notion d’équation
différentielle stochastique.

Quand la taille de la population est trés grande, il devient difficile de décrire le com-
portement microscopique de la population, en prenant en compte chaque naissance ou
mort d’individu. Nous changerons alors d’échelle de taille de la population, et d’échelle de
temps, pour nous ramener a des approximations plus facilement manipulables mathéma-
tiquement, sur lesquelles nous pourrons développer résultats théoriques et calculs. Dans
certaines échelles, nous obtiendrons des approximations déterministes, qui ont été his-
toriquement les premiéres introduites pour décrire les dynamiques de populations. Dans
d’autres échelles nous obtiendrons des approximations aléatoires définies comme solutions
de certaines équations différentielles stochastiques appelées équations de Feller dans le cas
de la dynamique des populations ou équations de Wright-Fisher dans le cas de la géné-
tique des populations. Des calculs sur ces processus permettront d’en déduire un certain
nombre d’informations sur le comportement des populations. Nous définirons également,
a partir du modele de Wright-Fisher, le coalescent de Kingman, qui est devenu, dans
ces derniéres années, fondamental pour la modélisation des généalogies, en génétique des
populations.

Le cours sera développé autour de trois types de modeéles fondamentaux qui seront liés &
trois problématiques différentes concernant les populations : les déplacements spatiaux,
la dynamique des populations, la génétique des populations.

1.2 Importance de la modélisation

Notre but est d’essayer de comprendre, en utilisant un modeéle mathématique, 1’évolution
temporelle, ou ‘dynamique’, d’'un phénomeéne biologique. Pour pouvoir mettre en évidence
ce phénomeéne, nous serons obliger de simplifier le systéme biologique pour obtenir un
modeéle plus facile & étudier mathématiquement. Une difficulté de cette démarche est
donc d’obtenir un bon compromis entre le réalisme biologique du modéle et la faisabilité
des calculs.

L’existence d’'un modeéle mathématique permet de pouvoir quantifier numériquement cer-
tains phénomeénes et de pouvoir prédire certains comportements. (Par exemple montrer
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qu’une certaine population va s’éteindre et calculer ’espérance du temps d’extinction, ou
savoir comment elle va envahir 1’espace).

Evidemment, Il est important de se poser la question de la justification du modéle. Une
étape ultérieure, dans le cas ot 'on peut obtenir des données observées pour le phénomeéne
qui nous intéresse, est de construire des tests statistiques, qui permettront, ou non, de
valider le modéle.

L’intérét d’'un modéle réside dans son "universalité". Par exemple, nous verrons que des
problémes biologiques trés différents (par exemple par les échelles de taille : génes - cellules
- bactéries - individus - colonies) peuvent avoir des comportements aléatoires de méme
type et correspondre a des modéles analogues.

Typiquement, introduisons le modeéle de naissance et mort le plus simple : Nous définissons
X, = taille de la population a la génération (ou instant) n,

qui évolue de la maniére suivante. A chaque instant n, un individu apparait ou meurt
de maniére indépendante de ce qui s’est passé précédemment, et indépendamment de ses
congénéres, avec probabilité % Le nombre initial d’individus est X,. Ainsi,

Xn=Xo+§ani,

i=1

ot les variables aléatoires (Z;); sont indépendantes et de méme loi

Bien-stir, comme X,, décrit la taille d’'une population et que si il n’y a plus d’individus,
on ne peut plus avoir de reproduction, le processus s’arréte quand X,, atteint 0.

Considérons maintenant le modeéle de déplacement spatial le plus simple. Un kangourou
se déplace sur une route en sautant par sauts de 1 métre, aléatoirement et indifféremment
en avant ou en arriére, & chaque unité de temps, et sa position initiale est X,. La position
X, du kangourou au temps n sera alors donnée par

Xn:XO"i_iZia

i=1

ot les variables aléatoires (Z;); sont définies comme ci-dessus. Bien-sir, ici, il n’y a aucune
raison de supposer que le processus s’arréte quand X,, = 0. Le kangourou va en fait
repasser une infinité de fois par 0.

D’un point de vue probabiliste, les deux modeéles qui décrivent ces deux phénomeénes bien
distincts sont trés proches.
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1.3 Modélisation mathématique et Ecologie

A wital next step will be to promote the training of scientists with expertise in both ma-
thematics and biology. (Science 2003).

Le but du cours est d’étudier des modeéles probabilistes qui apparaissent en écologie com-
portementale, en dynamique des populations, et en génétique des populations. Tous ces
problémes contribuent & I’étude des écosystémes et de 1’évolution.

1.3.1 Ecologie et Evolution

L’écologie est I'étude des interactions entre les étres vivants, entre eux et avec leur milieu,
en particulier I’étude de leurs conditions d’existence. L’écologie peut étre définie comme
le rapport triangulaire entre les individus d'une espéce, 'activité organisée de cette espéce
en sous-populations, et I'environnement de cette activité. L’environnement est a la fois le
produit et la condition de cette activité, et donc de la survie de 'espéce. L’écologie étudie
en particulier la hiérarchie complexe des écosystémes, les mécanismes biologiques associés
a I'extinction des espéces, la dynamique de la biodiversité, ’adaptation des populations.

A son développement contribuent les disciplines plus spécialisées de la dynamique et de la
génétique des populations. La dynamique des populations a fait ’objet de modélisations
mathématiques depuis longtemps. Les premiéres études quantitatives de populations sont
dues au Révérend Thomas Robert Malthus (1798). Dans son modéle, la croissance de la
population est alors géométrique et celle des ressources est arithmétique.

L’idée nouvelle que la croissance est liée a la limitation des ressources prend toute sa
force dans la théorie développée par Darwin, qui défend (en 1859) l'idée fondamentale
de sélection naturelle et d’évolution pour les espéces vivantes. On appelle évolution, en
biologie, la modification des espéces vivantes au cours du temps. Elle est fondée sur 'idée
simple que les individus les mieux adaptés a leur environnement sont sélectionnés et ont
les descendances les plus importantes. L’adaptation découle d'une part des mutations dans
les mécanismes de la reproduction, qui créent de la variabilité dans les caractéristiques des
individus, et d’autre part de la compétition entre ceux-ci, due en particulier au partage
des ressources, qui va permettre de sélectionner les plus aptes a les utiliser. Cette idée de
variabilité individuelle est a la base de la modélisation probabiliste.

1.3.2 Dispersion et colonisation

Dans ce cours, nous allons nous intéresser tout d’abord aux processus probabilistes pou-
vant modéliser les dynamiques spatiales des populations. Ces processus modélisent la
maniére dont les individus se déplacent ou dispersent leur progéniture. Les modeéles uti-
lisés pourront étre identiques, méme si I'on traite d’échelles biologiques différentes, par
exemple de virus ou de poissons ou de mammiféres. La structuration spatiale de la popula-
tion est le résultat de ces comportements individuels de dispersion. Elle induit par exemple
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en écologie des questions sur la colonisation d’un espace par une population (invasion de
territoires), l'atteinte de certaines barriéres (points de capture, points d’eau, bords d’un
domaine), les effets de la migration sur la conservation de la biodiversité. Ce chapitre nous
permettra de nous familiariser & certains modéles markoviens, essentiellement en temps
continu, qui seront également développés dans les chapitres ultérieurs.

1.3.3 Dynamique des populations

La dynamique des populations étudie la répartition et le développement quantitatif de po-
pulations d’individus, asexués ou sexués. Elle s’intéresse aux mécanismes d’auto-régulation
des populations, au probléme de I'extinction d’une population ou a l'existence d’un éven-
tuel état stationnaire ou quasi-stationnaire. Elle étudie également les interactions entre
diverses espéces, comme les liens de prédation entre proies et prédateurs ou plus généra-
lement la structuration des réseaux trophiques ou les modéles de coopération ou (et) de
compétition.

Les modeéles de populations non structurées que nous allons voir dans ce chapitre ont
I’avantage de la simplicité, mais sont bien-str trés naifs pour rendre compte de la diver-
sité biologique. Pour les rendre un peu plus réalistes, il faudrait inclure les variabilités
individuelles, comme la position spatiale, I’age, le sexe, les caractéres phénotypiques ou
génotypiques. Mais en ce cas les modéles sont compliqués et les outils mathématiques
deviennent essentiellement des objets de dimension infinie (processus a valeurs mesures
ou équations aux dérivées partielles), ce qui dépasse largement le cadre de ce cours.

Dans le dernier chapitre, nous allons développer les outils de base de génétique des po-
pulations, qui décrivent I'information génétique des individus en supposant que la taille
de la population observée est constante. Cela revient a nous placer d’emblée dans un état
stationnaire du point de vue de la dynamique des populations.

1.3.4 Geénétique des populations

Pour comprendre 1’évolution des espéces, il faut pouvoir comprendre les mécanismes in-
ternes des généalogies a l'intérieur d’une espéce. C’est 'un des buts de la génétique des
populations, qui constitue ’approche mathématique la plus ancienne de modélisation de
I'évolution. Elle a pris son essor a partir des travaux de Mendel (1822-1884), commu-
nément reconnu comme le pére fondateur de la génétique. Il est a lorigine de régles de
retransmission génétique, appelées les lois de Mendel, qui définissent la maniére dont les
génes se transmettent de génération en génération.

La génétique des populations est I'étude de la fluctuation des alléles (les différentes ver-
sions d’un geéne) au cours du temps dans les populations d’individus d’une méme espéce,
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sous l'influence de la dérive génétique (la variabilité due au hasard des événements indivi-
duels de naissance et de mort), des mutations, de la sélection naturelle et des migrations.
Elle a été initiée par les biologistes Fisher, Haldane, Wright entre 1920 et 1940. Elle se
développe a partir des principes fondamentaux de la génétique mendelienne et de la théo-
rie darwinienne de ’évolution. Elle a de grandes applications en épidémiologie (permet
d’étudier la transmission des maladies génétiques), en agronomie (des programmes de sé-
lection modifient le patrimoine génétique de certains organismes pour créer des races ou
variétés plus performantes... OGM). Elle permet également de comprendre les mécanismes
de conservation et de disparition des populations et des espéces.

1.3.5 Modélisation mathématique et biodiversité

Bien-siir, le but ultime serait de modéliser la dynamique des individus en prenant en

compte l'information génétique qu’ils contiennent et les interactions qu’ils développent,

et pouvoir répondre aux questions suivantes :

e Comment la structuration génétique des populations influe-t-elle sur leur dynamique et
leur évolution ?

e Comment les interactions écologiques produisent-elles la sélection des génes?

Ces questions sont au coeur de la recherche fondamentale qui se développe aujourd’hui
entre mathématiques appliquées et modélisation de la biodiversité.
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Chapitre 2

Populations spatiales

The mathematics is not there till we put it there. Sir Arthur Eddington (1882 - 1944),
The Philosophy of Physical Science.

Dans ce chapitre, nous cherchons & modéliser la dynamique spatiale d’une population,
c’est a dire I’évolution de sa répartition spatiale au cours du temps. Cette structuration
est le résultat des comportements individuels de déplacement spatial, dits de dispersion,
comme par exemple la dispersion des graines par chaque individu (pollen, oeufs, graines).
Ce phénomeéne devrait donc étre étudié conjointement avec la reproduction, mais cela né-
cessiterait l'introduction d’objets mathématiques trop complexes. Les modéles spatiaux
que nous allons étudier constituent une premiére approche de modélisation spatiale. La
dispersion des individus d’une population peut étre également due a la recherche de nour-
riture, la nécessité de trouver un partenaire, la fuite devant un prédateur ou la nécessité
de coloniser des zones propices a la survie ou a la reproduction.

Les problémes de colonisation de nouveaux territoires, d’invasion et de structure spa-
tiale de la biodiversité sont fondamentaux en écologie et se situent & différents niveaux
de populations : individus, espéces, communautés. Ils sont affectés par la fragmentation
croissante des habitats et par le réchauffement climatique, et sont au coeur des questions
environnementales. Les exemples les plus populaires sont les colonisations d’espéces inva-
sives. On peut citer par exemple les études faites sur la progression des lapins en Europe
centrale, I'invasion du cerf-rouge en Nouvelle-Zélande (voir Renshaw [25]) ou la vitesse
d’invasion surprenante des crapauds-buffles en Australie (voir [24]).

Soit & cause de frontiéres naturelles (mer, chaine de montagne), ou de limitation de la
zone de ressources, les populations se déplacent souvent dans des domaines fermés et le
comportement au bord du domaine est important. Le bord du domaine est dit absorbant
si les animaux meurent ou restent bloqués a son contact, (un poisson capturé au bord d’un
bassin). Il est dit réfléchissant si I'individu rebrousse chemin a son contact, (le poisson au

15
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bord de 'aquarium).

Nous allons dans ce premier chapitre étudier le déplacement spatial d’un individu évoluant
dans un espace discret du type Z, Z? ou Z*, dans un espace continu du type R, R? ou
R3, ou dans un sous-domaine de ces espaces. Le choix de la dimension est di & la nature
de I'espace d’états. On choisira la dimension un pour un déplacement le long d’une route,
d’une riviére, du littoral, d'un brin d’herbe ou d’ADN, ou bien la projection sur une
dimension d’un déplacement dans I'espace (l'altitude par exemple). La dimension deux
correspondra a un déplacement sur le sol, une paroi, un fond marin ou a la projection sur
un plan d'un déplacement en trois dimensions.

Nous ne tiendrons pas compte ici de la reproduction (naissances et morts), mais nous
ferons toutefois, a plusieurs occasions, allusion a l’analogie, développée dans I'introduction,
entre processus décrivant la position spatiale en dimension un et ceux décrivant la taille
d’une population.

2.1 Marches aléatoires

Dans ce chapitre nous utiliserons principalement les outils de chaines de Markov & temps
discret. Nous renvoyons aux ouvrages suivants, [2], [11], [23] et [27].

Le modéle aléatoire le plus simple pour décrire le déplacement au hasard d’un individu
est celui d’une marche aléatoire sur le réseau Z¢. Le temps est discret. L’individu, & partir
d’un point = = (z1,...,24) peut aller vers un autre point du réseau avec une certaine
probabilité. Les déplacements successifs de I'individu sont indépendants les uns des autres.
Il est alors clair que le processus qui décrit la position de 'individu au cours du temps est
markovien.

Plus précisément, on note X,, la position de 'individu a l'instant n, et Z, = X,, — X,,_1
son n-iéme déplacement. On peut écrire

Xn:XO—I—Zn:Zi.

i=1

Définition 2.1.1 Si les déplacements successifs (Z,), sont indépendants et de méme lot,
on dit que (X,,), est une marche aléatoire. Si chaque déplacement ne peut se faire que vers
un de ses proches voisins, la marche aléatoire est dite simple. Si de plus les déplacements
vers chacun des voisins immédiats se font avec la méme probabilité %, la marche est dite
symétrique.

Les figures 2.1, 2.2 et 2.4 (Chapitre 2.1) montrent des simulations des marches aléatoires
simples symétriques en dimension 1 et 2. Dans le premier cas, la marche peut avancer
ou reculer d'une amplitude 1 avec probabilité % Dans le deuxiéme cas, 'individu pourra
sauter vers un de ses voisins immédiats avec probabilité uniforme i.
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Remarque 2.1.2 Dans le cadre de ce cours, nous allons essentiellement nous limiter
aux marches aléatoires en dimension un qui, comme nous ’avons vu dans l'introduction,
décrivent non seulement des déplacements spatiaux, mais aussi des dynamiques de tailles
de populations. Dans la suite de ce chapitre, ’espace d’état considéré sera Z.

Exemple 2.1.3 Nous allons prendre comme exemple type dans tout ce chapitre le dépla-
cement vertical d'une particule de plancton. Si nous considérons sa position a des temps
discrets, nous pouvons supposer que cette particule se déplace verticalement comme une
marche aléatoire unidimensionnelle.

Premier modéle : Supposons que nous étudions le déplacement vertical du plancton dans
I'océan atlantique, ot la profondeur moyenne est d’environ 3300 m. Cette profondeur est
suffisamment grande par rapport a la taille de la cellule pour que le déplacement de celle-
ci soit considéré comme possible sur tout Z. Le point 0 pourra alors étre pris a la moitié,
a 1650 m de profondeur.

2.1.1 Rappels sur la propriété de Markov

La propriété de Markov décrit une propriété satisfaite par de nombreux phénomeénes
aléatoires, pour lesquels 1’évolution future ne dépend du passé qu’a travers sa valeur au
temps présent. Pour de plus amples détails, nous renvoyons au cours MAP 432.

Les marches aléatoires introduites ci-dessus vérifient cette propriété et sont un cas parti-
culier simple de chaines de Markov. Dans la suite du cours, nous verrons un grand nombre
de processus vérifiant la propriété de Markov.

Définition 2.1.4 Une suite de variables aléatoires (X, )nen G valeurs dans 7 satisfait la
propriété de Markov si pour tousn € N, j,ig, ..., 1, € Z, tels que P(X,, = iy, ..., Xo =
ip) >0, on a
La loi conditionnelle de X,y1 sachant Xg,...,X, est égale a sa loi conditionnelle
sachant X,,.

Si cette loi ne dépend pas de n, on dit que la chaine de Markov est homogéne (en temps).
La loi d'une chaine de Markov homogéne est caractérisée par ses probabilités de transitions
Py =P(X1=j|Xo=1) i,j€
Ainsi, dans le cas d’une marche aléatoire simple dans Z, les déplacements Z,, sont in-
dépendants et équidistribués de loi chargeant {—1,1} avec probabilités ¢ = 1 — p et p.

(Voir Figure 2.1). Il est immédiat de voir que la marche aléatoire simple est une chaine
de Markov homogéne de matrice de transition (P;;) vérifiant

Piiyi=p; Pian=1-p=q; Pj=0sij#i+1, i1

Sip= %, la marche est symétrique.
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Définition 2.1.5 Un entier relatif k est un état récurrent si la chaine de Markov issue
de k revient en k en temps fini avec probabilité 1. Dans le cas contraire, ’état k est
transient.

On remarquera que si tous les états communiquent, (pour tous entiers 4, j, la chaine va
de 7 & j avec probabilité non nulle en temps fini), la chaine est dite irréductible et tous
les états sont soient tous récurrents, soient tous transients.

Introduisons la suite de tribus F,, = o(Xy,...,X,) engendrées par la chaine (X,),. La
tribu F,, est la famille des intersections et réunions dénombrables d’événements du type
{X; = k} pour i € {0,---,n} et k € Z. Ainsi, F,, décrit I'information donnée par le
processus jusqu’a l'instant n. Les tribus F,, sont croissantes (pour l'inclusion), comme
I'information qui croit au cours du temps. La suite (F,,), s’appelle la filtration engendrée
par la marche aléatoire (X,,)n.

Une autre maniére d’exprimer le fait que la suite (X,), satisfait la propriété de Markov
est de dire que pour toute fonction f bornée sur Z, et pour tout entier naturel n, on a

E(f (Xni0)[Fn) = E(f(Xni1)| Xn)-

Il est important de connaitre la marche aléatoire aux temps discrets n, mais certains temps
aléatoires vont aussi s’avérer fondamentaux, en particulier ceux dont la connaissance est
lice & celle du processus. Pour la marche aléatoire (X,,),, les temps successifs de passage
de la marche en un état particulier ¢ sont

essentiels. On les définit ainsi :

T, = inf{n>1:X, =i} (2.2)
' = T, T =inf{n>TF: X, =i} (2.3)

avec la convention habituelle que I'infimum de Iensemble vide vaut +oc. La suite (TF)
décrit les temps de passage successifs de la chaine en 1'état 7.

Remarquons que 'observation de Xy, ..., X, c’est-a-dire de la chaine jusqu’a 'instant n,
permet de décider si T; vaut n ou non, s’il est plus petit que n ou est plus grand que n.
En d’autres termes, par la définition de F,,, on aura

{Ti:n}> {Ti<n}> {Ti>n}’ € Fo.

Nous allons nous intéresser plus généralement a tous les temps aléatoires qui vérifient
cette propriété, appelés temps d’arrét.
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Définition 2.1.6 On appelle temps d’arrét une variable aléatoire T a wvaleurs dans
N U {+o0} qui vérifie que pour tout n € N,

(T =n) € F,. (2.4)

Remarque : T; est bien un temps d’arrét, puisque

(Ty=n} = {X, £} N...0{Xpoy £} N {X, =i}

Exemple 2.1.7 Pour tout A C Z, on peut montrer que le temps d’atteinte de A défini
par

Ty=inf(n>1:X, € A)
est un temps d’arrét. En effet,
{Ta=n}={Xo ¢ A}N---N{X,_1 ¢ A} Nn{X, € A}.

Le k-iéme temps de passage en A est encore un temps d’arrét. On peut le montrer par
exemple par récurrence sur k en remarquant que

{(TF =n} =0 (T ' =m}n{ X ¢ AyN - N{X,1 ¢ A} N {X, € A}.

En revanche, I'instant de dernier passage en A
Li=sup(n>1:X, €A

n’est pas un temps d’arrét. Pour connaitre L4, il faut avoir de I'information sur les états
ultérieurs de la chaine.

On peut montrer que la marche aléatoire satisfait encore la propriété de Markov si 'on
conditionne par sa position a un temps d’arrét. Cette propriété s’appelle la propriété de
Markov forte.

Théoréme 2.1.8 (Propriété de Markov forte). Soit (X,), une marche aléatoire et
T un temps d’arrét. Conditionnellement a Xt sur {T < oo}, la suite (Xpin)n>1 est une
chaine de Markov indépendante de la trajectoire de (X,,), jusqu’au temps T .
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2.1.2 Temps de passage en 0

Revenons a 'exemple 2.1.3. Nous voudrions savoir si la particule de plancton se déplace
sur toute la colonne verticale ou si elle a tendance a aller vers la surface ou vers le fond
et a y rester. Pour cela nous pouvons chercher a connaitre ses temps de passage en 0
(& la profondeur -1650m), en fonction des probabilités de monter ou de descendre du
plancton. Nous allons donc étudier plus généralement les temps de passage en 0 d'une
marche aléatoire.

Nous allons étudier la marche aléatoire simple partant de 0. On supposera donc ici que
Xy = 0. Nous nous intéressons a la suite des instants aléatoires ot la particule se retrouve
a l'origine. Pour décrire ces instants, il suffit de considérer I'instant de premier retour a
I'origine, puisque les instants suivants sont des sommes de copies indépendantes de celui-ci
par la propriété de Markov forte. En effet, si comme précédemment

To =min{n >1: X, =0} € N*U {00},

désigne l'instant de premier retour en 0, (en posant min{@} = 0), et T3 désigne l'instant
du j-iéme retour en 0 pour la marche aléatoire, on voit que sur {77 < oo},

T =T + T,

ot Tp est le premier temps d’atteinte de 0 par la marche aléatoire (XTj +n)”>0 L’égalité

reste vraie si {T] +o0}. Donc par application de la propriété de Markov forte appliquée
au temps d’arrét 1| g , nous en déduisons que Ty est indépendant de T4 7 et a méme loi que
Ty. La propriété décrite plus haut s’en déduit par récurrence.

Nous souhaitons connaitre la loi de Tj. Nous allons calculer sa fonction génératrice. Pour
cela, introduisons, pour n > 1

f(n) :P(TO :n) :P(Xl %0,..., Xn—l % 0, Xn :0)

Attention, il se peut que P(Ty = +00) > 0 (si le processus ne revient jamais en 0), auquel
cas la fonction génératrice Fy de Tp, définie pour s € [0, 1] par

P(s) =E(s™) =) f(n
n=1
vérifie F'(1) =1 —P(Th = +o0) = P(T) < 00).

Proposition 2.1.9 Si (X,,), est une marche aléatoire simple issue de 0, sa fonction
génératrice vaut pour tout s € [0, 1],

F(s) =1— (1 —4pgs®)"/2.
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Preuve. Nous allons introduire la fonction auxiliaire ) définie pour s € [0, 1] par

Qs) = - P(X, =0) 5"

n=0

que 'on calcule plus aisément. Montrons que
(i) Q(s) =14Q(s) F(s).

(i) Q(s) = (1 —4pgs®)~"/>.

D’aprés la formule de Bayes,

3

P(X,=0)=Y P(X,=0|T)=k) P(Ty = k).

k=1

I1 est facile de voir que, puisque les variables aléatoires Z;, (i > 1) sont indépendantes et
de méme loi, 'on a grace a la propriété de Markov forte,

P(X,=0|Ty=k)=P(X,— X =0|To =k) =P(X,_r =0),

d’ou a,, = P(X,, = 0) est solution de

an = Z Ap—k f(k) )
k=1

et ag = 1. En multipliant par s et en sommant en n, puis en utilisant le théoréme de
Fubini, nous obtenons

Q(s) = Z a,s" =1+ Z Z an_p 8" f(k)s"

n>0 n>1 k=1
[e%} —+00
=1 +Z f(k)s* Z Ui 8" " =14 F(s) Q(s),
k=1 n=k

ce qui démontre (7).

Notons que P(X,, = 0) ) (pq)™? lorsque n est pair, et P(X,, = 0) = 0 si n est

[ n
-~ \n/2
impair, puisque (X,, + n)/2 suit la loi binomiale B(n,p). On a alors

Qs) = Y, <2n> (p)" s = 20— D@ =8) Ly, ey

n n!
n>0 n>0

_ Z (2n — 1);371”'— 3)---1 (4pq 52)"
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Nous pouvons identifier le dernier terme en le comparant au développement en série entiére

1 S VN S P G S |
LD DD b
2 2! n!

(1+u)2=1-

(pour |u| < 1). Nous en dOduisons (ii), puis la valeur de F(s). O

Corollaire 2.1.10 La probabilité que la particule retourne au moins une fois a l’origine
vaut

201—p) sip>1/2
P(Th <oo)=F(1)=1—|2p—1] = 2p sip<1/2
1 sip=1/2

. 1 ‘
Sip= oL le temps moyen de premier retour est tel que

— i F(s) —
E(Tp) —£1/I‘I%F(S) = 400 .

Preuve. On a

P (T < 00) = lim F(s) =1~ (1~ 4pq)*?

=1-1[2p—1
d’aprés la Proposition 2.1.9. De plus, lorsque p = 1/2, F(s) = 1 — (1 —s*)2 et Eo( Tp) =
li/r% F'(s) = +o0. O

Rappelons que la marche aléatoire est dite récurrente si la particule finit par revenir a son
point de départ avec probabilité 1, elle est dite transiente sinon.

D’apreés le Corollaire 2.1.10, il y a récurrence si et seulement si p = —. Ceci est conforme

1
5
=1

~—

. . . .S
a la loi des grands nombres, qui entraine ici que P(lim — = 2p — 1
n—oo M

Notons que lorsque p = 1/2, on a Ty < oo avec probabilité 1, mais le retour a 0 s’effectue
lentement puisque le temps moyen de retour en 0 est infini.

On peut généraliser le modeéle de marche aléatoire simple en supposant plus généralement
que les variables aléatoires Z,, sont indépendantes et de méme loi de carré intégrable, et
I’on note

E(Z,) =m; Var(Z,) = o> (2.5)
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Remarquons que dans ce cas, nous connaissons par le théoréme de la limite centrale le
: Xn—nm :
comportement asymptotique du processus X,,. En effet, == ~n - converge en loi, quand n

tend vers l'infini, vers une loi normale centrée réduite. Ainsi,

Xn Ron—oo MM ~+ \/EN(Oa 02) + O(\/ﬁ)

Nous savons également par la loi des grands nombres que % converge presque-sirement
vers m quand n tend vers 'infini. Nous en déduisons que si m # 0, la chaine est forcément
transiente : & partir d’'un certain rang, elle ne pourra plus repasser par 0.

Ces raisonnements peuvent également s’appliquer dans le cas d’'une dimension supérieure
a 1. Le cas ot m = 0 est plus délicat comme on peut déja 'observer dans le cas des
marches aléatoires symétriques. Nous avons étudié le cas de la dimension 1 au Corollaire
2.1.10, mais I'on montre en fait que les propriétés de transience et de récurrence de la
marche aléatoire symétrique sont liées & la dimension de I’espace. Nous avons le théoréme
(difficile) suivant.

Théoréme 2.1.11 (voir [2], [27]) La marche aléatoire simple symétrique est récurrente
st la dimension d est égale a 1 ou 2. Si d > 3, la marche aléatoire est transiente.

Rappelons également le résultat suivant, qui pour une marche aléatoire transiente donne
le nombre moyen de retours a 0. La démonstration utilise la propriété de Markov.

Exercice 2.1.12 (Voir [2], [27]). On appelle Ny le nombre de retours a l’état 0. On sait
que si (X,,) est une marche aléatoire récurrente, alors

Montrer que si (X,,) est une marche aléatoire transiente et si my = P(Ty < 00), alors Ny
suit une loi géométrique de paramétre my :

]P)(N() = k’) = Wg(l - 71'0).

Calculer le nombre moyen de retours a 0.

(Réponse : E(Ny) = 7> < 00.)

1—mg

2.1.3 Barriéres absorbantes

Considérons une marche aléatoire sur Z avec deux barriéres absorbantes aux points 0 et
a € N*. Du point de vue de la modélisation, il peut s’agir de la dynamique de la particule
de plancton. Nous supposons maintenant que nous sommes prés des cotes bretonnes et
que la profondeur de la mer est de 'ordre de 5 m. Le fond de la mer est recouvert de
moules (prédatrices de plancton) et la particule est absorbée dés qu’elle touche le fond.
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Dans ce modéle, 0 désignera le fond de la mer. Par ailleurs, la surface de la mer est a la
hauteur a € N. Elle est recouverte d’'une nappe de pollution qui absorbera la cellule a la
surface si celle-ci y parvient. Le déplacement de la particule de plancton va alors suivre
une marche aléatoire entre 0 et a, absorbée en 0 et en a. Dans notre modéle a = 5.

Ce modéle peut aussi décrire la dynamique d’un poisson dans une riviére ou il y a deux
filets de péche en positions 0 et a. Si le poisson atteint I'un des filets, il est capturé et
reste immobile. On dit que la marche est absorbée en 0 et en a.

Il est commode de représenter la dynamique de cette marche par le diagramme suivant
qui indique la probabilité des différents sauts possibles.

1 1p p 1
() SRR (
| | | | |
0 =1 x =x+1 a

Probabilité d’absorption en 0 ou d’extinction.

Notons P, la probabilité conditionnée au fait que Xy = k. Notons O l'événement "la
marche est absorbée en 0". Ainsi,

O:{T(] <OO},

ol Tj est le premier temps d’atteinte de 0 par la marche aléatoire, comme précédemment.
Nous allons déterminer la probabilité p, = Pr(O) de 0 sachant que la position initiale de
I'individu est k. Nous avons immédiatement

Py(O) = Po(O| Zi = 1) P(Z = 1)+ Po(O| Zs = =) P(Z1 = —1),  (2.6)
d’oll
Pk + (1 —p) g1 — . =0 (2.7)

pour k € {1,...,a — 1}, avec les conditions aux limites po = 1, p, = 0. L’équation (2.7)
est une équation de récurrence linéaire, pour laquelle nous cherchons d’abord les solutions
de la forme j;; = r*. Le nombre r doit satisfaire I’équation caractéristique

p’l"2—’f’+(1—p) :07
dont les solutions sont 71 = 1, r9 = (1 — p)/p. Deux cas se présentent alors.

e p # 1/2 (marche asymétrique). Les deux racines sont différentes, les solutions de
(2.7) sont de la forme i = arf + 875, et on détermine v et 3 par les conditions aux
limites o =1, u, = 0. On obtient

1\ (1)
mmn=<7? () 0<k<a. (2.8)
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Procédant de méme pour I'événement A : "la marche aléatoire atteint a avant 0", on
constate que P, (A) satisfait (2.7), avec d’autres conditions aux limites : uo = 0, p, = 1.
On trouve alors que Py(A) = 1 — P,(O), si bien que l'individu est piégé en un temps
fini, avec probabilité 1.

e p = 1/2 (marche symétrique). Alors ; = ry = 1, les solutions de (2.7) sont de la
forme pr = a + Bk, et tenant compte des conditions limites on obtient

Pr(O)=1— g , Pu(A) = g . (2.9)

Ici encore le poisson finit par étre piégé (presque-siirement).

a
Remarquons que si p > %, et si a est suffisamment grand, alors (%) est négligeable, et

k
Pr(O) ~ (%) qui dépend donc exponentiellement de k.

Par exemple supposons que p = 0,505 et que a = 1000. Alors P3(O) ~ 0,96 et P5q0(O) =~
4.5 %1075,

Durée moyenne avant ’absorption.

Déterminons le nombre moyen d’étapes avant 1’absorption donné par Vi, = Ex(T'), ou T
est le temps d’atteinte d'une des barriéres, défini par

T=min{n>0: X,=0oua}=TyAT,.

Ici E; désigne 'espérance sous Py. Par la propriété de Markov, en conditionnant par le
comportement de la chaine au temps 1, on obtient que pour 1 <k <a — 1,

Ex(T)=14+P(Z1 =1)Ep1(T) +P(Zy = —1) Ex_1(T).
On obtient ainsi I’équation de récurrence linéaire avec second membre
kaH + (1 — p)Vk_l — Vk =—1 (210)

pour 1 <k <a-—1, avec Vy =V, = 0. On résout cette équation en trouvant les solutions
générales et une solution particuliére. (L’équation caractéristique est la méme que dans
les calculs précédents).

1;>k

p
—— L sip#1/2,
1;17)
p

w
I
s}
~ \|/

= k(a — k) sip=1/2.

Par exemple, si p = 0,5 alors V}; = 9 et V5 = 25. Si a = 1000, on a V; = 999 et
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Le cas oul ¢ tend vers l’infini

Supposons que le plancton évolue a une profondeur de 100 m et que le fond soit encore
couvert de moules. La surface de la mer est trés propre. La taille du plancton est alors
trés petite devant la profondeur et le modeéle du déplacement de la particule de plancton
va alors étre une marche aléatoire sur N, absorbée en 0. La surface correspond dans ce
cas a a = +00.

En faisant tendre a vers +oo dans les calculs précédents, nous pouvons en déduire la
probabilité d’absorption au fond car les événements {7y < 7T,} convergent en croissant

k
vers {Ty < oo}. Si ¢ < p, la probabilité d’arriver & 0 en partant de k vaut (%) . En

revanche, si ¢ > p, cette probabilité vaut 1 pour tout k.

Extinction de population.

On peut également s’intéresser a ce type de modéle pour la dynamique d’une population.
Imaginons que X, soit la taille d'une population au temps n. A chaque unité de temps,
celle-ci croit de un individu (naissance) avec probabilité p et décroit de un individu (mort)
avec probabilité ¢ = 1 — p. Le passage en 0 signifie I'extinction de la population. Si I'on
suppose qu’il n’y a pas d’'immigration, la population une fois éteinte ne peut plus renaitre,
et le processus modélisant sa taille reste égal & 0. Ce processus est donc une marche
aléatoire a valeurs dans N, absorbée en 0. Suivant le rapport entre les probabilités de
naissance et mort (p et ¢), la population va s’éteindre ou non. Le temps d’atteinte de 0
est alors le temps que la population met a disparaitre. Nous avons vu ci-dessus que si

k
q < p, la probabilité d’extinction en partant de k individus au temps 0 vaut (%) . En

revanche, si ¢ > p, cette probabilité vaut 1 pour tout k. L’interprétation de ce résultat
en termes de dynamique de population est claire : si la probabilité de naissance p est
supérieure a la probabilité de mort ¢, il y a une probabilité strictement positive de ne pas
s’éteindre, qui dépend de la taille initiale de la population, mais dans le cas contraire, la
probabilité d’extinction est 1. Remarquons que dans le cas ot il n’y a pas extinction, la
taille de la population tend vers 'infini.

2.1.4 barriéres réfléchissantes

Nous nous plagons toujours dans le cas d'une marche aléatoire simple en dimension 1. Du
point de vue de la modélisation, nous supposons maintenant que la particule de plancton
évolue a une petite profondeur de a métres, sans prédateur ou polluant pour la détruire.
Lorsqu’elle arrive au fond ou a la surface, elle repart instantanément dans ’autre sens
avec une certaine probabilité p (resp. q) ou y demeure avec probabilité ¢ (resp. p. Nous
pouvons alors procéder comme précédemment, en modélisant le fait que quand la particule
de plancton est au fond (en 0), elle a une probabilité 1 — p d’y rester et une probabilité p
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de remonter en 1 et que de méme, si elle atteint la surface (en a), elle a une probabilité
p d’y rester et 1 — p de redescendre en a — 1.

Dans ce cas, nous pouvons imaginer que la particule de plancton se déplace indéfiniment
entre les barriéres avec probabilité positive. Il est alors naturel de chercher le comporte-
ment de la marche aléatoire quand n — oo.

Puisque la marche aléatoire (X)) ne prend qu'un nombre fini de valeurs, nous savons
qu’il existe au moins une probabilité invariante 7 = (m;); (cf. [2]), qui oublie 'effet de
la position initiale. Nécessairement, en prenant en compte le déplacement antérieur des
individus, nous obtenons que 7 satisfait 1’équation suivante

mTi=priaa+(1—pmpn, 1<i<a—-1

avec les conditions aux bords

To = (1 - p>7T0 + (1 - p)ﬂ-l ; Ta = PTg_1 + PTg.

On peut facilement résoudre ’équation et montrer que nécessairement

NEEC .

1-p

On a donc unicité de la probabilité invariante. Si p = %, onam = ﬁll et la distribution
uniforme est invariante sur {0,--- ,a}, ce qui est un résultat trés intuitif. Si en revanche,
q > p (resp. g < p), alors m; décroit géométriquement vite depuis la barriére attractive 0,

(resp. depuis la barriére a si ¢ < p).

Les exemples que nous venons de développer en dimension 1 sont trés simples, mais
montrent toutefois que les calculs donnant les probabilités d’atteinte de barriéres, les
temps moyens avant d’étre piégé ou la probabilité invariante, deviennent vite compliqués.
On peut imaginer que des dynamiques plus complexes (dimension plus grande, forme
compliquée du domaine spatial, ...) peuvent amener de grandes difficultés techniques.
Nous allons maintenant introduire une approximation de ces marches aléatoires dans
des échelles spatiale et temporelle différentes, qui permettra plus facilement de faire des
calculs. Cette approximation est un processus a trajectoires continues fondamental dans
la modélisation probabiliste : le mouvement brownien.

2.2 Mouvement brownien et diffusions

Pour tout ce chapitre (mouvement brownien et calcul stochastique), nous renvoyons prio-
ritairement au livre de Karatzas et Shreve [16], mais il existe une trés grande littérature
sur le sujet.
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2.2.1 Le mouvement brownien

Considérons une marche aléatoire simple symétrique sur 7Z telle que Xy = 0. Elle saute
d’une amplitude de 'ordre d’une unité d’espace pendant chaque unité de temps. Mais
ce type de modeéle semble inadéquat dés lors que 1'on considére des mouvements treés
erratiques et qui semblent varier presque contintiment, comme les mouvements de micro-
organismes, de particules de planctons, d’insectes, de particules de pollen a la surface de
I’eau. Dans de telles situations, les échelles de taille sont trés petites et les changements de
position trés rapides. Néanmoins nous pouvons voir ces déplacements comme ceux d’une
marche aléatoire accélérée et vue de loin. Dans le paragraphe suivant, nous effectuerons
donc un changement d’échelles d’espace et de temps qui va permettre, a partir d’une
marche aléatoire, de définir 'objet limite décrivant ce type de comportement, a savoir
le mouvement brownien. Nous verrons que la bonne échelle va nous étre donnée par le
théoréme de la limite centrale. Comme nous allons faire tendre le pas d’espace et le pas de
temps vers 0, 'objet limite sera une fonction aléatoire définie sur R, et a valeurs réelles,
que 'on appelle un processus aléatoire.

Définition 2.2.1 On appelle processus aléatoire X = (Xi)i>0 une famille de variables
aléatoires indexée par R, toutes ces variables étant définies sur le méme espace de pro-
babilité (2, A, P). On suppose ici que chaque X; est a valeurs réelles.

On peut également voir ce processus comme une variable aléatoire X définie sur (2, A, P)
et a valeurs dans l’ensemble des fonctions t — x; de R, dans R.

La théorie moderne des probabilités repose sur les résultats fondamentaux de Kolmogorov
qui permettent en particulier de contruire sur cet espace de fonctions une tribu qui rend
lapplication X mesurable (et permet donc de parler de fonction aléatoire).

Kolmogorov montre également que la loi de cette variable est caractérisée par ses lois
marginales de dimension finie, définies comme étant les lois des k-uplets (X, ..., Xt ),
pour tous temps tq, ..., tg.

En reprenant les notations du chapitre précédent, nous pouvons remarquer qu’une marche
aléatoire vérifie les deux propriétés fondamentales suivantes :

e Pour tous n et k, X, x — X,, est indépendant de X,

e Pour tous n et k, X, x — X,, a méme loi que Xj.

Les accroissements de la marche aléatoire sont donc indépendants et stationnaires.

Nous en déduisons la définition suivante.

Définition 2.2.2 On dit que le processus (X, )nen, (resp. (X, t € Ry) ), est un processus
a acroissements indépendants et stationnaires (PAIS) si pour tous n,k, (resp. pour tous
s,t), la variable aléatoire X, — X, est indépendante de X,, et a méme loi que Xy, (resp.
Xy — X est indépendante de X, et a méme lot que X;.
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Nous sommes alors en mesure de définir le mouvement brownien.

Définition 2.2.3 Le mouvement brownien est un processus (B;,t € Ry) a accroisse-
ments indépendants et stationnaires, presque-sirement a trajectoires continues, et tel que
pour tout temps t fizé, By suit la loi N'(0,t) normale centrée de variance t.

Plus précisément, pour tous s,t > 0, la variable By, s — By est indépendante des variables
(B, :r <t), By =0, et de plus, la loi de l’accroissement B;.s — By est la loi normale
N(0, s). Elle ne dépend donc que de s.

Historiquement, le mouvement brownien est associé a l’analyse de mouvements dont la
dynamique au cours du temps est si désordonnée qu’il semble difficile de la prévoir, méme
pour un temps trés court. C’est Robert Brown, botaniste anglais, qui décrivit en 1827 le
mouvement erratique de fines particules organiques (particules de pollen) en suspension
dans un gaz ou un fluide. Ce mouvement trés irrégulier ne semblait pas admettre de
tangente ; on ne pouvait donc pas parler de sa vitesse, ni a fortiori lui appliquer les lois
de la mécanique. Le mouvement brownien fut introduit Bachelier en 1900 pour modéliser
la dynamique du prix des actions a la Bourse. Il fut redécouvert par Einstein en 1905 et
est devenu 'un des outils majeurs en physique et dans la modélisation probabiliste.

2.2.2 Convergence vers le mouvement brownien

Nous allons montrer dans ce paragraphe I'existence du mouvement brownien, en le construi
sant par approximation.

Fixons un intervalle de temps [0, ¢]. Nous allons effectuer un changement d’échelles d’es-
pace et de temps sur une marche aléatoire simple symétrique afin d’obtenir un objet limite
non dégénéré.
Soit (Z,), une suite de variables aléatoires indépendantes et équidistribuées, telles que
1
P(Zi=1)=P(Z, =-1) = 5
On renormalise le temps de telle sorte que les sauts aient lieu tous les temps % Il y aura

donc [nt] sauts sur Uintervalle [0,t], (ot [nt] désigne la partie entiére de nt). On étudie
alors la marche aléatoire X introduite au paragraphe précédent, accélérée comme suit :

[t
Xy =Y Z.
k=1

Notre but est d’en connaitre le comportement asymptotique, quand n tend vers l'infini.

Remarquons que comme l'individu saute tous les temps %, cette limite rend les change-

ments de position trés rapides.



30 CHAPITRE 2. POPULATIONS SPATIALES

Comme 'espérance de X,y est nulle, et que sa variance vaut [nt], la renormalisation
naturelle, pour avoir un objet probabiliste convergeant quand n tend vers I'infini, est une
échelle spatiale d’ordre in Cette approche intuitive est confirmée par le théoréme de la
limite centrale. En effet, les variables aléatoires 7, sont indépendantes et de méme loi
centrée réduite. Donc quand ¢ est fixé,

X .
Sl yen 9 N(0,1), (2.2.1)
(0]

ou N(0,1) désigne une variable aléatoire de loi normale centrée réduite. Nous pouvons
alors écrire

X Xy Vi

Vi Vi y/nt]

et en utilisant que v converge vers % quand n tend vers l'infini, nous en déduisons la

v [nd]

Proposition 2.2.4

[nt)
1 X loi

X'=— . = —er ot N(0,t 2.2.2

t \/ﬁ; k \/ﬁ Nn—00 ( ) )7 ( )

ot N(0,t) désigne une variable aléatoire de loi normale centrée et de variance t.

Remarque 2.2.5 Si nous supposions que les variables aléatoires Z; étaient de moyenne
m # 0, alors nous aurions un comportement asymptotique différent. En effet, en utilisant
la loi des grands nombres, nous aurions
X
n

Pp.S.
—ee M.

X(nt]

Ainsi, la variable aléatoire X\, serait de I'ordre n et la limite de —-= serait déterministe.

Soulignons qu’ainsi, une moyenne m > 0, aussi petite soit-elle, change le comportement
en temps long de X[,;). Cela montre que d'une certaine facon, le résultat de la proposition
(2.2.4) n’est pas trés robuste.

Remarque 2.2.6 Considérons le processus W,* défini comme étant la marche aléatoire
: n o PPN I
simple o X[ sur ﬁZ, perturbée a chaque pas par £. Alors nous aurons

]

n 9 H en lot

Wyt = Z <ﬁZk + 5) = o N(0,t) + pt. (2.2.3)
k=1

La limite est alors la somme d’une variable aléatoire normale et d’un terme déterministe.
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Nous pouvons aussi considérer ’approximation linéaire (& trajectoires continues) t — Y,"
de ¢t — X}' définie par
Xing N nt — [nt]

= Zintl+1-
\/ﬁ \/ﬁ [ t]—l—l

Proposition 2.2.7 Pour chaque t fixé,

}/;TL

Y;n _yen loi O'N(O,t)

n—o0

i = Um N

. Coae . . . L t—[nt
vers l'infini. Ainsi, la suite de variables aléatoires (= \/[ﬁ" }ZW}H)” converge en moyenne

2
Preuve. Puisque ”t_—glt] < L la quantité E ((”t_g”] Z [nt}+1) ) tend vers 0 quand n tend

quadratique et donc en loi vers 0. Par ailleurs, pour chaque n, les variables % et

nt—[nt] 7
Jn
MAP 311) pour étudier la convergence en loi de la suite Y;". Soit u € R. On a

mt+1 sont indépendantes. Nous pouvons alors utiliser le théoreme de Lévy (voir

X
X n . [nt] . nt—[nt] w2
E (™) =E (ew v ) E (ew vn ZW]“) et x 1.

Cela entraine donc que pour chaque ¢ fixé, la suite de variables aléatoires (Y,"), converge
en loi vers N(0,1). O

Nous allons maintenant étudier la dynamique des processus t — X}, qui sautent d’une
amplitude ﬁ tous les temps %, et du processus continu ¢ — Y;*. Nous allons montrer que
les deux suites de processus convergent vers la méme limite lorsque n tend vers l'infini,
et que cette limite est bien le mouvement brownien. On observe donc que la limite est
un processus a trajectoires continues en temps mais qu’il est trés fortement irrégulier. La
continuité de la limite de (¢ — X*),, n’est pas surprenante pour Y,”, ni pour X}, puisque
I’amplitude des sauts de X}* sur un intervalle de largeur % est de l'ordre de —= et tend

7n
donc vers 0 quand n tend vers 'infini.

La convergence est illustrée par les simulations données dans les pages suivantes en di-
mension 1 et dimension 2.

Nous devons définir une notion de convergence en loi pour une suite de processus stochas-
tiques (Z}',t € R), lorsque n tend vers 'infini. Il existe des définitions de convergence
fonctionnelle, qui dépassent le cadre mathématique de ce cours. Nous nous intéresserons
ici & la convergence en loi au sens des marginales fini-dimensionnelles.

Définition 2.2.8 On dit que la suite de processus (Z}*,t > 0),, converge en loi au sens
des marginales de dimension finie vers le processus (Z;,t > 0) si pour tout p-uplet
de temps t, <ty < --- <t,, le p-uplet (Z}, Z}}, -, Z{;) converge en loi, lorsque n tend vers
Uinfini, vers le p-uplet (Zy,, Zy,, -, Zs,).
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FIGURE 2.1 — marche aléatoire en dimension 1 - n=100

LD S SN |

FIGURE 2.2 — marche aléatoire en dimension 1 - n=200

Remarque 2.2.9 Comme nous l'avons vu ci-dessus, la loi d’un processus stochastique Z
est caractérisée par la loi de tous les p-uplets (Zy,, Zy,,-, Zy,). Ceci entraine donc que la
convergence en loi d’une suite de processus, au sens des marginales fini-dimensionnelles,
permet d’en caractériser la limite (en loi).

Proposition 2.2.10 Les suites de processus (X;',t > 0), et (Y;*,t > 0),, convergent en
loi, au sens des marginales fini-dimensionnelles, vers le mouvement brownien (By,t > 0).

Preuve. Nous avons montré précédemment la convergence t par ¢t. Considérons mainte-
nant une suite finie de temps ¢; <ty < --- < t,. Nous savons que les variables

n n n n n
XPXP — XP e XD - X

tp—1
sont indépendantes, et de plus,

n n 1
th - thJ - ﬁ (Z[ntjfﬂﬂ +- Z[”tﬂ)
[nt;] — [nt;] o Zpntya)1 + 0+ L)

vn [nt;] —[nt;]
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FIGURE 2.3 — mouvement brownien en dimension 1

Le premier terme du membre de droite tend vers /f; —%,_1 et le deuxiéme vers une
variable aléatoire normale centrée réduite. Comme précédemment, et puisque les coor-
données sont indépendantes, nous en déduisons que

(X7, X = Xp e X = X[ ) = (N(0,6), N(0,tg — t), -+, N(0,, — £, 1)),

tp—1 n—00

quand n tend vers l'infini. Mais alors,

XP= X0+ (X2 —XP) s o XP =X o+ (X — XD )

tp

et nous en déduisons que quand n tend vers 'infini,

(XIZ7XtZ77XZ)> _yen loi (Bt17Bt27"'7Btp)7

n—oo

oll les accroissements (By,, By, — By, , -, By, — By, _,) sont indépendants et satisfont de plus
que pour chaque t > 0, la variable aléatoire B; suit la loi normale centrée de variance
t. Il s’agit donc bien de la loi de la marginale de dimension finie du mouvement brownien. [

2.2.3 Quelques propriétés du mouvement brownien

A P’aide de la définition du mouvement brownien (Définition 2.2.3), nous pouvons montrer
les deux propriétés fondamentales suivantes, rassemblées sous la forme d’exercice.

Exercice 2.2.11 Soit (B;,t > 0) un mouvement brownien.

(i) Montrer que le processus B', tel que pour tout t > 0 B, = —By, définit un nouveau
mouvement brownien.

(i1) Montrer que pour tout ¢ > 0, le processus B€ tel que Bt(c) = %Bczt, définit un nouveau
mouvement brownien.
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FIGURE

FIGURE 2.5 — mouvement brownien en dimension 2

La deuxiéme propriété s’appelle auto-similarité. Elle justifie 'aspect fractal des trajec-
toires du mouvement brownien.

On peut également décrire le comportement en temps long du mouvement brownien grace
a la “loi du logarithme itéré” suivante.

Proposition 2.2.12 (Voir Karatzas-Shreve, Chapitre 2)

. Bt . . Bt )
Pllimsup————==1 et liminf ———=-1) =1. 2.2.4
( t—)oop V2tinlnt t=oo /2tInint ( )

Etudions maintenant les propriétés de régularité des trajectoires du mouvement brownien.
Remarquons tout d’abord qu’il n’est pas nécessaire d’inclure la continuité des trajectoires
dans la définition du mouvement brownien. On peut en effet montrer que si un processus
vérifie toutes les propriétés de la définition 2.2.3 sauf la continuité, alors il admet une
modification a trajectoires continues, au sens ot il existe une fonction aléatoire continue

W telle que P(Vt>0, B,=W,) =1.

Pour montrer ce résultat, on applique le critére suivant, appelé critére de Kolmogorov.

Théoréme 2.2.13 Critére de Kolmogorov. (Voir Karatzas-Shreve, Chapitre 2). Si
un processus X est tel qu’il existe trois constantes strictement positives «, 3, C' avec, pour
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tous t et h
E(| Xyn — Xi|*) < ORMP, (2.2.5)

alors X admet une modification presque-siirement a trajectoires continues.

Dans le cas du mouvement brownien, la variable aléatoire By, — B; est gaussienne centrée
de variance h, donc

E(|Biyn — Bi|*) = 3h%

En affinant le critére de Kolmogorov, on peut également montrer que les trajectoires du
mouvement brownien sont héldériennes d’ordre «, pour tout a < 1/2, c’est a dire que
presque strement, |W;, — W;| < C|h|* pour une constante C.

En dehors de ces résultats de continuité, les propriétés de régularité du mouvement brow-
nien sont trés mauvaises. Pour le montrer nous allons introduire la “variation quadratique
approchée” de B au niveau n, comme étant le processus

[nt]

V(B,n); = Z(Bi/n — Ba—1y/m)’, (2.2.6)

1=1

ou [nt] est la partie entiére de nt. On montre alors la

Proposition 2.2.14 Pour tout t, les quantités V(B,n), = ZEﬂ(BZ/n — Bii—1y/n)?
convergent vers t dans IL* quand n tend vers linfini.

On appelle variation quadratique du mouvement brownien cette limite et on la note (B, B); =

t.

Remarquons que cette variation quadratique est déterministe. C’est en particulier ce qui
donne un caractére intrinséque au mouvement brownien : un processus continu qui est
une martingale (cf. Définition 2.3.2) et qui a la variation quadratique ¢ est un mouvement
brownien.

Preuve. Remarquons que

E((V(B,n); —t)*) <2 (E (V(B,n)t — Mf + <M — t) 2) : (2.2.7)

n n

Chaque accroissement B;/,—B(;_1)/, aune loi normale N'(0,1/n), et donc E(V(B,n),) =
De plus, comme les accroissements (B;/, — B—1) /n)2 — 1 sont indépendants, et que

n

[nt]

n -
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E ((B,-/n — B(i_l)/n)z) = %, et E ((B,-/n — B(i_l)/n)4) = %, nous pouvons en déduire les
calculs suivants.

] ?

E{ (> (B~ Bii—tym) — In) = E <((Bz-/n — Bu-ym)’ — %) )

. n .
=1 =1

S (E ((Bi/n - B(i—l)/n)4) N (%)2>

Ainsi,
E ((V(B,n), —t)%) ~ o e 0.

Nous en déduisons que la variation quadratique du mouvement brownien sur [0, ¢] est ¢.CJ

Une conséquence fondamentale, qui montre la grande irrégularité des trajectoires du mou-
vement brownien, est la proposition suivante.

Proposition 2.2.15 Les trajectoires t — B, sont presque strement nulle part déri-
vables.

Remarque 2.2.16 Pour cette raison, on ne pourra pas définir simplement l’intégrale
fot f(s)dBs(w). Cela va justifier ultérieurement la construction de l’intégrale stochastique.

Preuve. Nous savons que la convergence dans L2 d'une suite de variables aléatoires
entraine la convergence presque-stire d’une sous-suite. Ainsi, nous déduisons de la Pro-
position 2.2.14 qu’en dehors d’un ensemble de probabilité nulle, et pour toute paire de
rationnels p, ¢, il existe une subdivision (¢;); de pas % de [p, ¢ telle que

liyrlnz (B, (w) — Btifl(w))2 =q—p.

Si nous avions |B;(w) — Bs(w)| < k|t — s| pour p < s <t < ¢, alors nous aurions

2 (g —p
Z (Bi(w) = By,_,(w))" <k* (¢ —p) sup|t; —ti | = %

. 7

1
Quand n — oo, le fait que le terme de gauche tende vers un limite finie non nulle en-
trainerait une contradiction. Les trajectoires du mouvement brownien ne peuvent donc
étre lipschitziennes sur aucun sous-intervalle [p, q] de R, . La densité de Q dans R nous
permet d’en conclure que les trajectoires du mouvement brownien sont presque nulle part

dérivables . U
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2.2.4 Propriété de Markov et mouvement brownien

Rappelons tout d’abord qu’une filtration est une suite croissante (pour l'inclusion) de
tribus , qui modélise I’évolution de I'information au cours du temps.

Soit X = (X})i>0 un processus sur un espace de probabilité (2, A, P). Comme dans le
cas discret, une filtration particuliére est la filtration décrivant 'information donnée par
le processus X.

Définition 2.2.17 On appelle filtration engendrée par X la famille croissante (FiX )0,
ot Fi¥ est la tribu engendrée par les variables aléatoires { X, s < t}, c’est-a-dire la famille
des réunions et intersections dénombrables d’événements du type {Xs € A}, pour s <t et
A borélien de R. La tribu F;* est aussi la plus petite tribu rendant ces variables { X, s < t}
mesurables.

Nous pouvons généraliser au cas continu la notion de propriété de Markov.

Définition 2.2.18 Un processus (X;,t > 0) satisfait la propriété de Markov si pour tous
s,t >0, et pour toute fonction f mesurable bornée sur R,

E(f(Xt—l—s)‘f;fX) = E(f(Xt+s)‘Xt)’ (2-2-8)

Le processus X est alors appelé processus de Markov.

La formule (2.2.8) entraine en particulier que I'espérance conditionnelle de f(X;s) sa-
chant ]-_f( est une fonction mesurable de X;. Cette fonction dépend a priori de s et de ¢.
Un cas particulier important est celui ou elle ne dépend que du temps s, c’est a dire de
I’accroissement entre ¢ et ¢ + s.

Définition 2.2.19 Si il existe une fonction mesurable bornée hs sur R, telle que
E(f(Xt+s)|f;X) = hy(X3),

le processus X est appelé processus de Markov homogéne en temps.

Dans ce cas, la loi du processus X est décrite par une famille d’opérateurs (F;), , définis
sur les fonctions mesurables bornées f par

Fif(x) = E(f(X4)| Xo = z). (2.2.9)

En effet, si 0 < s < t, et f et g sont deux fonctions mesurables bornées, on a par la
propriété de Markov

E(f<Xs) g(Xt)‘Xo = 1’) = F

‘F

2 ) [Xo =)
) [Xo =)

s
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Les marginales bi-dimensionnelles sont donc caractérisées par le semi-groupe (P,);. Il en
sera de méme des marginales d-dimensionnelles, ce qui caractérise la loi du processus.

Nous pouvons également montrer que la famille (P;); vérifie la propriété dite de semi-
groupe :

Prisf(x) = P(Pf)(x) = Po(Bif)(z) 3 Pof(x) = f(x).
En effet, de la méme fagon que ci-dessus, nous avons
Prysf(x) = E(f(Xers) | Xo = 2)
= E(E(f(Xuws) |FY) |Xo = 2)
= E(Ff(Xy) [ Xo =) = PP f)(2).

Définition 2.2.20 La famille d’opérateurs (P,); définie par (2.2.9) est appelée le semi-
groupe de transition du processus de Markov homogéne X .

Théoréme 2.2.21 Le mouvement brownien est un processus de Markov homogene, de
semi-groupe de transition donné pour f mesurable bornée sur R par

(—%) dy. (2.2.10)

exp

Puf(x) = E(f(By) |Bo = ) = / ()

Preuve. Considérons un mouvement brownien B sur (2, A, P), et (Fi)i>o la filtration
qu’il engendre. Puisqu’il est a accroissements indépendants, la variable Y := B, , — B,
est indépendante de la tribu F; et a pour loi la loi normale A/ (0, s). Ainsi pour chaque
fonction f borélienne bornée sur R,

E(f(Bits)|Ft) = E(f(Be +Y)|Fe) ~2*/% f(B, + ) du. (2.2.11)

A

Cette formule montre que conditionnellement a F;, la loi de B; ;s ne dépend pas de tout
le passé (i.e. de toutes les variables B, pour r < t), mais seulement de la valeur “présente”
B, du processus, a travers une fonction de ’accroissement s. Le mouvement brownien est
donc un processus de Markov homogeéne, de semi-groupe de transition donné par (2.2.10).
O

Notons que dans ce cas, nous avons P, f( fR p(t, z,y)dy, avec

p(t,z,y) = \/;_mexp(—%). (2.2.12)

La fonction p(t,z,.) est la densité au temps ¢t du mouvement brownien, issu de = au
temps 0.
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En utilisant (2.2.12), on peut alors montrer que si ¢ est continue, la fonction wu(t,z) =
Bip(z) = [ p(t, z,y)¢(y)dy est I'unique solution réguliere de I'équation aux dérivées par-
tielles

ou  10%u

= 392 ; u(0,x) = ¢(x), v €R. (2.2.13)

Cette équation s’appelle ’équation de la chaleur.
On peut généraliser la définition de mouvement brownien au cas multi-dimensionnel.

Définition 2.2.22 Un mouvement brownien d-dimensionnel est un d-uplet B = (B")1<;<4
de d mouvements browniens & valeurs réelles B' = (B})i>o, qui sont indépendants entre
eus.

Ce processus est encore un processus de Markov homogéne (et méme un processus a
accroissements indépendants). Son semi-groupe est alors défini pour ¢ mesurable bornée
sur R? et x € R? par

Pote) = [ o) g ool 5 do, (2214

ol ||.|| désigne la norme euclidienne et dy la mesure de Lebesgue sur R?. Comme en
dimension 1, le mouvement brownien admet une densité en chaque temps ¢t > 0, qui
permet d’obtenir la solution explicite de I’équation de la chaleur en dimension d

ou 1 _ B d
5= §Au ; u(0,z) = ¢(x), v € R (2.2.15)

Exercice 2.2.23 Dispersion de plantes ou d’animaux (cf. Renshaw [25]) .

Nous étudions ici la propagation au cours du temps d’'une population dans un espace
de dimension 2, modélisée par (X;,Y;) = D(B}, B?), ou (B}, B?) est un mouvement
brownien bi-dimensionnel. Pour chaque ¢, la dispersion peut-étre également mesurée par
les coordonnées polaires (Ry, 0;).

1) Donner la loi de R;.

2) On suppose que la population est constante et de taille N. On appelle front d’onde au
temps ¢ la valeur F'(t) du rayon polaire telle que I'on puisse trouver juste un individu a
une distance r > F'(t). Donner la valeur de F'(t) en fonction de N et t.

3) Supposons maintenant que N croit exponentiellement en fonction de ¢, au taux A > 0.
Donner la valeur de F(t) en fonction de t.

4) Ce modele est appliqué a I’étude de la dispersion de certains chénes qui ont colonisé
I’Angleterre aprés la derniére glaciation.
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Ces chénes produisent a partir de 60 ans, et pendant plusieurs centaines d’années, des
glands qui vont se disperser (en particulier grace aux oiseaux), et permettre la propagation
spatiale de 'espéce. Nous supposerons donc que I'unité de temps est une génération (60
ans). Nous souhaitons mesurer cette dispersion et supposons qu’elle répond au modéle
ci-dessus. On suppose que les premiers chénes sont apparus a la fin de I'age de glace il y
a 18000 ans et on estime a 9 x 10° le nombre de chénes matures produit par un chéne en
une génération.

Sachant que le front d’ondes a augmenté de 600 miles, trouver le coefficient de dispersion
D par génération pour cette espéce.

Réponse : 2) P(R(t) > F(t)) = + implique que F(t) = Dv2tIn N.

3) F(t) = Dtv2\.

4) D2 = 0,5, d'ott D = 0,35 miles. Comme la trés grande majorité des glands tombe
au voisinage immeédiat du tronc, cela montre le réle important que joue les oiseaux et en
particulier des geais. Un seul geai transporterait en moyenne 4600 glands par saison, et au

minimum, 5 & 6 % de la production d’un arbre serait concerné par ce mode de dispersion.
Les distances de transport semblent varier de la centaine de métres & plusieurs kilométres.

2.3 Martingales et temps d’arrét

Nous allons mettre en évidence pour le mouvement brownien une propriété fondamentale
du comportement de ses fluctuations, a savoir la propriété de martingale.

En utilisant (2.2.11), nous remarquons facilement que le mouvement brownien satisfait
les propriétés suivantes : pour tous s < t,

E(B, |F,) = B,
E(B2—t|F,) = B>—s.

s

2.3.1 Martingales

La propriété (2.3.1) satisfaite par le mouvement brownien signifie que les fluctuations
aléatoires futures du mouvement brownien a partir de tout temps ¢ sont nulles en espé-
rance, et ce quelle que soit 'information que I’on a sur son passé au temps t. La propriété
(2.3.1) va permettre de définir une classe de processus fondamentale en probabilité : les
martingales.

Notons comme précédemment par (F;); la filtration engendrée par le mouvement brow-
nien.

Définition 2.3.1 Un processus (X;,t > 0) est dit adapté a une filtration (Fy) si pour t,
X, est Fy-mesurable, c’est-a-dire que pour tout borélien A de R, ’événement {X, € A}
appartient a F,. (L’information concernant X; est contenue dans F;).
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Dans ce paragraphe, tout processus X sera supposé adapté a la filtration (F;); du mouve-
ment brownien B, ce qui signifie que les événements du type {X; € A} peuvent s’exprimer
a partir de la connaissance de la trajectoire brownienne B jusqu’au temps ¢.

Définition 2.3.2 Un processus a valeurs réelles M = (M;)i>o (adapté a (Fi)), est une
martingale si chaque variable M, est intégrable, et si

s<t = E(M|F,) =M, (2.3.3)

En particulier, U'espérance E(M;) d’une martingale ne dépend pas de ¢.

Cette notion généralise la notion de martingale a temps discret (cf. MAP 432). Toutes
les martingales auront des trajectoires qui seront au moins continues a droite et avec des
limites & gauche. (Pour le mouvement brownien, elles sont continues).

Proposition 2.3.3 Les trois processus adaptés suivants sont des martingales.
1. Le mouvement brownien B.
2. Le processus (My = B} —t ,t >0).
3. Le processus M?* défini par M} = exp(\B; — /\;t) , pour tout A € R.

Preuve. Les deux premiéres martingales le sont grace a (2.3.1) et a (2.3.2). Pour la
troisiéme, nous pouvons écrire

22
E (M, |Fs) = M} E (exp()\(Bt-‘rS — By) — ?S)) )

puisque By s — B; est indépendant of F, . Utilisant le fait que si U est une variable
N(0,0?), alors E(exp(AU)) = exp (’\22"2> , et nous en déduisons que E (M} |F,) = M.
O

Le comportement d’une martingale a 1’infini

Une des plus puissantes propriétés des martingales est le théoréme suivant, qui montre
que l'on connait le comportement qualitatif d’une martingale en temps long. Ce théoréme
a beaucoup d’applications. Nous n’en donnerons pas la preuve dans ce cours.

Théoréme 2.3.4 (c¢f. Karatzas-Shreve [16], Chapitre 1) Si M est une martingale satis-
faisant

sup E(|My]) < +o0, (2.3.4)

teRy

alors il existe une variable aléatoire My, intégrable telle que avec probabilité 1,

Mt 7 t—400 Moo 6] — 00, ‘I—OO[
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Observons que la propriété d’intégrabilité (2.3.4) n’est pas vraie pour le mouvement brow-
nien B, pour lequel E(|B,|) = 1/2t/m, ni pour le deuxiéme exemple de la Proposition 2.3.3,
pour lequel E(|M,|) = ct pour une constante ¢ > 0, tandis qu’elle est vraie pour le troi-
siéme exemple. En effet, E(|M}|) = E(M}) = 1.

On peut de plus montrer dans ce dernier cas, en utilisant la loi du logarithme itéré (énoncée
en Proposition 2.2.12), que M2 = 0si A # 0, et que par ailleurs, M2 = 1si A = 0, puisque
MY = 1 pour tout ¢. Ainsi, I'é¢galité (2.3.3) est clairement fausse quand ¢ = oo, sauf dans
le cas ou A = 0.

Une importante question est alors de savoir quand 1’égalité (2.3.3) reste vraie pour ¢ = co.
Comme nous 'avons vu grace a 'exemple 3, les hypothéses doivent étre strictement plus
fortes que I'hypothese d'intégrabilité sup,cg, E(|M;|) < +o0o. Nous nous contenterons de
la réponse partielle suivante.

Théoréme 2.3.5 (c¢f. [16], Chapitre 1) Si la martingale M est bornée, au sens ot il
existe K > 0 tel que

Vw, Vi, [My(w) <K, (2.3.5)
alors

Remarque 2.3.6 Il est en revanche facile de montrer que si Y est une variable aléatoire
intégrable, alors le processus M défini par M; = E(Y|F;) est une martingale vérifiant
la propriété (2.3.4). Cela s’applique pour Y 'indicatrice d’un événement qui est toujours
intégrable. Supposons par exemple que la taille d'une population au temps ¢ soit représen-
tée par un processus de markov X; et que Y soit l'indicatrice de I’événement "Extinction
de la population", c’est-a-dire I'événement {lim;,., X; = 0}. Alors, si u(x) désigne la
probabilité d’extinction quand la population initiale est de taille x, nous en déduirons par
la propriété de Markov que M; = u(X;) est une martingale.

2.3.2 Le théoréme d’arrét

Comme dans le cas discret, les temps d’arrét jouent un role trés important en théorie des
probabilités. Nous allons montrer ici que la propriété de martingale s’étend sous certaines
hypotheéses aux temps d’arrét, dont la définition est la méme que dans le cas discret.

Définition 2.3.7 Etant donnée une filtration (F;), une variable aléatoire T € [0, 00] est
un temps d’arrét si l'événement {T <t} appartient a F; pour tout t > 0.

En dehors des temps constants, ’exemple fondamental de temps d’arrét est le temps
d’atteinte d’un ensemble borélien A par un processus adapté X, défini par

Ty =inf{t > 0; X, € A}
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(avec la convention inf () = 400). Méme si la preuve que T4 est un temps d’arrét est
délicate, 'intuition est simple : on n’a besoin que de la connaissance de la trajectoire de
X (w) jusqu’au temps ¢ pour savoir si Ty (w) < t.

Ce raisonnement permet de comprendre aussi pourquoi, en revanche, le dernier temps
avant un temps fixé s on X visite A, défini par S = sup{t < s, X; € A} (ou sup® = 0)
n’est pas un temps d’arrét. En effet, I'événement {w, T'(w) < t} est dans F, mais pas dans
F : il dépend de toute la trajectoire de X (w) jusqu’au temps s.

Le théoréme d’arrét

Soit M une martingale. La propriété (2.3.3) peut facilement étre étendue aux temps
d’arrét bornés.

Théoréme 2.3.8 Soit M une martingale et (F,) la filtration qu’elle engendre. Si S et T
sont deux temps d’arrét bornés, alors

E(Mr) = E(Ms). (2.3.6)
En particulier, si'T" est un temps d’arrét borné, on a

E(My) = E(M). (2.3.7)

Observons que (2.3.7) est fausse si 1" n’est pas borné. Par exemple si M = B est un
mouvement brownien et si 7' = inf{t: M; = 1} , alors E(My) =0 < E(M7) =1 . Dans
ce cas, le temps aléatoire T est presque stirement fini, mais n’est pas borné et a méme
une espérance infinie (voir (2.3.10)).

En revanche, dans le cas d’une martingale bornée ( vérifiant (2.3.5)), on a le

Théoréme 2.3.9 Si M est une martingale bornée, alors (2.3.6) et (2.3.7) ont lieu pour
tous temps d’arrét S et T.

Remarquons que 'on peut considérer des temps d’arrét qui peuvent prendre la valeur
infinie, pourvu que l'on pose My = M, sur 'ensemble {T" = co}.

On peut facilement déduire du Théoréeme 2.3.8 la proposition suivante.

Proposition 2.3.10 Considérons une martingale M et un temps d’arrét T. Alors le
processus M7 défini par M}F = Mine,ry est une martingale, appelée martingale arrétée
au temps T
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2.3.3 Applications au mouvement brownien

Définition 2.3.11 Soit X un processus de Markov homogéne. Comme dans le cas discret,
on dit que X est fortement markovien si pour tout temps d’arrét T, sur {T < oo},
conditionnellement a ["information sur la trajectoire jusqu’au temps T et sur [’ensemble
{T < o0}, la loi de X144 dépend seulement de Xr .

En général, la plupart des processus homogénes sont fortement markoviens.

Le mouvement brownien est fortement markovien.

Théoréme 2.3.12 (voir [16], Chapitre 2) Le mouvement brownien est fortement mar-
kovien. De plus, si T est un temps d’arrét, alors sur l’ensemble {T < oo}, le processus
B! = Br.s—Br est encore un mouvement brownien, indépendant de la trajectoire jusqu’au
temps T'.

Calcul de la loi du temps d’atteinte d’un point.

Soit B un mouvement brownien, et introduisons pour a > 0 le temps d’arrét
T, =inf{t: By =a}.

Considérons la martingale M} = exp(AB; — /\;t) pour un A > 0 arbitraire, et N =
(M*)Te | qui est la méme martingale, arrétée au temps T,. On a donc 0 < N, < e | ce
qui entraine que N est bornée. Nous pouvons donc appliquer (2.3.7) a la martingale N et
au temps d’arrét Ty, ce qui donne E(Nr,) = E(Ny) = 1. Puisque N7, = exp(Aa — ’\;Ta),
et en posant ¥ = A?/2, nous obtenons

E(e o) = ¢ V%, (2.3.8)

ce qui donne la transformée de Laplace de la variable T,. Cette transformée de Laplace
peut étre inversée, ce qui montre que 7, admet une densité sur R, donnée par

a —a
faly) = N Yy >0, (2.3.9)

La loi de T, s’appelle une loi stable d’indice 1/2. En particulier on en déduit que

P(T, <o0)=1 et E(T,) = cc. (2.3.10)

Ces résultats peuvent étre obtenus simplement a partir de (2.3.8), le premier en faisant
tendre ¥ vers 0 et le deuxiéme en dérivant par rapport a ¢ et en faisant tendre ¢ vers 0.

Des formules similaires existent avec —a au lieu de a, par symétrie du mouvement brow-
nien. Le processus —B est encore un mouvement brownien, et le temps d’atteinte de a
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par —B est égal au temps d’atteinte de —a par B.

Considérons maintenant a > 0 et b > 0, et soit 7' = min(7,,7-;). D’aprés (2.3.10), nous
avons P(T" < co) = 1. Par ailleurs, la martingale arrétée M; = Bpy(r,) est bornée, et on
peut donc appliquer (2.3.7) au temps 7. Cela entraine que

0 = E(M) = EMy) = aP(T=T,)—bP(T =T.,).

Mais {T =T,} ={T, < T_p} et {T =T_,} ={T_, < T,}, de telle sorte que finalement,
nous pouvons calculer les probabilités de sortir par I'une ou 'autre borne de I'intervalle
| —b,al.

Proposition 2.3.13 Le probléme de la double sortie de l'intervalle | — b, a| pour un mou-
vement brownien issu de 0 est résolu par

b a
— . P(T,<T,) = .
a+b T <T) = o

P(T, < T_p) = (2.3.11)

Le principe de réflexion.

Introduisons le processus continu croissant S; = sup,., B, . Ce processus et les temps
d’arrét T, sont inverses I’'un de 'autre dans le sens ot
{T, <t} ={S; > a} , et donc

T, =inf{t;S; > a} et S;=inf{a,T, > t}.
La propriété de Markov forte permet de montrer le principe de réflexion.
Proposition 2.3.14 Pour a > 0,

P(S, >a)=P(T, <t) = 2P(B,>a) = P(|B,|>a) = 2(1-3(-%)), (2.3.12)

a
Vi
ou ® désigne la fonction de répartition de la loi N'(0,1), définie par ®(t) = P(U < t) si
U est une variable normale centrée réduite.

Preuve. Le nom de ce résultat vient de I’argument heuristique suivant. Parmi les trajec-

toires qui atteignent a avant le temps ¢, “une moitié¢” sera supérieure & a au temps ¢. En
)

effet,

P(T, <t) =P(T, <t,B, >a)+P(T, <t B <a).

Mais P(T, < t,B; > a) = P(B; > a). Par ailleurs, par la propriété de Markov forte et
par symétrie du mouvement brownien, on a

P(T,<t,By<a) = E(T,<t,E(B; <alFr,))
P(T, < t,E(B,_r, < a|B, = a))

t
1
- / E(B,-. < a|Bo = a) P(T, € ds) = JP(T, < 1)
0
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Nous en déduisons le résultat. U

Récurrence du mouvement brownien.

uisque o) = 1, et de nouveau a cause de la propriété de Markov forte, nous
P P(T, < 1, et d de 1 té de Markov forte,
pouvons facilement vérifier la récurrence du mouvement brownien.

Proposition 2.3.15 Avec probabilité 1, pour tout t > 0, le processus B wisite infiniment
souvent chaque nombre réel a aprés le temps t.

2.3.4 Applications aux temps d’atteinte de barriéres

Comme dans le cas des marches aléatoires nous allons nous intéresser & des barriéres
absorbantes ou réfléchissantes.

Barriére absorbante en 0

Revenons a ’exemple du plancton et considérons maintenant la modélisation de son dé-
placement en temps continu. Soit z > 0. La particule de plancton est issue de x > 0 (la
position 0 est le fond de la mer) et diffuse verticalement suivant un mouvement brownien.
On suppose que la surface est a la hauteur a du fond, et dans un premier temps nous
supposerons que a = +00, c¢’est-a-dire que la profondeur est suffisamment grande par
rapport a la taille de la cellule pour que son déplacement soit considéré comme possible
sur tout R, . Le fond de la mer est recouvert de moules, et la particule est absorbée dés
qu’elle touche le fond (comme dans le cas discret que nous avons étudié précédemment).
Cherchons le temps moyen de capture d’un individu issu d’une profondeur x > 0. Avant
d’étre absorbé, I'individu suit un mouvement brownien issu de x, défini par X; = = + B;.
On note encore Ty = inf{t : X; = 0}, et 'on souhaite calculer le temps moyen d’absorption

En adaptant la preuve précédente, nous obtenons immeédiatement que

m(x) = +o0.

Supposons maintenant que la surface de la mer soit a la hauteur a > 0 et que la cellule est
aussi absorbée a la surface, si elle y parvient (nappe de pétrole, pollution, baleine). Cette
cellule va alors se déplacer suivant un mouvement brownien issu de = € [0, a], absorbé en

0 et en a. Ainsi, dans ce cas,
m(z) =E(Ty ANT,).

Notons T' = Ty A'T,. Le processus XT = X ar est une martingale issue de x, bornée par
0 et a. C’est donc une martingale bornée. Nous pouvons alors appliquer un raisonnement
analogue & ceux du paragraphe précédent. Nous obtenons que

E(Xr) = a P(X7 = a) = a P(T, < Ty) = E(Xp) = .
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Ainsi,
P(T, <Ty) =2 : P(Ty<Ty)=1-2,
a a

puisque le processus est récurrent et que donc P(7T" < oo) = 1. On peut alors utiliser
la martingale B? — t pour trouver l'espérance de T. Nous savons que B? — t est une
martingale. Toutefois elle n’est pas bornée pour ¢ < 7. En revanche nous allons pouvoir
appliquer le théoréme d’arrét au temps d’arrét T' A k, pour k un entier quelconque fixé.
Le processus B2, — (t AT A k) est une martingale bornée. Nous obtenons alors

E(Xp)?) = o2 +E(TAK)
= &’ P(T, < Ty, Ty < k) + E((Xy)*Le<r).
Mais nous savons que P(T" < oo) =1, d'ol
E(X)*1p<r) < a®P(k < T),

et cette derniére quantité tend vers 0 quand k tend vers I'infini. Ainsi, quand £ tend vers
I'infini, nous obtenons que

a® P(T, < Tpy) = 22 + E(T)
d’ott finalement la

Proposition 2.3.16 L’espérance du temps de sortie de |0, a| par un mouvement brownien
1ssu de x est donnée par
E(T) = z(a — x).
De plus,
ala — )

E(T,|T, < Ty) = 5 ;

axr
E(T0|T0 < Ta) = 7

Supposons maintenant que la surface de la mer est a la hauteur a et que la cellule de
plancton se réfléchit naturellement a la surface. Elle va alors se déplacer suivant un mou-
vement brownien issu de x, absorbé en 0 et réfléchi en a. Mais si le mouvement brownien
atteint a avant 0, alors aprés réflexion il va se comporter comme un nouveau mouvement
brownien issu de a et indépendant du précédent allant dans le sens inverse (principe de
réflexion). Pour ce deuxiéme mouvement brownien, la probabilité d’atteindre 0 en partant
de a va alors étre la méme que la probabilité d’atteindre 2a pour le premier (en partant
de a). Nous allons adapter les calculs du cas précédent en remplagant a par 2a. Ainsi,
dans ce cas,
m(l’) = E(Tg A TQG‘XO = LU),

o 0 < z < a. On aura

P(Ty, < Tp) = 2% L P(Ty < Toa) = 1 — 2‘”—&
et par conséquent la

Proposition 2.3.17 L’espérance du premier temps d’atteinte de O par un mouvement
brownien issu de x et réfléchi en a est donné par

m(x) =E(T) = z(2a — ).
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2.4 Intégrales stochastiques et équations différentielles
stochastiques

Nous avons vu a la Remarque 2.2.5 que certaines normalisations de marches aléatoires
pouvaient conduire a des processus de type t — put+ 0By, somme d’un processus déter-
ministe et d’'un processus aléatoire. Si p # 0, le premier terme, appelé terme de dérive,
peut étre vu comme un terme de tendance centrale et le terme brownien, appelé terme de
diffusion comme une perturbation aléatoire. Dans le cas de la particule de plancton, ce
déplacement peut modéliser I’évolution d’une particule dont la vitesse est bt en moyenne,
avec des perturbations aléatoires de variance o2. Nous allons ici généraliser ce type de
processus.

Supposons que le déplacement de la particule de plancton dépend de I’hétérogénéité de la
colonne d’eau dans laquelle elle évolue. Par exemple, la température de ’eau, la pollution
peuvent avoir une influence sur la vitesse (le plancton peut se déplacer plus vite en eaux
chaudes et ralentir si la température baisse). Cette hétérogénéité va se traduire par le fait
que les coefficients b et o vont dépendre de la position spatiale ol se trouve le plancton.
Nous allons développer cette idée.

Usuellement, quand les fluctuations aléatoires sont inexistantes ou extrémement petites,
la description du mouvement d’une particule est décrite par la solution d'une équation
différentielle ordinaire, de type

d,’lﬂ't = b(flft)dt

Supposons que le mouvement soit perturbé par une composante aléatoire importante.
Comme nous 'avons vu ci-dessus, nous pouvons modéliser 1'alea des fluctuations d’une
particule évoluant comme une marche aléatoire sur le temps infinitésimal d¢ par un mou-
vement brownien. Si nous supposons de plus que 1’écart-type des fluctuations dépend de
la position de la particule au temps ¢, le mouvement aléatoire de la particule sera une
fonction aléatoire t — X, solution d’une équation de la forme

Une équation de ce type est appelée équation différentielle stochastique. On pourrait
croire que c’est une généralisation d’une équation différentielle ordinaire mais en fait, elle
ne peut pas avoir le méme sens, puisque nous avons vu que les trajectoires browniennes
ne sont nulle part dérivables (cf. Proposition 2.2.15).

Si nous supposons que la condition initiale est une variable aléatoire X, une solution de
(2.4.1) est par définition la solution de I’équation intégrale

t t
X, = Xo + / b(X,)ds + / o(X,)dBs,. (2.4.2)
0 0

Un probléme majeur est de donner un sens a l'intégrale fot 0(X;)dBs, qui va étre une inté-
grale de nature différente d’une intégrale de Riemann. Cette intégrale, appelée intégrale
stochastique, a été construite par Itd en 1944 (donc trés récemment).
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2.4.1 Intégrales stochastiques

Nous souhaitons donner un sens a l'intégrale f(f H,dB, quand B est un mouvement brow-
nien et H = (H;);>0 un processus dont les propriétés sont a préciser. Une telle intégrale
porte le nom d’intégrale stochastique, ce qui permet d’insister sur le fait que cette
intégrale n’est pas une intégrale usuelle, prise pour chaque valeur de w, mais une limite
dans L2,

Nous nous limiterons essentiellement & des intégrants H qui sont continus en la variable
t. L’idée naturelle est d’obtenir fot H,dB, comme limite de sommes de Riemann

[nt]

I(H, n)t = Z H(i—l)/n(Bi/n - B(i—l)/n)~ (243)

i=1

La variable B/, — B(_1)/, est d’ordre 1/ V/n , car elle est centrée et de variance 1/n |
et donc H(;_1y/n(Bim — B(i—1)/n) est également d’ordre 1/y/n . La taille de I(H,n),

devrait donc étre +/n . Mais dans ce cas, les variables I(H,n); ne pourront en général pas
converger. (Cela est cohérent avec le fait que les trajectoires de B sont & variation infinie).

Pourtant, une sorte de “miracle” a lieu, quand on suppose de plus que le processus H est
adapté a la filtration du mouvement brownien. (La méme sorte de miracle est déja arrivée
lors de la convergence de la marche aléatoire symétrique renormalisée vers le mouvement
brownien - Proposition (2.2.4) - qui correspondrait ici & H = 1). Par simplicité, on
supposera aussi que ce processus H est borné par une constante, mais cette hypothese
peut étre allégée.

Dans ce cas, la variable

Y(n,t) = Hi—1ym(Bim — Bu-1y/n)
satisfait E(Y (n,9)[F-1)/n) = 0 et E(Y (n,)*|Fnym) = HE ), /n < C?/n, de telle
sorte que I(H,n), = Zyﬂ Y (n,i) est centré, de variance

[nt]

> E(Y(n,i)?) < C*t.

i=1
II n’est alors pas totalement déraisonnable de penser que la suite [(H,n), converge, et

effectivement on peut montrer le théoréme suivant.

Théoréme 2.4.1 Soit H un processus borné, continu et adapté a la filtration du mouve-
ment brownien B. Alors, la suite

[nt]

I(H,n), = Z Hi—1ym(Bi/m — B(i—1)/n)

1=1
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converge dans L2, quand n tend vers linfini, vers une limite, notée

t
/ H.dB,
0

et appelée 'intégrale stochastique de H par rapport & B sur l'intervalle [0, 1].

Remarque 2.4.2 Si H n’est pas adapté, les sommes de Riemann ne convergent pas
en général. Si on remplace H(_1)/n(Bi/m — Bii-1)/m) pPar  Hym i (Bi/m — B—1y/m), avec
(1t = 1)/n < t(n,i) < i/n, comme il est possible de le faire pour les approximations par
les sommes de Riemann pour les intégrales usuelles, la suite associée I(H,n); ne converge
pas nécessairement, et si elle converge, la limite peut étre différente de f(f H,dB,.

Propriétés de ’intégrale stochastique

Théoréme 2.4.3 (c¢f. [16], Chapter 3) Soit H et K des processus bornés, continus et
adaptés.

1. Pour tous réels a, 3, f(f(osz + BK,)dBs = af(f H, dB, + ﬁf; K, dB;.

2. Le processus M défini par M; = f(f H, dB, est une martingale continue de carré
intégrable, nulle en 0, et donc d’espérance nulle.

3. Si de plus, Ny = fot K, dB,, on a

t
M,N, — / H,K, ds (2.4.4)
0

est une martingale continue nulle en 0. On a donc

E(M,N,) =E ( /0 t H,K, ds) . (2.4.5)

En particulier, on a l'isométrie fondamentale

E(M2) =E ((/Ot H, st)2> ~E (/Ot H? ds) . (2.4.6)

2.4.2 Equations différentielles stochastiques (EDS)

Définition 2.4.4 Soit B un mouvement brownien sur un espace de probabilité, et
(Fi)i>o la filtration qu’il engendre. Les coefficients b et o, de méme que la condition
initiale xo € R, sont donnés. Nous appelons solution de I’équation différentielle stochas-
tique (EDS) (2.4.1) tout processus X, continu, adapté a la filtration (F;),, et vérifiant
(2.4.2).
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Observons que l'adaptation de X est nécessaire pour que l'intégrale stochastique dans
(2.4.1) ait un sens.

Cherchons des conditions suffisantes pour avoir existence et unicité d’une solution.

Pour le cas purement déterministe d’une équation différentielle ordinaire, de la forme
dX; = b(X,)dt, Xo = xp, (2.4.7)

ou la fonction b et la condition initiale zo sont données, un résultat classique (le théoréme
de Cauchy-Lipschitz) énonce que (2.4.7) admet une et une seule solution dés que b est
lipschitzienne. Pour I'EDS (2.4.1), on peut prouver essentiellement le méme résultat.

Théoréme 2.4.5 (cf. [16], Chapitre 5) Si les coefficients b et o sont lipschitziens et si la
condition initiale Xy est dans L2, alors pour tout T > 0, il existe une et une seule solution
X dans Uespace L7, = {X,E(sup,<p | X;|?) < oo}, a 'EDS

t t
Xt:X0+/ b(Xs)ds+/ o(X,)dB,.
0 0

Définition 2.4.6 Le processus X est appelé un processus de diffusion.
Le coefficient o(X;) est appelé coefficient de diffusion et b(Xy) coefficient de dérive de X.

L’argument de la preuve consiste essentiellement en un théoréme de point fixe dans 2.

Remarque 2.4.7 Nous avons défini une EDS en dimension 1 mais cette notion peut se
généraliser en dimension d, avec b(x) un vecteur de R, o(z) une matrice de R? x R? et
B un mouvement brownien d-dimensionnel.

Remarque 2.4.8 1) L’unicité est comprise au sens trajectoriel : si X et X’ sont deux
solutions, alors P(X; = X pour tout ¢) = 1, et non pas (seulement) au sens ou les lois
des deux trajectoires sont identiques.

2) Le fait que I'on obtienne une solution dans un espace de type IL? n’est pas surprenant :
c’est en effet dans ce cadre que I'on a développé le calcul stochastique.

Comme pour les équations différentielles ordinaires, 'hypothése de lipschitzianité des
coefficients est suffisante, mais pas nécessaire, pour obtenir 1’existence et 'unicité de la
solution. Par exemple, on a le résultat plus fort suivant, spécifique a la dimension 1.

Théoréme 2.4.9 (cf. [16] Chapitre 5) Si
[b(z) = b(y)| + |o(x) = o(y)]* < Clo —yl, (2.4.8)
alors il existe une unique solution a I’EDS.

Ici, 0 n’est plus supposée lipschitzienne, mais seulement holdérienne de rapport 1/2.
Nous verrons plusieurs exemples d’équations de ce type dans les chapitres suivants, avec

o(x) =+/xouo(x)=+/z(l —z).
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2.4.3 Propriété de Markov

Dans toute la suite, nous supposerons l'existence et I'unicité d’une solution a I'EDS (2.4.1).

Théoréme 2.4.10 Le processus X, solution de I’EDS (2.4.1) est un processus de Markov
homogéne. C’est méme un processus fortement markovien.

Preuve. Fixons un temps fixe 7. Nous considérons 'EDS suivante,
dX] = b(X]) dt +o(X})dB, X, = X, (2.4.9)

ott Bl = By, — Br. Le processus BT est encore un mouvement brownien, indépendant
du passé avant T, et donc indépendant de Xr. Les coefficients dans I’équation (2.4.9)
étant lipschitziens, la solution X’ existe et est unique.

Définissons maintenant un nouveau processus X" par X, = X;sit < T et X;' = X, _ si
t > T. Clairement, au vu de (2.4.9), X" satisfait I’équation (2.4.2). Ainsi, par l'unicité,
on obtient X" = X et Xry = X] sit > 0.

Il s’en suit que la variable aléatoire X1, dépend seulement de Xy et de BT, et la loi
conditionnelle de Xp,; sachant que Xp = x sera égale a la loi de X, , quand la
condition initiale est Xy = z. Nous en déduisons alors que X est un processus de Markov
homogeéne.

Nous pouvons reproduire 'argument précédent en prenant comme temps 7" un temps
d’arrét fini au lieu d’un temps fixe, et nous obtenons aussi la propriété de Markov forte

pour X. 0

Dans la suite, nous noterons (P;)o<; le semi-groupe de transition de la solution X de ’'EDS
(2.4.1), satisfaisant pour toute fonction continue bornée f que

Bif(x) = E(f (X)) Xo = ).

Sous certaines hypothéses, on peut montrer que la loi de X; sachant que Xq = x admet
une densité.

Théoréme 2.4.11 Si o(x) > 0 pour tout x, alors pour tout t > 0, il existe une fonction
(z,y) = p(z,y) sur R x R, telle que Pif(z) = [pi(x,y)f(y)dy, (et ceci méme si la
condition initiale est déterministe).

Cet effet de régularisation est di au mouvement brownien.

2.4.4 Exemples d’équations différentielles stochastiques en biolo-
gie et écologie

Voici quelques exemples de modéles développés trés récemment en recherche en mathé-
matiques pour la biologie.
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1 - Evolution d’un virus dans une cellule (cf. [20]). Ce modéle est utilisé pour comprendre
les premiers stades de I'infection virale ot le virus entre dans la cellule et s’infiltre jusqu’au
noyau. Le mouvement du virus comporte une succession de phases balistiques le long de
microtubules (les autoroutes de la cellule) et de phases de diffusion pour passer d'un
microtubule & l'autre. Le virus est absorbé dés qu’il arrive dans le noyau. La dynamique
du virus peut étre résumée par I’équation de diffusion

dXt = b(Xt)dt + V 2D dVVt,

plus un terme de dégradation du virus au cours du temps.

2 - Déplacement d'un poisson (cf. [5]). Dans ce modéle, on identifie la mer a une surface.
Le mouvement du Poisson est décrit en utilisant trois variables : la position X € R2,
la vitesse angulaire # € R et la courbure K € R. La dynamique est aléatoire et suit le
systéme d’équations différentielles suivant.

dXt = T(et, Kt) dt,
det == Kt dt,
th = —Kt dt“— V 20{ dBt

Des simulations de ce modéle donne la figure 3.2.5, qui représente la trajectoire ¢ —
(X}, X?) aveca=1et 7(0,K) = #‘K' (cosf,sinf).

3 - Agrégation de fourmis. L’agrégation est un phénomeéne trés important pour expliquer
la dynamique des populations. Elle concerne des populations de tous types : colonnes de
fourmis, bancs de poissons, amas de cellules cancéreuses, interactions sociales. Dans [4],
[22], on trouve un modeéle d’aggrégation de fourmis. Un point de vue lagrangien consiste
a considérer chaque fourmi séparemment et & modéliser 'intégralité de son mouvement
par une EDS. On a N fourmis de positions (X},..., X}¥) au temps ¢. La position de la
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k-iéme fourmi satisfait
dX} = H(X}!,..., XN)dt+on(X}, ..., XY)dBE.

Les mouvements browniens B* sont indépendants. La fonction H doit modéliser la forte
attraction chimique qui pousse les fourmis a se former en colonnes.

2.4.5 Formule d’Ito

Quand t — z(t) est une fonction réelle, continue et a variation finie, la formule d’intégra-
tion par parties implique que pour toute fonction f continiment dérivable, on a

fa(t) = f(x(O))-%(/g F'(a(s))da(s). (2.4.10)

Celle-ci devient fausse quand la fonction x est remplacée par un mouvement brownien B.
En effet, si (2.4.10) était vraie, en prenant f(z) = x?, on obtiendrait B? = QfOt B,dB;
et, puisque le processus défini par l'intégrale stochastique est encore une martingale, on
pourrait en déduire que B2 est une martingale. Or, on a vu au paragraphe précédent que
la variation quadratique de B au point t est égale a ¢, et donc le processus B2 —t est aussi
une martingale. Par différence, le “processus” t devrait alors étre une martingale, ce qui
est évidemment faux.

Ainsi (2.4.10) est fausse pour le mouvement brownien. Pour obtenir une formule juste, on
doit ajouter un terme de plus et supposer plus de régularité sur f.

Théoréme 2.4.12 (Formule d’Ito). (cf. [16], Chapitre 3). Considérons X solution de
IEDS (2.4.2). Soit f est une fonction de classe C?, alors on a

FX0) = 10+ [P+ [ Fe0eB ) [P0t ds
(2 4.11)
ot f" est la seconde dérivée de f.

La formule d’It6 appliquée au mouvement brownien X = B et & f(x) = 2? donne
t
B} = t+ 2/ B, dB,, (2.4.12)
0
et nous retrouvons ainsi la propriété que B? — t est une martingale.

La formule d’'It6 est fondamentale et extrémement utile. Elle nous permet en particulier
de montrer les liens entre solution d’'une EDS et solution d'une équation aux dérivées
partielles, liens qui nous seront utiles pour faire des calculs explicites liés & ces diffusions.
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2.4.6 Générateur - Lien avec les équations aux dérivées partielles

Soit X la solution de 'EDS (2.4.1). Pour toute fonction bornée de classe C* a déri-
vées bornées, le processus [ f/(X;)o(X,) dB; est une martingale. En effet, comme
E(sup,«r | Xi|?) < oo et o lipschitzienne, ce processus est de carré intégrable. Nous en
déduisons alors, en prenant 'espérance de chaque terme dans (2.4.11) que

BUX0) = BUC) + [ B (7000 + (X017 ) d.

On aura donc
! ! 1 2 ¢l
Ptf(z):f(l")*'/o Py <fb—|-§0f)(z)ds.

On peut en particulier montrer que si f est suffisamment réguliére, la fonction t — P, f(x)
est dérivable en 0 pour chaque x, et I'on définit le générateur infinitésimal A en posant

Af(z) = lim Rifle) = fl@) _ F'(x)b(x) +10—2(gg) f(x). (2.4.13)

t—0,t>0 t 2

On obtient alors ’équation dite équation progressive :

d

SRS () = PAAS) @)

De plus, si la loi de X, issu de = admet une densité p,(x,y), nous aurons alors que

fpedy = 1@+ [ (7w + 22w W) s ydyds
/ [L( 0w

= @+ [ 1) [ (=5 00ne) + e W) dsdn

pour f & support compact, en utilisant une intégration par parties. Nous en déduisons
que (p¢(z,.)) est solution faible de I’équation aux dérivées partielles, appelée équation de
Fokker-Planck : pour tout x,

2

%(t, T,y) = — %(b(y)pt($, y)) + %;—yQ(az(y)pt(x, Y)). (2.4.14)

Par la propriété de Markov, on a comme dans le cas brownien,

Pt-i—s.f - Ps(Pt.f)

En dérivant par rapport a s puis en prenant s = 0, on obtient alors une deuxiéme équation,
dite équation rétrograde :

d

SR (@) = AP @),



56 CHAPITRE 2. POPULATIONS SPATIALES

Ainsi, dans le cas d’une densité, nous en déduisons que
t
Pf@) = fla)+ [ AR @s
0

= s+ [ v 2 ([ ntefwi) + 3020 o ([ rtensw).

On en déduit que pour tout y,

8

ap 0 1 &

ot (t>$ay) = b(l’) a_xpt(zay) + 50'2(113') @pt(l’ay)' (2415)

2.4.7 Applications aux temps d’atteinte de barriéres

Plagons-nous pour simplifier dans le cas d’un processus de diffusion X solution de 'EDS
(2.4.1) avec un coefficient de diffusion ¢ minoré par un nombre strictement positif. On peut
alors montrer, comme dans le cas du mouvement brownien, que le processus de diffusion
X est récurrent. Il est intéressant du point de vue des applications (voir Paragraphe 2) de
savoir comment le processus se comporte quand il évolue dans un intervalle borné, suivant
son comportement & la frontiére de cet intervalle.

Nous allons en particulier reprendre dans ce cadre les problémes d’atteinte de barriéres
absorbantes et réfléchissantes. Nous savons que, grace a la propriété de récurrence de la
diffusion, et si le processus part de x €]0,a[, il atteindra presque-siirement le bord de
'intervalle [0, a.

Barriéres absorbantes

Supposons que la diffusion se comporte comme précédemment & I'intérieur de I'intervalle
[0, a], mais qu’elle reste absorbée dés qu’elle touche le bord. Comme précédemment, nous
notons Ty et T}, respectivement les temps d’atteinte de 0 et de a pour ce processus de
diffusion absorbé. Nous savons donc que

Py (Ty AT,) = 1.

Une question importante est de savoir quelle est la loi du temps d’atteinte d’'un bord et
quel bord il atteindra. Nous introduisons pour z € [0, a] les quantités

@(x,a) =P (T, > 1) 5 qoolz,a) =P (T, > Tp).
Remarquons que P, (T, > t) =P, (X; < a) = P,f(x) avec f(y) = 1 <q.

Sans rentrer dans les détails techniques, on peut montrer que ¢, (z,a) est solution de
(2.4.15), avec les conditions aux bords qo(z,a) = 1 si © # a, q(a,a) = 0, ¢(a,a) = 0,
¢:(0,a) = 1.
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En faisant tendre ¢ vers I'infini, on obtient que

oo (T @)

est solution de

) () + 3% (@) (2) = 0,

avec les conditions aux bords ¢(0) =1 ; ¢(a) = 0.

Nous sommes alors amenés a trouver la solution d’une équation différentielle ordinaire.

Barriéres réfléchissantes

Nous supposons maintenant que le processus part de z € [0, a], évolue comme la diffusion
a l'intérieur de l'intervalle et est réfléchi instantanément quand il atteint le bord. Comme
dans le cas de la marche aléatoire, on a l'intuition que le processus va évoluer indéfini-
ment dans l'intervalle en se stabilisant quand le temps tend vers I'infini. Nous voulons
en chercher la loi invariante. Celle-ci va étre limite de la loi de X; quand ¢ tend vers
I'infini. En adaptant les résultats de la section 2.3.5, nous pouvons montrer que la loi du
processus réfléchi en 0 et en a est solution de I'équation de Fokker-Planck (2.4.14) avec
les conditions de Neumann aux bords (%pt(:c, 0) = %pt(:c, a) = 0.

Si l'on fait tendre ¢ vers l'infini, nous obtenons que la densité limite est solution de
I’équation différentielle ordinaire

2 0al) = 3 250" Walo),

avec les conditions aux bords ¢'(0) = ¢'(a) = 0.

Nous pouvons alors résoudre cette équation et obtenir la mesure invariante du processus.
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Chapitre 3

Dynamique des populations

Le hasard des événements viendra troubler sans cesse la marche lente, mais régquliére de
la nature, la retarder souvent, l'accélérer quelquefois. Condorcet (1743 - 1794), Esquisse
d’un tableau historique des progrés de 'esprit humain.

Les processus de vie et de mort et les processus de branchement sont des modéles fonda-
mentaux en dynamique des populations. Nous souhaitons ici étudier, a travers certains
modeéles probabilistes, les variations, la croissance, ou 'extinction d’une population. De
nombreux domaines de biologie sont concernés par ces modeéles : biologie des populations,
cinétique des cellules, croissance bactériologique, réplication de ’ADN. Les questions po-
sées sont les suivantes : pourquoi les extinctions de familles, de populations locales, d’es-
péces sont-elles si fréequentes 7 Sont-elles conséquences de catastrophes ou de changements
environnementaux externes aux populations, ou aussi liées a des comportements intrin-
séques des populations? Si tel est le cas, comment est-ce compatible avec la fameuse loi
de croissance exponentielle malthusienne en cas de ressources importantes? Y a-t-il une
dichotomie entre croissance exponentielle et extinction ? ou des formes plus lentes de crois-
sance ? Comment évolue la population si elle persiste en temps long ? Se stabilise-t-elle ?

Dans la suite, le terme de population désignera trés généralement un ensemble d’indivi-
dus, un individu pouvant tout aussi bien désigner une bactérie, un étre humain porteur
d’une certaine maladie, un éléphant.

Nous allons tout d’abord étudier les modéles a temps discret, décrivant principalement
des dynamiques de généalogies, et rappeler en particulier les principaux résultats satisfaits
par le processus de Bienaymé-Galton-Watson. Puis nous nous intéresserons aux processus
de naissance et de mort en temps continu.

29
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3.1 Processus de population en temps discret

3.1.1 Chaines de Markov de vie et de mort

Dans les modéles en temps discret, le temps est en général exprimé en nombre de géné-
rations, mais peut aussi dans certains cas correspondre simplement & une discrétisation
simple du temps continu. La variable X, est l'effectif de la population a la génération n,
et est donc a valeurs dans N.

Nous étudierons le modéle général suivant. Si nous supposons qu’a un instant n, la popu-

lation est de taille i € N (X, = i), alors chaque individu vivant a la génération n

e meurt lorsque 'on passe de la génération n a la génération n + 1,

e donne alors naissance a un nombre aléatoire de descendants, indépendamment des
autres individus.

On suppose de plus que les variables "nombre de descendants" ont une loi qui ne dépend
pas de l'individu de la n-iéme génération dont les descendants sont issus, mais qui peut
éventuellement dépendre de 7. On la note Q° = (qi, k € N).

Ainsi, ¢}, est la probabilité qu'un individu issu d’une population de taille ¢ donne nais-
sance, a la génération suivante, a k individus.

e En outre, il y a possibilité d’immigration d’un nombre aléatoire d’individus, indépen-
damment du processus de naissance et mort, dont la loi n' = (n;-, j € N) peut aussi
dépendre de 4. Ainsi n; désigne la probabilité qu'un nombre j de migrants rejoigne une
population de taille 7 a la génération suivante. Lorsque les migrants sont arrivés, ils se
reproduisent et meurent comme les autres individus de la population.

Construction de la chaine : On se donne sur un espace (2, A) une famille de variables
aléatoires a valeurs enticres

(X0> (Yn,i,k)n,i,kzm (Zn,i)n,izo) .

La variable aléatoire X, modélise le nombre d’individus au temps 0, Y, ;; le nombre
d’enfants du k-iéme individu de la n-iéme génération, si le nombre total d’individus de
cette génération est i, et Z,,; modélise le nombre de migrants arrivant a la (n + 1)-iéme
génération, sous la méme hypothése X,, = i.

Définition 3.1.1 Pour chaque probabilité j1 sur N, on note P, l'unique probabilité sur
Uespace (£, A) sous laquelle ces variables sont indépendantes et telles que

o X, est de loi p.

e Pour chaque n, i, k, la variable aléatoire Y, est de loi Q".

e Pour chaque n, 1, la variable aléatoire Z,; est de loin'.

Partant de Xq, on définit donc les variables aléatoires X, par récurrence :

Xnp1 = ZYmk +Z,; si X,=1, pour i €N, (3.1.1)
k=1
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avec la convention qu’une somme "vide” vaut 0.

On note P; la probabilité P, lorsque pu est la masse de Dirac en i : cela veut dire que 'on
part de Xy =+ individus.

On remarque que X, est fonction de X,, et des variables (Y,,;x, Zni, i,k > 0). Il est
alors clair , & cause des propriétés d’indépendance, que (X,,), est une chaine de Markov.
La probabilité de transition est donnée par

Py =P(Xpp1 = jl X = 1) = Z q;ilq,ZQ = q,ilni (3.1.2)

k1,ko,.... ki, €N k144 ki +r=j

Définition 3.1.2 1) Lorsque les probabilités Q° et n* sont indépendantes de i, on dit que
la dynamique de la population est densité-indépendante. Dans le cas contraire, on dira
que la dynamique de la population est densité-dépendante.

2) On dit qu’il n’y a pas d’immigration lorsque n, = 1, c’est a dire que 1" est la masse de
Dirac en 0 pour tout ©. La population est alors une population isolée.

On étudiera tout d’abord des modéles de population densité-indépendante et sans immi-
gration. Dans ce cas, la loi de reproduction ne dépend pas du nombre d’individus présents.
Ce modéle ne peut étre réaliste que dans des situations de ressources infinies. En effet,
dans ce cas, les individus ne sont pas en compétition pour survivre et chacun peut se
reproduire librement et indépendamment des autres. En revanche, si les ressources (ali-
mentaires par exemple) sont limitées, alors les individus vont entrer en compétition et le
nombre d’individus de la population va avoir un effet sur la loi de reproduction. Cette
densité-dépendance va introduire de la non-linéarité dans les modéles mathématiques.

On peut aussi compliquer le modéle de fagon a décrire la dynamique de plusieurs sous-
populations en interaction, ou avec mutation. Donnons deux exemples.

Exemple 3.1.3 Deux populations en interaction. Dans cet exemple, on considére une
population formée d’individus de deux types a =1 ou a = 2. Il n’y a pas d’immigration.
La génération n comprend XT(LI) individus de type 1, et Xr(?) individus de type 2. La loi
de reproduction d'un individu de type 1, (resp. de type 2), dans une population de 4,

11,12 11,82

individus de type 1 et iy individus de type 2, est la probabilité Q7" = (Q7'y?)ken, (resp.
Qil,i2 _ ( i1,i2) )
2 - 2,k JkeN)-
Considérons alors une suite de variables aléatoires (Y£i17i27k;n,i1,i2, k € Nya = 1ou?2)
)

indépendantes entre elles et de loi Q2. Introduisons également les effectifs initiaux Xél
de type 1 et Xéz) de type 2.

On pose alors, pour a =1 ou a = 2,

ia
X = Ve e s X0 =i, XY =iy, pour tous iy, iz € N.
k=1
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Le processus (X,S”,Xff)) est une chaine de Markov a valeurs dans N2, de matrice de
transition

Py i)

2)(41,42)

= P(XY, =51, xP =4, |X<1 —zl,X(2):i2)

_ 11,82 11,12
= D HQm ] i
m=1

kit+kiy =jimi+e4riy=g2 1=1

Exemple 3.1.4 Population isolée avec mutation. La situation est la méme que dans
I'exemple 3.1.3, sauf que chaque descendant d’un individu de type 1 (resp. de type 2)
peut "muter" et donc devenir de type 2 (resp. de type 1) avec la probabilité «; (resp.
ay), les mutations étant indépendantes de tout le reste. La chaine (X,(f), Xr(?)) est encore
markovienne, de matrice de transition donnée par

Poriningy = D H@?ﬁf( ) (1 - H@?ﬁ;(,)agmu—aa’“m—%

2177/27]17]2
ou A(iy, i, j1,j2) est 'ensemble des familles d’entiers ((ki, kj, 7, 70,), 0 =1, iy; m =
L.+ ,ig) tellesque 0 <k <k et 0<7r <rp,, avec j = (ki —ky)+---+ (ki —

Ki)+ri+-Friet jo=k 4 ki +(rr—r) 4+ (1, —15,)

On peut encore compliquer les modeéles, en supposant par exemple une reproduction
sexuée, avec des individus males et femelles.

Les problémes qui se posent alors naturellement concernent le comportement de la chaine
(X,)n quand n tend vers 'infini . Par exemple, y a-t-il extinction de la population (X, —
0) ou un régime stationnaire (X,, converge en un certain sens) ou une "explosion" de la
population (X,, — 400), pour une population simple, ou extinction de I'un des types pour
une population a deux types. Si (X,,), tend vers I'infini, peut-on trouver une normalisation
convenable (une suite a,, tendant vers 0) telle que a,, X,, converge ? Cela donne un ordre de
grandeur de la taille de la population et de la vitesse de convergence. D’autres problémes
plus complexes peuvent se poser. Par exemple, que se passe-t-il lorsque 'on étudie le
comportement de la population conditionnellement au fait qu’elle n’est pas éteinte a
I'instant n ? C’est 'objet de la quasi-stationnarité qui donne un sens mathématique a des
stabilités avant extinction de la population.

Nous n’allons pas pouvoir aborder ces problémes dans toute leur généralité. Nous allons
tout d’abord les développer dans le cadre le plus simple de chaine de Bienaymé-Galton-
Watson.

3.1.2 La chaine de Bienaymé-Galton-Watson

La chaine de vie et de mort la plus simple est la chaine de Bienaymé-Galton-Watson que
nous abrégerons en BGW. C’est une chaine sans immigration, densité-indépendante. On
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Q' = (@ pour tout i

et 7' est la masse de Dirac en 0. Par suite, on étudie I’évolution du nombre X,, d’individus
de cette population au cours des générations successives n = 0,1,2,... en supposant
que chacun des X, individus de la n-iéme génération engendre un nombre aléatoire Y,
d’enfants (1 < k < X,,) de sorte que

Xn
Xps1=» Yo (n>0). (3.1.3)
k=1

Les variables aléatoires Y, ; sont supposées indépendantes entre elles et de méme loi.
Cette loi, qui est la loi d’une variable générique Y, est une probabilité sur N, définie par
(qr, k € N) et caractérisée par la fonction génératrice g(s) = E(s¥) = >, g.s*. Dans toute
la suite, nous excluons le cas g(s) = s.

La figure 3.1 représente les individus des générations 0 & 3, lorsque Xy = 1, Yy, =
2, Yii =3, Yia=1, Yo1 =2, Yoy =0,Y53 =1, Yo, = 3. Cette figure représente un
arbre aléatoire.

X3="6

FI1GURE 3.1 — L’arbre généalogique du processus de branchement

Ce processus est le prototype le plus simple de processus de branchement, défini a temps et
espace d’états discrets. Le modéle de processus de branchement a été motivé par ’étude
de la survivance des noms des familles des aristocrates anglais (Galton, 1873), et plus
précisément par I'étude de la non-extinction des descendants maéles qui seuls transmet-
taient le nom. Le modéle est ainsi le suivant : N hommes adultes d’une nation qui portent
tous des noms de famille différents partent coloniser un pays. On suppose qu’a chaque
génération, la proportion d’hommes qui ont k garcons est ¢, k£ € N.

De nombreux phénomeénes de dynamique de populations peuvent en fait étre modélisés
par ce type de processus, dont la description est simple, mais qui présentent néanmoins un
comportement non trivial. Le modéle décrit aussi bien la croissance d’une population de
cellules, que d’une épidémie dans une population, ou la réplication d’une molécule d’ADN
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en génétique. Considérons par exemple (voir Kimmel-Axelrod [18], Delmas-Jourdain [6])
une macro-molécule d’ADN qui consiste en une chaine de N nucléotides. En une unité
de temps, cette chaine est répliquée, chaque nucléotide étant copié de fagon correcte avec
probabilité p et indépendamment des autres nucléotides. A l'issue de la réplication, la
molécule est détruite avec probabilité ¢ ou bien donne naissance a deux molécules avec
probabilité 1 — ¢. On s’intéresse alors a la probabilité de disparition de la population de
macro-molécules correctes. Elle est égale a la probabilité d’extinction d’'un nom de famille
dans le cas ol ¢y = ¢ (destruction), ¢; = (1 —¢)(1 —p") (non destruction mais réplication
incorrecte), g; = (1 —¢q)p" (non destruction et réplication correcte), et g, = 0 pour k > 3.

Résultats élémentaires

Une propriété immédiate, mais fondamentale, est que 0 est un état absorbant : si X, = 0,
alors X, .1 = 0. De maniére équivalente, le temps d’atteinte de 0, c’est a dire

To = inf{n >0, X,, = 0}
est appelé temps d’extinction, au sens ou X,, = 0 si et seulement si n > Tj.

Il est important, du point de vue biologique, de connaitre la loi du temps d’extinction, et
en particulier la probabilité d’extinction partant d’un nombre ¢ d’individus, pour ¢ > 1 :

Bien-sir, py = 1.

Proposition 3.1.5 La chaine de BGW (X,,), posséde la propriété de branchement :
sa loi (en tant que processus) sous P; est la méme que la loi de

(Zp+-+ Z)n

ou les (Z2),,7 > 1) sont des chaines de Markov indépendantes entre elles, et qui ont
toutes méme loi que la chaine (X,,), sous P;.

Preuve. Nous utilisons (3.1.3). En effet, si X, = 4, on peut en fait écrire X,, = 23:1 Z3,
ou ZJ désigne le nombre d’individus vivant a I'instant n, et descendant du j-iéme indi-
vidu initial. U

Remarquons d’ailleurs que la propriété de branchement pour une chaine de Markov est
caractéristique des chaines BGW. En effet, la propriété de branchement implique en par-
ticulier que la loi (P, j € N) est la puissance i-iéme de convolution de la loi (P;, 5 € N).
En d’autres termes, on a (3.1.2) avec qj- = py; et 1y = 1. La chaine est donc BGW. Plus
généralement, la propriété de branchement permet de ramener I'étude de P; a celle de P;.
Par exemple,
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° ga loi (P]})jen est la puissance i-itme de convolution de la loi (P[})jen
e On a

Pi(Ty < n) =P (T < n). (3.1.4)

Pour ce dernier fait, on remarque que le temps d’extinction de Z! + --- + Z! est le
maximum des temps d’extinction des 77,1 < j <.

D’un point de vue des propriétés de la chaine, et en particulier du temps d’extinction, un

certain nombre de cas sont triviaux :

e Siqy =1,0n a X, = X et effectif de la population ne varie pas.

e Sigi<letsig+q =1,ona X, <X,. Leffectif de la population décroit. On a
Ty =1P;-ps.,sigo=1et Py(Ty = k) = qog" ", si gy < 1. (Tp suit une loi géométrique).

e Sigp <letqg=0,o0na X, > X,, leffectif de la population croit, et on a Ty = 400
Pi-p.s.

Dans la suite on élimine ces 3 cas en supposant que

Q@ >0, q+q <l (315)

Proposition 3.1.6 L’état 0 est absorbant, et sous (3.1.5), les autres états sont transients.
St de plus d est le PGCD des 1 > 1 tels que q; > 0, les classes sont la classe C = dN* =
{nd,n > 1}, et tous les singletons {i} avec i ¢ C.

Preuve. D’apres (3.1.3), si 7 > 1, on a pj > (qo)* > 0, donc i meéne a 0, alors que 0 ne
meéne pas a ¢ > 1 puisque 0 est absorbant. Donc I’état ¢ ne peut pas étre récurrent. Les
Y, x prennent p.s. leurs valeurs dans {7,¢; > 0}, qui est contenu dans C' U {0}, de sorte
que pour tout n > 1, X,, € C'U{0} p.s.. Par suite, un état ¢ ne peut mener qu’a 0 et aux
points de C' et tout singleton non contenu dans C' est une classe. U

Du point de vue des propriétés ergodiques ou de la stationnarité éventuelle de la chaine
(Xn)n, tout est dit dans la proposition précédente : il y a une seule classe de récurrence
{0} et une seule probabilité invariante, la masse de Dirac en 0. La chaine est stationnaire
si et seulement si elle part de 0 et elle reste alors toujours en 0. Sinon, du fait que tous
les états non nuls sont transients, la chaine n’a que deux comportements possibles, soit
elle converge vers 0, soit elle converge vers +oo.

Du point de vue des applications en revanche, on va répondre a un certain nombre de
questions : le calcul des probabilités d’extinction p;, la loi du temps d’extinction Tj, la
vitesse d’explosion si (X)), tend vers I'infini, etc.

Le comportement a ’infini

Pour les chaines BGW, nous allons pouvoir décrire le comportement presque-str de la
chaine, quand n tend vers I'infini. L’outil principal sera la fonction génératrice g de la loi
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() définie ci-dessous sur [0, 1] par
g(s) = _qus" =E(s"). (3.1.6)
k=0

On introduit également les deux premiers moments de cette loi (qui peuvent éventuelle-
ment étre infinis)

m = Z kg, ; me = Z k2q. (3.1.7)
k=0 k=0

On sait que ¢ est croissante convexe. Elle est de classe C* sur [0, 1], et est une fois (resp.
deux fois) dérivable & gauche en s = 1 si et seulement si m < oco (resp. my < 00), et dans
ce cas, m = ¢'(1) (resp. me —m = ¢”(1)). (Pour les propriétés de la fonction génératrice

g, vous pouvez vous reporter au polycopié de MAP 311).

On note g, la n-iéme itérée de g, c’est a dire gogo---og, n fois. On a g,4+1 = gog, = g,°g.
Enfin, on pose

sp = inf{s € [0,1], g(s) = s}. (3.1.8)
Onasy>0carg >0et sg<1carg(l) =1

On a alors le
Lemme 3.1.7 a) Si ¢'(1) < 1, alors so = 1 et g,(s) croit vers 1 lorsque n ,/* oo pour

tout s € [0,1].
b) Sig'(1) > 1, l’équation g(v) = v posséde une solution unique sy dans [0,1] et g,(s)
croit vers sg, [resp. décroit], lorsque n /* 0o, pour tout s € [0,v], [resp. tout s € [v,1]].

Preuve. L’application s — ¢(s) de l'intervalle [0,1] dans lui-méme est croissante et
strictement convexe. De plus g(1) = 1. Comme nous avons exclu le cas ¢(s) = s, la
courbe g ne coupe pas ou au contraire coupe la diagonale du carré [0,1]? en un point
distinct de (1, 1), selon que ¢’(1) <1 ou au contraire que ¢’(1) > 1; ceci se voit bien sur
la figure 3.2. Ainsi, selon le cas, 'équation de point fixe g(v) = v n’a pas de solution ou au
contraire posséde une unique solution dans [0, 1[, c’est a dire que soit sy = 1, soit 5o < 1.

a) Lorsque ¢'(1) < 1, nous avons s < g(s) et donc g,(s) < gn11(s) (puisque g,11 = gogn)
pour tout s. La limite lim, g¢,(s) est inférieure a 1 et solution de g(u) = u. Elle ne peut
alors valoir que 1.

b) De méme, si ¢’(1) > 1, nous avons s < g(s) < sp ou s > g(s) > s¢ selon que s < s
ou que s > sg; il s’en suit que g,(s) croit (resp. décroit) avec n selon le cas. La limite
lim,, gn(s), qui est solution de g(u) = wu et est strictement inférieure a 1, (du moins si
s # 1), est alors nécessairement égale a s. 0

On a aussi les propriétés suivantes.
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g'(1) <1 g'(1)>1
1 1
93533% ********
e i gl@) =
g(@) — r=---- ya
\ | go(@)p = = =~ % |
ya o
| /
o =
| | : o
I TE T o) = 1

FIGURE 3.2 — La fonction g et ses itérées dans les deux cas m < 1et m > 1 (v = s9).

Lemme 3.1.8 1) On a1 — g,(s) <m™(1 —s).

2) Sim =1 et my < 00, alors pour tout s € [0,1], la suite 1 — g,(s) est équivalente a

7n(m§—l) quand n — oo, pour tous s € [0, 1].

Preuve. L’inégalité 1 — g(s) < m(1 — s) est évidente, puisque ¢’ est croissante sur [0, 1]
et que ¢’(1) = m. En itérant cette inégalité, on obtient immédiatement 1'assertion 1).

Posons a = m22_1. On a a > 0 (car m = 1), et un développement limité de g au voisinage

de s = 1 montre que pour tout s € [0, 1],

L=yg(s) = (1 =s)(1=(1=s)(a+(s)), ou lim~(s) =0,

puisque ¢'(1) =1 et ¢"(1) = ma — m = 2a. Par suite,

1 1 -
= g(s) = 1_8+a+F(s), otll £1_I>I%F(S)—O.

Nous en déduisons que

1
= +a+1(g;(s)),
1—gjal(s)  1—g;(s) ’
et en réitérant ces égalités pour j =n — 1,--- |1, on obtient finalement que
1 n—1

= on(s) =1 18 +na+ A,(s), ou A,(s)= ZF(QJ(S))'

J=0
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Pour s € [0, 1] fixé, et quand j — oo, on sait que g;(s) — 1 donc I'(g;(s)) — 0, puisque

m = 1. On en déduit que A”T(s) — 0 quand n tend vers 'infini, comme limite de Césaro

de la suite (I'(g,(5)))n. Ainsi, quand n tend vers l'infini, on a

1- gn(s) =

1
nal 4 e+

On a donc montré 2). O

Proposition 3.1.9 Soit G, la fonction génératrice de X,,. Alors ¥V n >0,

Grii(s) = Gn (g(s)) - (3.1.9)

En particulier, si nous supposons que Xog =1, on a

Gu(s) = gals)’ (3.1.10)
E(X,) = E(Xo|Xo=i)=m". (3.1.11)

Preuve. On a

k X
Gunls) = S E(SE 1y )
k

grace a l'indépendance des Y, entre eux et avec X,,.

(3.1.10) en découle facilement, puis en dérivant cette expression et en faisant tendre s vers
1, on obtient (3.1.11). O

Ce résultat va nous permettre d’étudier le comportement asymptotique de la suite (X,)n>0
et de calculer notamment la probabilité d’extinction de la population.

Remarque 3.1.10 Par indépendance des variables (Y, x; n > 1, £ > 1) on déduit de
(3.1.3) que E(X,) = E(Y) x E(X,,_1) = (E(Y))" (par récurrence). Cette derniére égalité
entraine que la population s’éteint lorsque m = E(Y) < 1. En effet, il est facile de voir
que

Pi(X, #0) <E;(X,) =m"i. (3.1.12)

Nous allons maintenant énoncer un résultat plus complet. L’étude suivante va nous amener
a distinguer 3 cas :

e Le cas sous-critique, quand m < 1,

e Le cas critique, quand m =1,
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e Le cas surcritique, quand m > 1.

Théoréme 3.1.11 1) Dans les cas sous-critique et critique, (lorsque m < 1), on a

pi = Pi(Ty < 00) = 1. La population s’éteint presque strement.

2) Dans le cas sous-critique, on a E;(Ty) < oo, tandis que dans le cas critique, on a
E;(Tp) = .

3) Dans le cas surcritique (m > 1), sous P;, la suite X,, converge presque-sirement vers
une limite X qui ne prend que les valeurs 0 et +00 avec les probabilités

ot so €]0,1] a été défini en (3.1.8).

Preuve. Remarquons que X1 = 0si X,, = 0, et donc les événements {X,, = 0} croissent
avec n. L’événement A = Extinction de la population ” est donc naturellement défini par

A={Ty < +o0} = U, + {X,, = 0} (3.1.13)

et sa probabilité donnée par

P(A) = lim 1 G (0) .

La démonstration du théoréme repose donc sur I'étude la suite (G,(0)),, avec G,(0) =
gn(0)". Nous allons utiliser le lemme 3.1.7.

1) On a {To < n} = {X, = 0}, et donc
Pi(Ty <n) =P (T < n)" = g,(0) (3.1.14)

converge vers s quand n tend vers l'infini. Ainsi, cela entraine que P;(7Ty < oo0) = 1 si
m < 1 d’ou la premiére partie du théoréme. De plus, P;(T, < oo) = s quand m > 1.

2) On a aussi

Ei(To) = > Pi(Ty >n) =Y (1 —ga(0)").

n>0 n>0

Le lemme 3.1.8 entraine immédiatement que si m < 1, alors E;(7,) < oo, puisque dans
ce cas, la série de terme général m™ est convergente. De plus, nous avons vu que le temps
d’extinction de X,, sachant que Xy = 7 est le maximum des temps d’extinction des sous-
populations issues de chaque individu. Ainsi, pour tout ¢ € N*, E;(7p) < oc.

Sim =1 et my < 00, alors par la deuxiéme partie du lemme, on sait que E;(7j) = oo (la
série harmonique diverge), ce qui entraine alors que E;(Ty) = oo pour tout ¢ > 1. On a
donc montré I'assertion (2) du théoréme. Si my = 00, la preuve est plus délicate. Toutefois
on peut accepter l'idée intuitive suivante, qui peut se justifier mathématiquement. La
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loi de branchement va charger plus les grandes valeurs entiéres et l'espérance du temps
d’extinction devrait étre plus grande que dans le cas o my est fini, et donc E;(Tp) = oc.

3) Il reste a étudier le comportement asymptotique de X,, quand m > 1.

Lorsque m > 1, lextinction n’est pas certaine puisque P(A) = sy < 1. Rappelons que
I’état 0 est absorbant et que les autres états sont transients. Donc deux cas seulement
sont possibles : ou bien X, = 0 & partir d’'un certain rang (c’est I'extinction), ou bien
X, — oo (c’est 'explosion). Ces deux événements complémentaires ont pour probabilités
respectives sf et 1 — sf. Cela conclut la preuve du théoréme. l

La formule (3.1.14) donne en fait la fonction de répartition du temps d’extinction T, et
donc sa loi, sous P; et sous P;. On a :

0 si n=>0
Py(Ty =n) = { 9n(0) — gn1(0) si  mneN* (3.1.15)
1— 5 si n=-4o0.

Remarquons que dans le cas surcritique, Ty est une variable aléatoire a valeurs dans N U
{+o0}.

Remarque 3.1.12 Nous avons montré que, dans le cas ou la population initiale est

composée de ¢ individus, nous nous trouvons dans 'un des 3 cas suivants.

e Lorsque m < 1, la probabilité de " non-extinction a l'instant n " tend vers 0 a une
vitesse géométrique puisque, comme on ’a vu,

e Lorsque m = 1, cette méme probabilité tend beaucoup plus lentement vers zéro. Plus
précisément, a vu que si my < 00,

21

P;(X,, #0) ~ nlma — 1)

lorsque n — oo.

e Lorsque m > 1, X,, tend vers 0 ou vers 4oc0.

Dans le cas surcritique, il est intéressant de préciser a quelle vitesse X, tend vers l'infini,
sur 'ensemble {Ty = oo}, qui est donc de probabilité strictement positive 1 — sy. Nous
nous limitons au cas mq < 00.

Théoréme 3.1.13 Sim > 1 et my < o0, la suite % converge P;-p.s. vers une variable

aléatoire U qui est presque-sirement strictement positive sur 'ensemble {Ty = oo}, et
telle que E;(U) = 1.
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Ce résultat nous dit que sur ’ensemble ot il n’y a pas extinction, la croissance de X, vers
+00 est exponentielle (en m™). C’est 'expression probabiliste de la loi de Malthus.

Xn

Preuve. Posons U, = . Considérons la filtration (F,), formée de la suite croissante
de tribus F,,, ou F, est la tribu engendrée par les (X, k < n). Comme m et my sont les
deux premiers moments des variables Y, x, on a en utilisant (3.1.3) que

Ei(Xpi1|Fn) = mX,, ;5 Ei(X2 4| F,) = maX, + m* X, (X, — 1), (3.1.16)
et donc
o
Ei(Uni1|Fn) = Uy, 5 Ef(U2 | Fn) < U2+ —aUn (3.1.17)
Par suite, E;(U,,) = i et, comme m > 1,
Ei(U2,,) < Eo(U2) + 72 i S L T
( +1> ( ) m+2— +m ]Z;m —Z_'_m(m_l)

On en déduit finalement que U, est une martingale, dont les moments d’ordre 2 sont
uniformément bornés. Elle converge donc P;-presque-stirement et en moyenne vers U.
(Voir le cours de MAP 432). En particulier, E;(U) = 4. Il reste a montrer que U > 0,
P;-p.s. sur {Th = oo}. On pose 1; = P;(U = 0). En vertu de la propriété de branche-
ment, la loi de U sous P; est la méme que celle de U' + --- 4+ U?, ol les U’ sont des
variables aléatoires indépendantes de méme loi que U sous P;. Par suite, on a r; = ()"
Par la propriété de Markov, on a

Pl(UIO‘fl) :le(U—O) —7’1 .

En prenant espérance, on obtient 7, = Ei(r;") = g(r1). Ainsi, r; est solution de I'équa-
tion g(s) = s, équation qui dans [0, 1] admet les deux solutions sy et 1. Or E;(U) = 1
implique que r; = P; (U = 0) < 1, donc nécessairement r; = s et r; = si), c’est a dire que
P,(U = 0) = P;(Ty < o0). Mais a 'évidence, {Ty < oo} C {U = 0}, et donc nécessaire-
ment la variable aléatoire U est strictement positive P;-p.s. sur {Tj = oo}. 4

Cas sous-critique : Analyse fine de ’extinction

Nous nous plagons ici dans le cas m < 1 et nous souhaitons étudier finement les propriétés
du temps d’extinction en fonction de la condition initiale.

Proposition 3.1.14 1) Pour tout i,n € N*,

P,(X, > 0) > i1 — m) m" ) (1 - M) .

o2(1 —m») + mrti(l —m 2

2) Sin est suffisamment grand, nous avons

1—m

i m"t <Pi(X,, >0) <im"

o2



72 CHAPITRE 3. DYNAMIQUE DES POPULATIONS

Etudions tout d’abord le cas ot il y a un seul ancétre.

Lemme 3.1.15

(1 _ m) mn+1

o?(1 —m") + mrti(1 —m)

Py (X, > 0) > (3.1.18)

Preuve. Remarquons que o2 = my — m?. Nous avons
(E1(Xnlx,50)" < Ei(X7) Py (X, > 0).

D’ou

El(Xn)2 m2n
P, (X, > = .
(X >0) 2 F ey = F (x0)

Or,

anl 2 anl anl
E (X2 Fo1) = E (Z Yk> Foi | =E, (Z i+ > Yle|]-"n_1>
k=1 k=1

k=1
= man_l + m2 Xn—l(Xn—l — 1)

D’ou
Ey(X2) = (mo—m?)Ey(Xp1) +m? Ey((Xn1)?)

= (my— mz)m"_1 +m? El((Xn_l)Q)

= azm”_l +m2 El((Xn_1>2)

— 52 (mn—l Lt m2(n—l)) 2 (Xo)?)

— s2mn! L —m" 1 om2n

1—-m

Nous en déduisons le lemme 3.1.15. ]

Prouvons maintenant la proposition 3.1.14. Nous avons déja vu précédemment que
P;(X, >0) <iPy(X, >0) <i/,E(X,) =im".
Par ailleurs, nous avons
Pi(X,>0) = 1-Py(X,=0)=1— (P, (X,=0))
= 1—(1-Py(X,>0))"
Nous utilisons alors le fait que Vk € N,z € [0, 1],

k(k—1
1—(1—1’)k2k$—%$2,
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di au fait que

kr —(1—(1—2)*)=k(k-1) /Ox du /Ou(l — ) 2dy.

Nous avons alors
7—1
2

d’ou la premiére assertion de la proposition.

Quand n est grand, le terme prépondérant dans le terme de droite de I'inégalité (3.1.18)
vaut 1;—2’” m"™*! ce qui donne I'assertion 2).

Application a I’extinction des baleines noires en Atlantique du Nord (cf. Haccou-
Jagers-Vatutin [12])

L’unité de temps est un an. On regarde la loi de reproduction des baleines femelles. On
suppose que la probabilité de mourir est /3, et la probabilité d’avoir un petit femelle (en
un an) est . Ainsi la loi de reproduction est donnée par

@o=08,n=>01-581-qa), g=al-0).
En 1994, des estimations donnent g = 0,06 et o = 0,038. Alors
m=q+2¢=(1-p8)(1+a)=0,976 < 1.

Nous sommes dans le cas sous-critique, avec 02 = ¢q; + 4¢q2 = 0,095. D’autre part des
études statistiques donnent que le nombre de baleines en 1994 est 150.

Cherchons pendant combien d’années nous pouvons étre certains qu’avec 99% de chances,
il n’y aura pas extinction. On fait le calcul en appliquant la proposition 3.1.14.

m"+1
o2

P(X, > 0]|Xo=150) > 0,99 deés que i(l—m)
<~  n < 150.

> 0,99

Ainsi, avec 99% de chances et si il n’y a pas de changement environnemental, les baleines
survivront jusqu’en 2144.

Cherchons maintenant en quelle année les baleines seront éteintes, avec 99% de chances.

P(X, =0]|Xo=150) > 0,99 dés que im" <0,01
<~ n>39.

Ainsi, avec 99% de chances, nous pouvons assurer que si il n’y a pas de changement
environnemental, les baleines auront disparu en 2389.

Etudions maintenant le temps moyen d’extinction d’'une population sous-critique qui com-
portait ¢ individus au temps 0.
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Proposition 3.1.16 Considérons un processus de Galton-Watson (X,,), sous critique

(m < 1) et tel que Xo = i. Supposons de plus que Y., k*qx < 0o et posons ¢; = (1_0#
Soit Ty le temps d’atteinte de 0 du processus (X, )y
Alors,
Int —Inlns l—i <E(Ty) < Ini n 1 ‘
| Inm| icy |[Inm|  1-—m
Corollaire 3.1.17 Dans les mémes conditions que ci-dessus, nous avons
Ine
E:(Tp) ~ioo ——. 3.1.19
( 0) — | In m| ( )

Remarque 3.1.18 Ce corollaire a des conséquences écologiques importantes : méme si
au temps 0, la population est extrémement grande, elle va s’éteindre rapidement si son
nombre moyen d’enfants par individu est inférieur a 1. En effet, In i est négligeable devant
1 quand ¢ — oo.

Preuve. Introduisons ¢(i) = |11§;;1| et Y(i) = ‘I?J‘;rf‘. Nous avons
EZ(T0> = ZPZ(TO > n)
[6(1)] -1 o0
= Z PZ(TO > n) + Z PZ(T(] > n)
n=0 n=[5(0)]
< o)+ Yy m
n=(¢(i)]
[¢()]
< o +i71n , carm < 1,
Ine 1

car
i mle0)] < z'e_ﬁ nm 1,
Nous obtenons ainsi I'inégalité de droite de la proposition 3.1.16.

De plus,

—epim®)—w () eyt —epe—t@) nm —eyIni
e c1im — e cim —e cie —e c1lni : )
1C1

Nous en déduisons que

PZ(TO < ’n,) = (1 - P (TO > n)>l < e—iP1(To>n) < e—iclm”’
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car (1 —x)* < e et par la proporition 3.1.14 2).

Ainsi, si n < ¢(i) — 9(i), nous avons

> - BTy < 605) - ¥(0))
S ] gmiambOO _ 1
d’olt
[6(0) ()] 1
E(Ty) > P> ) 2 (1= o0 (190 - 0] + 1)
n=0

Ini —Inln< 1
> - 1——.
- | Inm)| iy

Revenons a I’exemple des baleines : Le corollaire 3.1.17 appliqué a m = 0,976 et : = 150
donne que E;(Tp) ~ 206.

Remarque : bien-stir, le modéle de branchement est trés approximatif pour décrire le com-
portement de la population de baleines et ces calculs donnent essentiellement un ordre de
grandeur du temps d’extinction. En fait, quand la population devient de petite taille, les
processus de reproduction entrainent plus facilement l'accumulation de mutations délé-
téres qui accroissent la mauvaise adaptation des baleines au milieu et pourront entrainer
une accélération de leur extinction. On appelle cette accélération "le vortex d’extinction".
Des recherches sont développées actuellement pour modéliser cette spirale d’extinction.

Relation entre processus de BGW et modéle de généalogie.

Etudions le comportement d’un processus de BGW conditionné a rester de taille constante
N. Nous allons voir que dans ce cas, pour une loi de reproduction du BGW bien précise,
la loi conditionnelle est liée au modéele de Wright-Fisher, que nous étudierons en détail
dans le chapitre "Génétique des populations".

Théoréme 3.1.19 Considérons un processus X de BGW, dont la loi de reproduction
est une loi de Poisson de paramétre m et Xo = N. Alors, conditionnellement au fait
que X garde la méme valeur N, ( X,, = N, pour tout n), la répartition des descendants

(Y1, ,Yyn) de chaque individu de la génération précédente suit une loi multinomiale de
parametres (N, &, -+, ~).
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Preuve. Soit D; le nombre de descendants de I'individu ¢ dans le modéle de BGW condi-
tionné a rester de taille N. Soit (ki,---,ky), un N-uplet d’entiers de somme N. On a
alors

Py(Dy=ki,--- , Dy =kn) = Py(Yi=ky, -+, Yy =kn|X1=N)
Hi\il P(Y; = ki)
Py(X;=N) ’
ou les variables aléatoires Y;, désignant le nombre de descendants de l'individu ¢ dans
le modéle de BGW, sont indépendantes. Appelons comme précédemment ¢ la fonction

génératrice de la loi de reproduction, qui est supposée étre une loi de Poisson de parameétre
m. On a pour tout s € [0, 1]

g(s) = exp(=m(1l = s)),

et la fonction génératrice de X; sous Py est g(s)™ = exp(—Nm(1—s)). La loi de X; sous
Py est donc une loi de Poisson de paramétre m/N. Nous en déduisons que

N! al mki
P(Dy = ki,---, Dy = ky) = P He—m i
N! ( 1 Z)N
ke k! \V )
Nous reconnaissons ici la loi multinomiale de paramétres (IV, %, e %) O

3.1.3 Chaine BGW avec immigration

On vient de voir que la chaine BGW a un comportement limite “dégénéré” en un certain
sens, et il n’y a pas de probabilité invariante hormis la masse de Dirac en 0. La situation
devient différente, avec notamment l’existence possible de probabilités invariantes non
triviales, lorsque 1’on ajoute une immigration.

Reprenons le modéle introduit au Chapitre 3.1.1, en supposant que pour tout i € N,
Q'=Q ; n'=n

Ainsi, la chaine de vie et de mort densité-indépendante avec immigration est décrite par

Xoy1=> Yor+Z, si X, =i, pouri€N. (3.1.20)

k=1

Les variables aléatoires (Z,), ont la méme loi n qu'une variable aléatoire Z.

La différence essentielle avec la chaine simple (sans immigration) est que 0 n’est plus un
état absorbant, puisque pg;; = 71, est strictement positif pour au moins un j > 1.

Certains cas sont inintéressants :
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e Siny =1, on se rameéne au cas précédent.

e Siqgy =1, X, 11 = Z, et la chaine se réduit a une suite de variables aléatoires indépendantes
et de méme loi.

e Sigo=0,0na X, > X, + Z, et la population ne peut avoir un temps d’extinction
fini.

Dans la suite, nous supposons donc que

O0<qg<1l,qa<1l,n<l (3.1.21)

Comme dans le paragraphe précédent, nous notons par m ’espérance de la loi de repro-
duction. Nous supposons que chaque immigrant se comporte dés son apparition comme
les autres individus et engendre donc un arbre de BGW composé de ses descendants, avec
la méme loi de reproduction.

Les théorémes suivants décrivent alors le comportement du processus de BGW avec im-
migration. Ces théorémes généralisent les résultats du cas sans immigration, et sont plus
subtils & montrer. Nous ne donnerons que des démonstrations partielles.

Théoréme 3.1.20 Supposons m < 1. Notons In* Z = sup(In Z,0). On a alors la dicho-
tomie suivante.

E(ln* Z) < 00 = (X,,) converge en loi.
E(ln™ Z) = 00 = (X,,) converge en probabilité vers + oo.

Remarquons que ce théoréme entraine en particulier la convergence en loi de (X,,), si
m < 1et E(Z) < c0.

Théoréme 3.1.21 Supposons m > 1. On a alors la dichotomie swivante.

E(ln* Z) < oo = limm "X, ewxiste et est finie p.s..

n

E(ln* Z) = 0o = limsupc "X, = oo pour toute constante ¢ > 0.

Pour prouver ces théoréemes, nous allons utiliser le lemme suivant :

Lemme 3.1.22 Soient (1, (o, -+ des variables aléatoires indépendantes et de méme loi
distribuée comme (. Alors pour tout ¢ > 1,

E(ln"¢) <o = Zc‘”cn < 00 p.S.

n>1

E(ln"¢) =00 = limsupc "¢, = oo p.s.

n
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Preuve du lemme Par le théoréme de Borel-Cantelli, on peut vérifier que pour toute
suite de v.a. Wi, Wy, - - - positives indépendantes et équidistribuées (de méme loi que W),

) W,
limsup — =0 p.s. ou oo
n n

suivant que E(W) est fini ou non. En effet, soit ¢ > 0. On a alors

W, , _ i N
Pl|— > = P(W, =1) = P(W, =1) = -P(W =1) =- E(W).
e IR B 3
Ainsi, si E(W) < oo, par le Théoréme de Borel-Cantelli (voir Polycopié MAP 311), on
a que P(limsup,{¥= > £}) = 0. Cela entraine que la suite (*22), converge p.s. vers 0.
Si au contraire E(W) = oo, et puisque les W; sont indépendantes, alors la probabilité

ci-dessus vaut 1, et donc % tend vers l'infini p.s..

Considérons maintenant une suite (¢, ),, satisfaisant les hypothéses du lemme. Remarquons
que si les résultats asymptotiques énoncés dans le lemme sont vrais pour la sous-suite des
(. > 0, ils seront encore vrais pour tous les ¢,. On pose alors W,, = In*(¢,,) et on définit
a:=1Inc>0. Alors on a ¢ "(,, = exp —n(a — %) tant que ¢, > 1.

Preuve. (du Théoréme 3.1.20). Remarquons que le processus de BGW avec immigration
X issu de 0 et évalué a la génération n est tel que

n
X, a méme loi que ank,
k=0
ot les &, » sont indépendants et pour chaque k, §, ; décrit la contribution a la génération
n des immigrants arrivés a la génération n — k. Ainsi ,, , est la valeur a la génération £,
d’un processus de BGW sans immigration lié a la loi de reproduction Y, et ne dépend
donc pas de n.

Nous noterons (; la condition initiale de &, c’est-a-dire le nombre d’immigrants a la
génération n — k. Remarquons que & = (,, & est égal au nombre d’enfants des (,_;
migrants de la génération n — 1, etc. De plus, chaque (; a méme loi que Z, donc

IE(anr 7Z) = IE(anr Q).
Nous cherchons donc & déterminer si

Xoo 1= Z gka
k=1

avec & tous indépendants, est fini ou infini. On peut montrer (grace a ce qu’on appelle
la loi du tout ou rien), que X, est fini p.s. ou infini p.s. Soit G la tribu engendrée par
toutes les variables ¢y, k € N. Supposons tout d’abord que E(In™ Z) < co. On a alors

E(XolG) =) Gmt.
k=0
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En effet & a pour loi ¢, 'espérance conditionnelle de &; sachant G est égale a I’espérance
du nombre d’individu de la premiére génération issue de (; individus, c¢’est-a-dire (;m, etc.
On peut alors appliquer le lemme 3.1.22 (puisque m < 1), et on en déduit que I’espérance
conditionnelle est finie p.s., ce qui entraine que X, est fini p.s.

Par un argument un peu plus compliqué que nous ne développerons pas ici, on peut mon-
trer la réciproque, & savoir que si X, est fini p.s., alors E(In"(Z)) < oo. O

Preuve.(du Théoréme 3.1.21). Considérons tout d’abord le cas ott E(In* Z) = co. Alors
grace au lemme 3.1.22, on sait que limsup, c™"Z, = oo, pour tout ¢ > 1. Puisque
X, > Z,, on en déduit le résultat.

Supposons maintenant que E(In™ Z) < co. On appelle F, la tribu engendrée par X, X1, - - -

ainsi que par toutes les variables aléatoires Z;, k € N. On a alors

X, 1 &
n+1 o
E(mn—l—l |f") - m”‘HE(Zl Y+ Zn+1|fn)
Xn Zn+1

mn mnt+1 :

Nous en déduisons que (ﬁ; )n est une sous-martingale, et que, par une récurrence immé-

diate,

Xn " 7,
E(ﬁ‘}—o) = Xo+ kz_o R pour tout n > 1.

Le lemme 3.1.22 entraine alors que (,ani)n est une sous-martingale avec des espérances

bornées, et donc elle converge p.s. vers une variable aléatoire finie p.s. (Pour la définition
d’une sous-martingale et le théoréme de convergence, voir MAP 432). U

3.1.4 Le processus de branchement multi-type en temps discret

Comme nous 'avions suggéré dans les exemples de la section 3.1.1, il est intéressant du
point de vue pratique de considérer la dynamique d’une population composée de sous-
populations d’individus de types différents. Le type d’un individu est défini comme un
attribut (ou un ensemble d’attributs) qui reste fixé durant la vie de l'individu. Nous
allons supposer que les individus ne peuvent prendre qu'un nombre fini de types. Des
exemples classiques de types sont les classes de taille & la naissance, le sexe, le génotype
de l'individu, son stade de maturité (juvénile, reproducteur) ... Le type peut affecter la
distribution du nombre de descendants. Par exemple des individus juvéniles vont devenir
des individus reproducteurs (aptes a la reproduction), ou rester juvéniles (inaptes a la
reproduction), mais les individus reproducteurs produiront toujours des individus juvé-
niles. Les distributions des descendances seront donc différentes. (Elles n’ont pas le méme
support).
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Un autre exemple de type est celui des génotypes : le génotype d'un parent affecte de
maniére évidente le génotype de ses descendants et peut aussi affecter leur effectif. Dans
un modéle avec reproduction clonale (asexuée) et mutation, le parent de chaque génotype
est supposé produire un nombre aléatoire de descendants avec une certaine répartition
aléatoire des types. Avec une probabilité proche de 1, un descendant aura le méme géno-
type que son parent mais avec une petite probabilité, il pourra étre de génotype mutant.
La sélection sur la fertilité ou les chances de survie peuvent aussi étre modélisées par
différentes formes de distributions des génotypes sur les descendants.

Supposons donc que les individus puissent prendre K types distincts. Le modéle le plus
simple, qui généralise le modéle de BGW, consiste a décrire une population ot pour
chaque type j € {1,---, K}, chaque individu de type j génére a la génération suivante,
et indépendamment de tous les autres un K-uplet décrivant la répartition en les K types
de ses descendants.

Exemple : La population est composée de deux types ¢ et #. Nous avons 5 individus
pour une certaine génération et a la génération suivante nous obtenons :

premiére génération : V) Q [ [ ) [
deuxiéme génération : (0, Q) (O, 4) (O, 4, 46) (O, 6 &) (M)

Nous supposerons de plus que pour chaque type j fixé, les k-uplets aléatoires issus de
chaque individu de type j sont indépendants et de méme loi, et que les descendances de
tous les individus sont indépendantes entre elles.

Plus précisément, nous allons introduire le processus a valeurs vectorielles

X, = (XW® ... xE)yx
(A* désigne la matrice transposée de A), décrivant le nombre d’individus de chaque type
a la génération n, qui est a valeurs dans N¥. Supposons que la distribution initiale soit
définie par le vecteur (Xél), e ,XSK))*. La premiére génération sera alors définie par le
vecteur (Xl(l), e ,Xl(K))*, oupour m € {1,--- , K},

K X

XM =336 ).

j=1 i=1

La variable aléatoire 5](-m) (1) représente le nombre d’enfants de type m issus du i-iéme
individu de type j. On a indépendance des descendances aléatoires correspondant a
des types j différents. Pour j fixé, et conditionnellement & Xé] ), les vecteurs aléatoires

5](-1), e ,5](-""), . -5](-1() sont indépendants. De plus, pour chaque j,m, chaque vecteur



3.1. PROCESSUS DE POPULATION EN TEMPS DISCRET 81

(§j(-m) (1),1 <i < Xéj)) est composé de variables aléatoires indépendantes et de méme

loi. La population a la génération 1 est par exemple donnée par

K x§

(X, X =38 e, L0 0)

j=1 i=1

Dans I'exemple "coeur et pique", nous avons donc Xy = (2,3)* et X; = (5,6)*.

Remarque : Il faut bien comprendre que les descendants de chaque individu d’un certain
type sont indépendants et de méme loi, et que les descendances d’individus distincts a la
n-iéme génération sont indépendantes les unes des autres.

Définition 3.1.23 Cles processus de branchement sont appelés processus de Bienaymé-
Galton- Watson multi-type et font partie de la classe des processus de bran-
chement multitype.

Pour ces processus de Galton-Watson multi-type, les fonctions génératrices vont jouer le
méme role important que dans le cas monotype.

Pour tout n € N, tout type j € {1,--- , K} et s = (s1,--+,5x) € [0,1]%, nous allons
définir la j-ieme fonction génératrice f(s) qui déterminera la distribution du nombre de
descendants de chaque type (& la génération n) produits par une particule de type j.

, (1) (K) ; m , o o ;
Fs) =E(si™ st | X =1L, X0 =0,¥m £ §) = D phlin, e ix)sit i
i1, ik >0
ot pl (i1, -+ ,ix) est la probabilité quun parent de type j produise 7; descendants de type
1, ..., i descendants de type K, a la génération n.

Par exemple, considérons une population de lynx. Ces animaux sont tout d’abord juveé-
niles. En grandissant les lynx deviennent pour la plupart aptes a la reproduction mais
sont incapables de se reproduire s’ils ne se retrouvent dans une meute. Ils sont alors dits
flottants. Dés lors qu’ils sont en meute, ils peuvent se reproduire. Toutefois, il arrive qu’un
individu ne puisse s’intégrer a la meute et reste flottant. La population de lynx est donc
composée de 3 types : juvénile (J), flottant (F), reproducteur (R). Un individu passe

de I'é¢tat J a I’état F avec probabilité o

de I'état J a I’état J avec probabilité 1 — o

de I'état F' a I’état R avec probabilité o’

de I'état F a I’état F avec probabilité 1 — o’

de I'état R a I'¢tat F avec probabilité 1 — p (le lynx sort de la meute) et se reproduit
avec probabilité p. Son nombre de petits suit alors une loi de Poisson de paramétre m.
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A la premiére génération , nous aurons donc

f11(51, S9,83) = 083+ (1 —0)s1
f12(817 82, 53) = 0/53 + (1 — O'/)SQ
fi(s1,59,83) = "1 psg + (1—p)s2.

Alors, avec un raisonnement analogue a celui du cas monotype, on peut montrer que

Proposition 3.1.24

fils) = %_1(f11(8)7f12(8)7"'7f1K(8))
= ff( nl—l(s)> 5_1(8),---, 7{{—1(8))

Nous aurons extinction de la populatlon si I'on a extinction de chaque type et donc si
pour un temps n, 'on a Xy Uy — = 0, pour tous j. En raisonnant toujours comme dans le
cas monotype, on peut montrer que

Théoréme 3.1.25

K
P(XY) = 0,V5|X§ = k;,vj) = [[(U9)
7=1

ot Ur(Lj),j e {l,---, K} est l'unique solution du systéme
Uy = 0 Vg
j (1 K
U7(lj) = flj(UT(L—)17 o 7U7(L—i)

Nous pourrons alors obtenir des résultats décrivant le comportement en temps long du
processus, suivant le méme raisonnement que dans le cas monotype, cf. Athreya-Ney
[1] pour plus de détails. Toutefois, il nous faut comprendre dans ce cas multi-type ce
qui correspond aux différents cas sous-critique, critique, surcritique développés dans le
chapitre 3.1.2.

La reproduction moyenne sera décrite par une matrice
M = (M) g, k) (3.1.22)
ou
mye = E(&)

est le nombre moyen d’individus de type j issus d’un individu de type k. La somme des
coefficients de la j-iéme ligne représente donc le nombre moyen d’individus de type j et la
somme des coefficients de la k-iéme colonne représente le nombre moyen d’individus issus
d’un individu de type k.
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Proposition 3.1.26 L’espérance du nombre d’individus de type j a la génération n vérifie

J

E(XY) = E(E(XY|X01)) = imjkE(Xff?l) = (M E(Xn_l)) . (3.1.23)

Ainsi, on a l’égalité vectorielle

E(X,) = ME(X,_1) = M" E(X,). (3.1.24)

On peut conclure qu’on aura sous-criticalité et extinction si la matrice M™ — 0 et sur-
criticalité si M™ — oo (dans un sens a définir). La question qui se pose est alors de savoir
si I'on peut caractériser la criticalité par un seul parameétre scalaire p.

De maniére évidente, la matrice M est positive, au sens ot tous ses termes sont positifs.

Dans la suite, on fera I'hypothése supplémentaire suivante (cf. Athreya-Ney [1], Haccou,
Jagers, Vatutin [12]) :

Il existe un entier ng tel que tous les éléments de la matrice M™ sont strictement positifs

(3.1.25)

De telles matrices ont des propriétés intéressantes (cf. Serre [26]).

Du point de vue biologique, cela veut dire que toute configuration initiale peut amener &
toute autre composition en les différents types.

Définition 3.1.27 On dira que les vecteurs u € REX et v € RE sont des vecteurs propres
a gauche et a droite de M associés a la valeur propre A € C si

u'M =X ", Mv=M\v,

ou encore

K K
)\uk = E U;mij E mg;v; = )\’Uk.
J=1 J=1

Enoncons le théoréme principal.

Théoréme 3.1.28 (cf. Serre [26], [12]). Théoréme de Perron-Frobenius.
Soit M une matrice carrée K x K a coefficients positifs et satisfaisant (3.1.25). Alors

1) il eziste un unique nombre réel Ay > 0 tel que
e )\ est une valeur propre de M,
e toute valeur propre A de M (réelle ou complexe) est telle que

Al < Ao
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La valeur propre Ay est appelée valeur propre dominante de M.

2) les coefficients qui composent les vecteurs propres a gauche u et a droite v, correspon-
dant a la valeur propre Ay, peuvent étre choisis tels que

Dans ces conditions, les vecteurs propres sont uniques. De plus,
M" = \jA+ B",

o A= (v 1uj)kjeq,..xky et B sont des matrices telles que :

e AB=BA=0,

o [l existe des constantes p €]0, \o[ et C' > 0 telles qu’aucun des éléments de la matrice
B™ nexcede Cp".

En appliquant ce théoréme et si \g désigne la valeur propre dominante de la matrice de
reproduction moyenne, nous obtenons alors immédiatement la proposition suivante.

Proposition 3.1.29 Le processus de branchement multi-type de matrice de reproduction
M (satisfaisant (3.1.25)) est

o sous-critique si Ao < 1,

o critique st \g =1,

o surcritique si Ao > 1.

On a
E(X,)) ~nsoo A'A E(Xy).

En particulier, st Mg < 1, le processus de branchement multi-type s’éteint presque-
strement. Si la population initiale se réduit a un indiwidu de type k, on a

IE(X,(Lj)) ~nsoo Ay Ukl

En temps long, le nombre moyen dindiwidus de type 7 divisé par la taille moyenne de la
population sera donné par
E(X) u;

lim = =u;,
n—00 E(|Xn|) u1+---+uK J

ot | X,| désigne le nombre total d’éléments de la population a la génération n. (On a
supposé que Zle up =1).

Ainsi , wu; représente la proportion d’individus de type j et v; représente la fertilité
d’un individu de type k. Du point de vue biologique, nous en déduisons que dans une
population satisfaisant I’hypothése (3.1.25), tous les types croissent (en moyenne) au
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méme taux Ag. Les probabilités d’extinction peuvent en revanche différer, suivant le type
de l'individu initial : plus fertile est le type de I'ancétre, plus grande est sa chance de
survie.

Exemple : Presque toutes les populations comportent des individus d’au moins deux
stades de maturité : les individus juvéniles, inaptes & la reproduction et les individus
reproducteurs. Les reproducteurs produisent des juvéniles et les juvéniles deviennent re-
producteurs, ou restent & un état essentiellement juvéniles. Reprenons 'exemple de la
population de lynx et assimilons les lynx flottants aux juvéniles. Nous avons alors une
population formée de deux types 1 (juvéniles) et 2 (reproducteurs) avec une matrice de
reproduction moyenne de la forme

On aura par exemple E(Xl(z)) = m. Il est facile de voir que la matrice M vérifie les

hypothéses du théoréme de Perron-Frobenius. Cherchons ici la valeur propre dominante.
Soit A € C.

det(M — M) = —=A(s1 — A) — sam.
Une analyse immédiate montre que

N>1 & 1—5s1—msy <0,
)\0<1 <~ 1—81—m$2>0,
)\0:1 < 1 —87—msy =0.

Ainsi, la population de lynx va s’éteindre si 1 — s; — mss > 0, et se développer dans le
cas contraire.

3.1.5 Les probabilités quasi-stationnaires

Revenons ici au cas d’un processus de branchement monotype. Nous avons vu que dans
les cas sous-critique ou critique, la chaine de BGW (X,,),, s’éteint presque-sirement. Mais
le temps nécessaire a I'extinction peut étre trés long (par exemple dans le cas critique) et
dans une échelle de temps qui n’est pas ’échelle de temps humaine. On peut alors dans
certains cas observer une apparente stationnarité de la population, alors que celle-ci est
en voie d’extinction. Ainsi, une étude faite sur des serpents a sonnettes en Arizona (cf.
Renault, Ferriére, Porter, non publié¢), montre que la moyenne du nombre de descendants
vaut m = 0,91 et qu'aprés une phase de décroissante violente de la population, celle-ci
semble s’étre stabilisée.

Notre but dans ce paragraphe est de donner un sens mathématique a cette stabilité avant
extinction. Par analogie avec la recherche d’une probabilité invariante (ou stationnaire),
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la question peut étre posée sous la forme suivante : la limite de la loi conditionnelle de
X, sachant que le temps d’extinction est supérieur a n,

lim Loi(X,|X, > 0)

n—o0

existe-telle 7 Dépend-elle de la condition initiale? Si les deux réponses sont positives,
la probabilité limite sera dite quasi-stationnaire et définie mathématiquement dans le
paragraphe suivant. On montrera son existence par ’étude des fonctions génératrices trés
adaptées aux processus de branchement. Une autre approche plus générale du probléme,
sera développée ensuite, qui consiste a utiliser des arguments de théorie spectrale pour la
matrice de transition de la chaine.

Distribution quasi-stationnaire

Définition 3.1.30 Soit X un processsus absorbé en 0 avec probabilité 1 et soit Ty son
temps d’extinction. On dira qu’une probabilité v est une probabilité quasi-stationnaire
pour le processus X si elle vérifie que pour tout j > 1 et pour tout n,

PV(Xn = j‘T(] > n) = Vj.

Remarque 3.1.31 Remarquons que I’événement conditionnant {X,, # 0} = {Ty > n}
a une probabilité qui tend vers 0 quand n tend vers 'infini. On conditionne donc par un
événement de plus en plus rare, quand n augmente.

Nous allons justifier cette définition en étudiant les quantités P;(X, = j|Ty > n) =
P;(X,, = 7| X, # 0) pour tout j € N*, quand n est grand. Nous allons montrer que sous
des hypothéses adéquates, les P;(X,, = j|Ty > n) convergent, quand n tend vers l'infini
et pour tout 4,7 > 1, vers des limites p;, bien-siir positives, et telles que Zj i = 1.
On vérifiera que la probabilité p ainsi définie est une mesure quasi-stationnaire, au sens
de la définition 3.1.30. On a donc une sorte de “théoréme ergodique conditionnel”. Nous
verrons que ce phénoméne n’est pas propre aux chaines BGW, mais concerne aussi une
large classe de chaines de Markov ayant un état absorbant.

Théoréme 3.1.32 Soit (X,,),, une chaine de BGW sous-critique (m < 1).
Alors il existe une probabilité pn = (pu;);>1 sur N*, telle que Vi, j > 1,

lim P;(X, = j| X, > 0) = ;. (3.1.26)
n—oo

i s’appelle la limite de Yaglom de la chaine de BGW. En particulier, elle ne dépend pas
de la condition initiale, et c’est une loi quasi-stationnaire.
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Preuve. Notons g, la fonction génératrice de (X,,),. Pour chaque n € N*, nous introdui-
sons la fonction génératrice conditionnelle définie pour s € [0, 1] par

i) = X, > 0) = )
. El(SX") — ]P)l(Xn = O)
T T I CPR(X,=0)
0(5) —0a(0) 1 ga(s)
L—g(0) T g0 <O

Remarquons que g,(0) = 0, ce qui est normal puisque par définition la loi conditionnelle
ne charge pas le point 0.

est croissante. Nous écrivons

Montrons que pour s fixé, la suite n — l:gn(s)

1—gn(0)

1- gn-i—l(s) _ 1 - gn-i—l(s) 1- gn(s) 1 - gn(o)
1- gn-l—l(o) 1- gn(s) 1- gn(o) 1- gn-i—l(o)‘

Or, les fonctions génératrices sont convexes et donc leur taux d’accroissement est croissant.

. . . 1— . 2 .
Ainsi, la fonction u — %(“) est croissante, et nous en déduisons que

u

1- gn—l—l(S) 11— gn+1(0> 11— gn+1(3) 11— gn(s)
T u(s) = 1-9:0) " T guna(0) = 1 gu(0)

Ainsi, la suite (tgnggg) est croissante et majorée par 1, car g,(s) > g,(0). La suite
n n

(gn(8))n est donc décroissante et minorée par 0 et converge vers g(s) € [0, 1].

Montrons que g(s) est continue en 0. Soit (sy)x une suite décroissant vers 0. Pour un n
fixé et pour tout k, nous avons §,(sx) > §(sx) > 0. Quand k tend vers l'infini, et comme
Jn est continue, nécessairement g, (si) tend vers §,(0) = 0, d’out §(sx) tend aussi vers 0 et
la fonction ¢ est continue en 0.

Nous pouvons alors en déduire par un théoréme de Paul Lévy que g est la fonction
caractéristique d’une probabilité ;. qui ne charge pas 0.

A priori, 'on pourrait croire que la fonction § dépend du point de départ de la chaine.
Montrons qu’il n’en est rien. Supposons qu’il y a initialement 7 individus. Alors, de méme
que précédemment, nous avons

o . X, o EZ‘(SX") — PZ(Xn = 0)
Gna(s) = Eils TS R(X,=0)
(Bi(s¥))" — (Py(X, = 0))f

1= (P1(Xy =0))

X, >0)
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Comme le processus (X,,), est sous-critique, les quantités E;(s*") et P;(X,, = 0) tendent
vers 1 quand n tend vers l'infini. Nous en déduisons que
Ei(s*) = 1+i(BEy(s™) = 1)+ o(BEy(s*) — 1),
Pi(X,=0) = 1—iPi(X,>0)+o(P (X, >0)).

Nous en déduisons que

El(SX") -1+ Pl(Xn > 0) o El(SX") — Pl(Xn = O)

Ei(s™| X > 0) ~psoo = ;
S ) o T TR X 5 0) 1—P (X, =0)

d’ott §y.i(s) converge vers g(s) quand n tend vers l'infini.

Ainsi, p est la limite de Yaglom de la chaine et satisfait (3.1.26). Montrons maintenant
que la probabilité u est une loi quasi-stationnaire.

Pour cela, nous montrons tout d’abord que ¢ est solution d'une équation fonctionnelle.
Nous avons

A 1= gn+1(8) 1= gn—l—l(S) 1— gn(o)
1—g(s) =lim —————= = lim :
O ) T T 00) T g0n(0)
Mais
. 1—g,(0) . 1l—u 1

lim ————— =lim — = —,

nool—gn1(0)  w=1l—g(u) m
car m = ¢'(1). De plus,

L—galg(s) . .
hgﬂm =1-9(g(s)),

par définition de g. Nous obtenons alors que g est solution de I’équation fonctionnelle
suivante : pour tout s € [0, 1],

1—g(g(s)) = m(1 — §(s)). (3.1.27)
Calculons
X, . Eu(SX") - Pu<Xn = 0)
E,(s*"| X, >0) = —P,(X,=0)
P.(X,=0) = _ZR-(Xn =0) p; = Z(R(Xn = 0)) pj = §(P1(X,, = 0)) = §(ga(0)),
E,(s¥") = ZEJ(SX") ji = Z(xal(an))j 1 = G(Ei(s*)) = d(gul(s)).

Gréce a (3.1.27), nous obtenons

1= 9(gn(s)) = m(1 = §(gn-1(5))) = - -~ =m"(1 = g(s))



3.1. PROCESSUS DE POPULATION EN TEMPS DISCRET 89

et g(gn(s)) =1—m"+m"4(s), §(g,(0)) =1 —m™. Finalement, nous avons

X, >0)= "9 o)

E, (s*n s

La loi conditionnelle de X,, sachant X,, > 0 issue de p a donc méme fonction génératrice
que p. Les deux probabilités sont donc égales et nous avons ainsi prouvé que p est une
distribution quasi-stationnaire pour la chaine de BGW. O

Théorie spectrale et quasi-stationarité

Nous nous plagons maintenant dans un cadre un peu plus général. Considérons une chaine
de Markov (X,,),, de matrice de transition P = (p;;), avec un unique état absorbant. On
suppose que l'espace d’état est N et que I'état absorbant est 0, donc notre hypothese
revient a dire que

Poo = 1, et p; <1 pouri > 1. (3.1.28)

Le temps d’absorption est comme précédemment Ty, = inf{n, X;,, = 0} et nous avons
X,, = 0 si et seulement si n > Tj. On note toujours IP; la probabilité pour laquelle Xy = 7.

Supposons aussi qu’il existe une fonction propre réelle ¢ définie sur N associée a une
valeur propre A > 0 telles que

Py = \p, ©(0) =0, inf (i) > 0. (3.1.29)

i>1
Remarquons que la premiére assertion s’écrit : pour tout ¢ € N,

> i) = Ae(i).

jEN

Remarque : Cette hypotheése est vérifiée pour la chaine de BGW en prenant pour fonction
¢ la fonction identité ¢(i) = ¢ pour tout i, et A = m.

Lemme 3.1.33 La formule ¢;; = pf\ﬁg)

Q = (gi;) sur N*, dont la niéme puissance Q" = (q

pour i,j > 1 définit une probabilité de transition
(n)

i) est donnée par

o = (3.1.30)
Preuve. On a ¢;; > 0, et puisque ¢(0) =0,
1 L1 L1 L Ap(d)
> g = ol > pieli) = o0 > pieli) = o PO =70 =1

j=21 j21 J=0
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ot 'on a utilisé Py = Ap. Cela prouve la premiére assertion.

La relation (3.1.30) est vraie pour n = 1. Si on la suppose vraie pour n — 1, et en utilisant

(n—1)

le fait que py; " =0sij>1 ona

1)

(n=1) ¢
= S g™ =Y kp(k) Pij (3.1.31)

=1 = M) Aio(k)

©(5) (n—1) ©(j) o1y Pij ()
= . PikPr; =~ = : PikPp; | = - (3.1.32)
X (i) kzzl & X (i) kzzo & X (i)
On a donc montré (3.1.30) par récurrence. O

On déduit en particulier de (3.1.29) et (3.1.30) que pz(-?) >0< qi(;z) > 0sid,j > 1. Par
suite, si Cy = {0} et C1,Cy, ... désignent les classes de la chaine (X,,), il est immédiat

que :

La période de 'état i > 1 est la méme pour les chaines de transitions P et (),(3.1.33)

Les classes de la chaine de transition @ sont Cy, Cs, .. ., (3.1.34)

Nous allons supposer ici que la chaine de matrice de transition () a une unique classe
positive C' apériodique. Nous allons voir dans la suite que c’est le cas du processus de
BGW. Dans ce cas, cette chaine admet une unique probabilité invariante 7 telle que m; > 0
sii € C, et pour tous i et 7, qi(?) — m;. (Voir MAP 432).

Théoréme 3.1.34 a) Supposons (3.1.28) et (3.1.29) avec un X < 1.

On a alors Py(Ty < o0) = 1 pour tout i, et les états i > 1 sont transients pour la chaine
(Xn).

b) Supposons en outre que la chaine de transition QQ admet une unique classe positive C,
apériodique. Si ™ = (m;);>1 désigne l'unique probabilité invariante pour Q) (donc m; > 0 si
et seulement sii € C'), on a pour tous i,j > 1 :

Tim (X, = j[X, £0) = gy = %, (3.1.35)

et p1 = (p;);>1 est une probabilité, portée par C.

c¢) La probabilité pn est une probabilité quasi-stationnaire.
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La probabilité p est la limite de Yaglom de la chaine (X,,). Elle ne dépend pas de la
condition initiale ¢ choisie.

Preuve. (a) Si a = inf;>; ¢(i), on a

aPi(Ty > n) =a’y_pli < PUp(i) = \"p(i),

j=1

qui tend vers 0 quand n — oo puisque A < 1. Comme a > 0, on en déduit la premiére
assertion. De plus, si i > 1, P;(Ty < oo) = 1 entraine que la chaine ne passe P;—p.s. qu'un
nombre fini de fois en ¢ > 1, puisque 0 est absorbant, et donc ¢ est transient.
(n)
]
bornée h, 3., qi(;-z)h(j) — > ;51 mih(4). Mais pour 4, j > 1, (3.1.30) implique
(n) (n) :
Pi(Xy = jIX, £0) = 0 = I /(1‘5(*7) , (3.1.36)
Zk21 Dig Zkzl Gy, /o (k)

la fonction 1/¢ étant bornée sur N*. La convergence (3.1.35) est alors immédiate.

(b) Sous I'hypothése supplémentaire, on a ¢;;° — ;. On a de plus que pour toute fonction

La propriété > i>1 My = 1 est évidente.
(c) Vérifions que p est une probabilité quasi-stationnaire. Soit j > 1 et n € N*. Alors

P, (X, £0)
Zk21 :uk]P)k(Xn =7, Xn # 0) o Zkzl :uk]P)k(Xn = ])
2@1 1Py (Xn # 0) Zkzl Py (Xn # 0)
T @ e iy
o m () T (0
Dkz1 221 POLL DY (2@1 W]L)pl(m')>
mi/p(J)

— N = M
2121 mi/ (1)
Pour obtenir la derniére égalité, nous avons utilisé que 7 est une mesure invariante pour

() définie par (3.1.30). O

Ce résultat nous donne le comportement limite (en loi) de X,,, sachant X,, # 0. Il est
¢galement intéressant de déterminer le comportement limite de la chaine (X))o<i<n &
“horizon fini” N (arbitrairement grand, mais fixé), sachant que X,, # 0, lorsque n — oco.
Cela revient a vouloir connaitre la loi de (X))o<;<n conditionnellement au fait que le
processus ne s’éteindra jamais.

Théoréme 3.1.35 Plagons-nous de nouveau sous les hypothéses du Théoréeme 3.1.34-(b).

Soit N > 1 fizé. Pour tout i > 1, la chaine (X;)1<i<n converge en loi, sous les probabilités
conditionnelles sachant que X, # 0 et lorsque n — oo, vers une chaine de Markov a
valeurs dans N* de matrice de transition Q).
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Cette nouvelle chaine est souvent appelée le ()-processus associé a la chaine initiale X.
Remarquons qu’il est évident qu’elle doive vivre sur N*, puisque 'on a conditionné a la
non-extinction. Par ailleurs, nous avons déja vu que la probabilité invariante de cette
chaine est 7. Remarquons, et cela peut paraitre surprenant, que la limite de Yaglom u et
cette probabilité invariante 7 ne sont pas égales, contrairement a ce que l'intuition aurait
pu laisser supposer.

Une maniére équivalente d’énoncer le résultat du Théoréme 3.1.35 consiste a dire que
]P)Z(X() = iQ,Xl = 7;17 ce. ,XN = ZN|Xn 7é O) — 62'2'0%02'1%12'2 s Qin_qin (3137)

pour tous 7; > 1, lorsque n — 00, et ou J;; est le symbole de Kronecker.

Preuve. On va en fait montrer (3.1.37). Notons (pour i,...ix fixés) les membres de

gauche et de droite de (3.1.37) par 7, et v respectivement. En utilisant (3.1.30), on
obtient

n—N)
_ Zk>1p£Nk
Yn = 51'@'0]9@'0@'1]91'12‘2---]9@'1\,,1@',\, — ()
Zkzlpiok
— 5 Aigir @ (10) Aiyis (1) Min_yin(in-1) 2ops1 A" quNk o(in)/p(k)
Toel) eli) #lin) S o1 AMgi g i) /o (k)

Zm ™ fo(k )
Zk>1 quk/SO( )

On a vu dans la preuve précédente que ), -, qi(,?)/w(k) — > ooy T/ e(k), de sorte que
I’expression précédente tend vers 7, et on a le résultat. 0

Nous allons maintenant appliquer les résultats précédents dans le cas particulier de la
chaine de BGW, pour laquelle nous utilisons comme précédemment les notations m, mo
pour les moments d’ordre 1 et 2 et la notation g pour la fonction génératrice de la loi
de reproduction. Nous supposons (3.1.5), et C est la classe transiente décrite dans la
Proposition 3.1.6. Nous allons étudier I'existence de mesures quasi-stationnaires dans le
cas sous-critique ot 'on sait que le processus s’éteint presque-siirement.

Théoréme 3.1.36 Si m < 1 et my < 00, il existe une probabilité quasi—stationnaire
p= (fi)i>1. Pouri,j>1, ona

P;(X,, = j| X, #0) =Pi(X,, = j|To > n) — pu;,

et p; > 0 si et seulement si j € C.

De plus pour tout N fizé, la chaine (X;)1<i<n converge en loi, sous la probabilité condi-
tionnelle P;(.|X,, # 0) avec i > 1 et quand n — 0o, vers une chaine de Markov a valeurs

dans N* partant de i et de transition q;; = jf;f.
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Preuve. Nous avons vu ci-dessus que les hypothéses (3.1.29) sont satisfaites avec (i) =1
et A =m < 1, et (3.1.28) est trivial. On associe & P les matrices de transition @) et Q™

deéfinies par (3.1.30). D’apreés la preuve de la proposition 3.1.6, on sait que pgl) =0 si
n > 1et j¢ CU{0}. Par suite, les singletons {j} pour j ¢ C et 7 > 1 sont aussi des
classes transientes pour la chaine de transition ). D’aprés (3.1.34), C' est alors 1'unique

classe de la chaine associée a () qui peut étre récurrente positive.

Posons iy = inf{j > 1, ¢; > 0}. (Rappelons que ¢; est la probabilité d’avoir i descendants).
Nous avons p;,i, = %o @i, (q0)° " > 0, puisque la seule possibilité pour quun groupe de i,
individus ait ig descendants est qu'un des individus ait iy descendants et les autres 0 (par
hypothése, on ne peut avoir moins de iy descendants, sauf 0). Nous en déduisons que la
période de ig, donc de la classe C, est 1 pour la chaine (X,,), donc aussi pour celle associée

a @ (par (3.1.33)).

Pour pouvoir appliquer les théorémes 3.1.34 et 3.1.35, il nous suffit alors de montrer que
qg?) ne tend pas vers 0 pour tout ¢ > 1. (Cela assurera que la classe est positive). Rappelons
qu’ici,

_JIPij - (n) _ Py

qi - = =
T im Y imn

Nous allons montrer que ®,,(s) = > _;-, qu)

s €]0, 1[. Alors il existera i > 1 tel que qg‘)

On a

s converge vers une limite non nulle pour un

ne converge pas vers 0.

m" e, 1(s) = Zp§?+1) ist = Ey (Xn+1sX"“)

sy (5)
= sg)(9() 9 (5)

_ (9 ey ) e
= Ei (X, g(s)*) = o) P, 0 g(s).

Par suite, comme ®y(s) = s, on a

Notons que 0 < ¢’(s) < m pour tout s € [0, 1], donc 0 < ®,(s) < 1si0 < s < 1.1l nous
suffit alors de prouver que le produit infini de terme général ¢’ o gx(s)/m est convergent
(ce qui signifie que ®,(s) converge vers une limite ®(s) > 0), et ceci est réalisé si la
série de terme général wuy := 1 — ¢’ o gi(s)/m est absolument convergente. En faisant un
développement limité & 'ordre 1 de ¢/(s) au voisinage de 1 (qui est possible car my < 00),
on obtient que

g'(s)

=(1- s)g:](ll) + (1 —s)e(1 —s),
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ou la fonction ¢ tend vers 0 en 0. Il existe donc une constante a telle qu’on ait

g'(s)

0<1—- <a(l—s).
On sait aussi que 0 < 1—gg(s) < mF(1—s). Donc 0 < uy, < amF(1—35), et on a le résultat
puisque m < 1. 0

3.1.6 Les chaines densité-dépendantes

Nous allons considérer maintenant, de maniére un peu superficielle, des chaines BGW qui
sont densité-dépendantes, et sans immigration. Bien str, ce sont des modéles beaucoup
plus crédibles du point de vue de la biologie. Nous les développerons plus dans le cadre du
temps continu. L’état 0 est toujours un état absorbant, et le temps d’extinction est encore
To = inf{n : X,, = 0}. En revanche, la “propriété de branchement” n’est plus valide.

Typiquement, une telle chaine modélise 1’évolution d’une population de type BGW, mais
avec des “ressources limitées” qui diminuent les possibilités de reproduction lorsque I'effec-
tif r de la population augmente. Ainsi, il est naturel de supposer les conditions suivantes
sur les moyennes m(r) des lois de reproduction ¢(r) et les probabilités de mort sans
descendance :

m(r+1) < m(r), Go(r) < qo(r+1). (3.1.38)

Par exemple, considérons un cadre d’interaction appelé "logistique", ou le nombre total
d’individus agit linéairement sur la probabilité go(r). On peut modéliser cette situation
ainsi :

q(r):M. G(r) = —L&

0 1+C0r " " 1+Cr’

ot (g;) est une probabilité sur N et C' une constante strictement positive. Ce modéle vérifie
bien les propriétés (3.1.38).

On pourrait démontrer des résultats analogues a ceux des chaines BGW standards, mais
nous nous contenterons d’un résultat trés partiel sur I'extinction. Rappelons que m(r) < 1

implique go(r) > 0, puisque m(r) = ijl Jg;(r) > ijl q;(r) =1—qo(r).

Théoréme 3.1.37 Supposons que qo(r) > 0 pour tout r > 1 et que m(r) < oo pour
tout v > 1 et m(r) < a sauf pour un nombre fini de r, avec un a €|0,1[. On a alors
Pi(T < o0) =1 (extinction p.s.).

Notez que sous (3.1.38) les hypothéses de ce théoréme se réduisent a ¢o(1) > 0 et
lim, o m(r) < 1.
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Preuve. Comme ¢o(r) > 1—m(r) >1—a si m(r) <a,on ab=inf,q(r) >0, d’aprés
les hypothéses.

Le méme calcul que dans le cas densité-indépendant montre que E;(X,,1|F,) = X, m(X,,)
(avec m(0) = 0). Ainsi, la suite

7 X(), sin=20
" X/ TT=) m(X) sin>1

est une martingale positive, d’espérance E;(Z,) = i. Elle converge alors P;—p.s. vers une
limite finie Z. Par suite M := sup,, Z,, < co P;—p.s., et on a
n—1
X, < MU,, ot U, =]]m(x). (3.1.39)
1=0

Soit an (7, j) le nombre de fois ot X, passe en 7 > 1 entre les instants 0 et N. Comme 0
est un état absorbant, il est égal au nombre de fois ou X,, = j et X,,.; > 0 pour n entre
0 et N — 1, plus éventuellement 1. Donc si j > 1,

N-1
(Z '] Z 1{X7L_-7}) < 1 _'_ E Z 1{X7L—.7 Xn+1>0})
n=0 n=0

Mais pjo = qo(j)’, donc d’aprés la propriété de Markov,
Pi(Xn = J, Xns1 > 0) = (1 = qo(5)")EilLix,—5p) < (1= V)Ei(lix,—5)
et on déduit que '
an(i,7) <1+ (1 =V)an_1(i,9).
En itérant cette relation et comme (i, j) < 1, on obtient
an(i,j) <14+ (1 =) +...+ (1 =)V <1/¥.
En faisant tendre N vers I'infini, on voit que

EZ<N]> < 00,

Ny = lixa=

est le nombre de visites de la chaine en j.

ou

Si C' désigne I'ensemble (fini) des r tels que m(r) > a, on a

U, < aZ?;ol 1{x,ecey H m(j)anfl(iuj)'
jec
Mais comme chaque Nj est p.s. fini, on sait que le nombre de passages par C est fini
p.s. Ainsi, > Lix,ecey tend vers 'infini avec n. Par suite U, — 0 p.s., donc (3.1.39)
entraine que X,, — 0 p.s. Comme X,, est & valeurs entiéres et que 0 est absorbant cela
donne le résultat. 0
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3.2 Processus markoviens de saut en temps continu

Dans le chapitre précédent, nous avons considéré des processus de branchement indexés
par un temps entier qui modélisait essentiellement un nombre de générations ou de pé-
riodes de temps dans un processus de reproduction cyclique (reproduction saisonniére,
modeles de démographie dans lesquels on étudie des changements annuels). Maintenant,
nous souhaitons modéliser une évolution de population composée d’individus qui naissent
et meurent au cours du temps, mais en prenant en compte le temps physique qui évolue
de maniére continue : t € R,.

La taille de la population est alors décrite par un processus aléatoire t — X;. A chaque
temps de naissance, le processus s’accroit de 1, ou plus si on a une reproduction multiple,
a chaque mort il décroit de 1. Les temps auxquels ont lieu les naissances et les morts sont
aléatoires et il est nécessaire de connaitre leur loi, de méme que la loi de reproduction.
Nous allons donc généraliser I’approche probabiliste des processus de branchement a temps
discret. Toutefois, on peut aussi modéliser la dynamique continue en temps et raisonner
comme les biologistes en ont ’habitude, en étudiant 1'évolution au cours du temps de la
probabilité d’étre dans un état précis pour la population. Nous en donnons un exemple en
Section 3.2.1. Cela conduit & étudier un systéme d’équations différentielles. Nous verrons
dans la suite de ce chapitre le lien entre entre processus de saut en temps continu et
équations de Kolmogorov.

3.2.1 Une approche intuitive

Donnons ici une description intuitive d’une population de cellules qui croit par division
cellulaire. On suppose que pendant un intervalle de temps trés court de longueur h, la
probabilité pour qu’une cellule se divise soit bh, pour un paramétre b > 0 qui est le
méme pour toutes les cellules et indépendant de la taille de la population et du temps.
On suppose également que h est suffisamment petit pour que la probabilité d’avoir plus
d’une naissance pendant |¢,t + h[ soit négligeable. Si la population est de taille N au
temps t + h, alors soit elle était de taille N au temps t et il n’y a pas eu de naissance
pendant l'intervalle ]t,¢ 4+ h[, soit elle était de taille N — 1 au temps ¢ et il y a eu une
naissance pendant |t, ¢+ h[. La probabilité d’avoir une naissance pendant |t, ¢+ h[ a partir
de la population de taille N — 1 est bh(N — 1), et celle de ne pas avoir de naissance &
partir d’une population de taille N est donc 1 — bhN. Ainsi donc, si on appelle Py(t) la
probabilité d’avoir une population de taille N au temps ¢, on aura

Px(t +h) = Py(t)(1 — bhN) + Py_(t)bh(N — 1).

En divisant les deux termes de cette équation par h et en faisant tendre h vers 0, on
obtient donc
dPy(t)
dt

— —bNPy(t) +b(N — 1)Py_y(%).
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Ainsi I'on voit sur cet exemple qu’au processus stochastique de division cellulaire est
associé un systéme d’équations différentielles.

Nous allons maintenant formaliser toute cette approche.

3.2.2 Processus de Poisson

Dans ce paragraphe et le suivant, nous allons étudier des processus de Markov indicés par
R, , a valeurs dans un ensemble fini ou dénombrable qui sont constants entre des temps de
sauts aléatoires. Ces processus changent donc d’état de maniére aléatoire. On les appelle
processus markoviens de sauts.

Définition

Nous allons introduire le prototype de ces processus, a savoir le processus de Poisson.
Ce processus modélise des répartitions aléatoires de points sur R, qui vont correspondre
essentiellement pour nous dans la suite, a des instants de naissance ou de mort d’individus.

Définition 3.2.1 Un processus ponctuel sur R, se décrit par la donnée d’une suite
croissante de temps aléatoires

O<Ti<Thy<---<T,<--- p.s.

dans Ry, qui sont des variables aléatoires définies sur un espace de probabilité (Q, F,P),
et qui vérifient

T, — 400 presque-sirement, quand n tend vers l’infini.

Les instants T,, modélisent des instants ot se produisent des événements.

On pose
Si=T1; Ss=T-T; -, Sp=T,—Th1," -

Les variables aléatoires 5, modélisent les longueurs des intervalles ou temps d’attente
entre deux événements successifs.

Définition 3.2.2 La fonction aléatoire de comptage (N,);>¢ associée au processus
ponctuel {T,,,n € N} est définie par

Ny = Sup{n> T, < t} = Z ]-{Tjgt]w

j=1

N, est donc le nombre d’événements qui se sont produits avant ["instant t.
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Ni=n|---mome e ‘ |
-
2| -—--
1_| —
0 3 3
! T, T, T. t Tua
-—S; Sy S —

FIGURE 3.3 — Trajectoire d'un processus ponctuel

Notons que Ny = 0 puisque 7} > 0 et que pour tout ¢, Ny < oo puisque la suite (7},) tend
vers l'infini. Pour 0 < s < ¢, Ny — Ny est le nombre d’événements qui ont eu lieu pendant
I'intervalle |s, t].

Remarquons également que les trajectoires t — Ny(w) d’un tel processus sont continues
a droite, par définition.

Remarque 3.2.3 Les données du processus ponctuel et de la fonction aléatoire qui luz
est associée sont en fait équivalentes. En effet, on a
{Neznp = {T, <t}
{Ni=n} = {1, <t<T,}
{N;>n>N;} = {s<T,<t}

Définition 3.2.4 On dit que le processus ponctuel (T,,) ou (Ny,t > 0) est un processus
de Poisson si (Ny,t > 0) est a accroissements indépendants et stationnaires, c’est
a dire

1) Pour tous ty < t; < --- < t, dans Ry, les accroissements (th — Ny, 1<5< n)
sont des variables aléatoires indépendantes.

2) Pour 0 < s < t, la loi de Ny — N ne dépend de s et t que par la différence t — s. Elle
est donc égale a la lot de Ny_,.

La propriété (2) s’appelle, comme dans le cas du mouvement brownien, la stationnarité
des accroissements.

Le nom de processus de Poisson est justifié par la propriété suivante :

Proposition 3.2.5 Soit (N, t > 0) un processus de Poisson. Alors il existe A > 0 tel
que pour tous 0 < s < t, Ny — N, est une variable aléatoire de Poisson de parameétre

At —s). On a donc

At — s))F

P(N, — N, = k) = et { o VkEN.
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Définition 3.2.6 Ce parameétre X\ est appelé intensité du processus de Poisson. Il est
égal au nombre moyen d’événements qui se produisent pendant une unité de temps, puisque

E(Nt+1 - Nt) - )\

On dira aussi que les événements se produisent au taux .

Preuve. Soit g;_, la fonction génératrice de Ny — N,. On a, pour u € [0, 1],

Gi_s(u) = E(u™M ) = ZIP’(Nt — N, = k)u".

k>0

Nous voulons montrer que g;_, est la fonction génératrice d’une variable aléatoire de loi
de Poisson de paramétre A\(t — s), c’est-a-dire que

gi—s(u) = exp(=(A(t = s)(1 —u)).

Nous allons calculer g;(u). Par indépendance des accroissements, on a g,(u) = g;—s(u)gs(u),
et donc plus généralement nous pouvons prouver que

gi(u) = ((g1(u))"

(On le prouve pour les entiers puis pour les rationnels et on conclut en utilisant la dé-
croissance de t — g¢(u)).

Par ailleurs, comme g;(u) > P(N; = 0) = P(T} > t), qui tend vers 1 quand ¢ — 0, on
peut assurer que ¢;(u) est non nul, et comme g¢;(u) < 1, il existe donc un A(u) > 0 tel

que

g (u) — e—)\(u)t'

Nous souhaitons donc montrer que A(u) est de la forme A x (1 — u), avec A\ constante.

Nous avons

Puisque v > 1, nous en déduisons que pour tout ¢,

0<

~ | =

1 1
(1= gu(w) = ZP(N, = 1)(1 = u) < -P(N; > 2).
Supposons que %]P)(Nt > 2) tende vers 0 quand ¢ — 0. Nous en déduirons alors que

o1
AMu) = lgf(r]l ?P(Nt =11 —u),
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et nous observons qu’ainsi A(u) = (1 — u)A(0). Nous aurons alors

A = \0).

Pour étudier le comportement asymptotique de P(Ny > t), remarquons que
Un{Nnt = O, N(n—l—l)t > 2} C {T2 < T1 + t},
et que par la propriété d’accroissements indépendants stationnaires,

P(Un{Nnt = 0, N1y > 2}) = > _P(Nyy = 0P(N, > 2) <P(Ty < Ty + ).

Nous en déduisons que

Ze_’\(o)"tIP’(Nt >2) = (1—eMO7IP(N, >2) <P(Ty < T} + t).

Mais, quand ¢ | 0, cette derniére quantité vaut P(7, < T;) = 0. Comme pour ¢ suffisam-
ment petit, on a par ailleurs que (A(0)t)™! < (1 —e 29"~ nous en déduisons finalement
que +P(N; > 2) tend vers 0 quand ¢ — 0. O

Notons que la Proposition 3.2.5 et la propriété d’indépendance des accroissements permet
d’obtenir la loi de tout vecteur (Ny,,---, Ny,), pour t; < --- < t4.

Remarque 3.2.7 Nous pouvons donner une interprétation intuitive de ce résultat. Il
résulte de la preuve ci-dessus que

IP)(NH_}L — Nt = O) = 1—Xh+ O(h)
P(Nt-i-h - Nt — ]_) - )\h ‘l’ O(h)
]P)(Nt-i-h — Nt Z 2) = O(h)

Donc a une probabilité petite devant h pres, Ny, — N; est une variable aléatoire de
Bernoulli prenant la valeur 0 avec probabilité 1 — Ah et la valeur 1 avec probabilité Ah.
Cette propriété jointe a I'indépendance des accroissements et a la formule

n

s
Nips — Ny = Z(Nt—i-jh - Nt+(j—1)h) , avec h =

N
n

i=1
entraine que Ny — N, suit approximativement une loi binomiale de paramétre (n, As/n).

Nous savons que quand n tend vers l'infini, cette loi tend vers une loi de Poisson de
paramétre As. (Voir Polycopié de MAP 311).

Nous pouvons déduire de la Proposition 3.2.5 la loi du premier temps de saut du processus
(VD).
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Corollaire 3.2.8 La loi du premier temps de saut Ty est une loi exponentielle de para-
metre X. De méme, pour tout s > 0, la loi du premier événement aprés s, soit T 41 — s,
est une loi exponentielle de parametre \.

Preuve. Pour ¢t > 0, on a

De méme,

Propriété de Markov

Soit (N, t > 0) un processus de Poisson d’intensité A. Pour tout s > 0, introduisons le
processus (N7, t > 0) défini par
N} = Nyys — Ns.

Ce processus compte le nombre d’événements sur lintervalle |s,t]. On vérifie immé-
diatement que c’est également un processus de Poisson d’intensité A, indépendant de
(Ny,u < s). En particulier, cela entraine que le futur (/V;,¢) du processus aprés le temps
s ne dépend du passé (N,,u < s) que par 'intermédiaire du présent N,. Nous avons
ainsi obtenu une version en temps continu de la propriété de Markov. Nous reviendrons
sur cette propriété dans le paragraphe suivant.

Nous allons généraliser cette propriété a certains instants S aléatoires.

Remarquons que la donnée de (N,, s < t) est équivalente a celle de (Ny, Ty, To, -+ , Ty, ).
Nous allons appeler F¥ la tribu engendrée par ces variables, qui décrit donc toute 'in-
formation donnée par le processus (1V;) jusqu’au temps t.

Définition 3.2.9 FEtant donné un processus de Poisson (Nt > 0), on appelle temps
d’arrét (pour le processus de Poisson) une variable aléatoire S a valeurs dans R U{+o0}
telle que pour toutt € R,

{S<teFN

Toute variable aléatoire constante est clairement un temps d’arrét. Pour tout n, le temps
de saut 7}, l'est également. En revanche, T, ne 'est pas car si ¢t < s,

{Tn, <t} ={N,— N, =0} ¢ FV.
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Proposition 3.2.10 Soit (N, t > 0) un processus de Poisson de parametre X\, et S un
temps d’arrét pour (Ny). Sur 'événement {S < oo}, on pose pourt >0

NP = Ng44 — Ng.

Conditionnellement o {S < oo}, le processus (NP, > 0) est un processus de Poisson
d’intensité X\, indépendant de la tribu engendrée par la trajectoire de N jusqu’a S.

Preuve. Nous savons déja que le résultat est vrai si S est constant. Supposons que S
prenne ses valeurs dans une suite croissante de réels positifs (s;);. Comme S est un temps
d’arrét,

{S=s5}={9<s)\{S <54} € FY.

Soit 0=ty <t; <ty < -+ < tp, ni,ng, - ,np € Net Aun événement de la tribu
engendrée par la trajectoire de N jusqu'a S. Ona AN {S <t} € FN. Alors

P (A P NS - NS = ni}>
= Z]P) ({S = Sj} nA mf:l {st"l‘ti - st - st‘i‘tifl + NSj = nl})

J

= ZP({S = s} NA) HP Nyt = Nojrtiy = 11)
= P[P N, =mi). (3.2.40)

i=1
Dans cette preuve nous avons utilisé le fait que (IV;) est a accroissements indépendants
et stationnaires.

Le résultat est donc établi si la suite des valeurs de S est discréte. Supposons maintenant
que S est un temps d’arrét quelconque. Nous introduisons la suite (S,,),, définie par

Sn = Z ]{32_n1{(k_1)2—n<5‘§k2—n}.
keN

Il est facile de voir que les S, sont des temps d’arrét et ainsi, S peut étre approché par
une suite de temps d’arrét de la forme précédente. L’égalité (3.2.40) est vraie pour chaque
S, et on peut facilement justifier un passage a la limite, du fait de la continuité a droite
des trajectoires de (/V;). Cela conclut la preuve. O

Nous en déduisons le résultat fondamental suivant.

Proposition 3.2.11 Soit (N, t > 0) un processus de Poisson d’intensité \ et (T,,), ses
instants de saut. Notons comme précédemment par (S,), la suite des temps d’attente entre
les sauts. Alors les variables S; sont indépendantes, de loi exponentielle de paramétre \.
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Preuve. On sait déja que S; = T} vérifie cette propriété. On applique alors la Proposition
3.2.10 avec S = T,,. Alors S,,1 = T,,41 — T}, est le premier instant de saut du processus
de Poisson (Nr, 4 — Nz, ,t > 0) d’intensité A et indépendant de T3, - , T, donc aussi de
Sty S O

On a également la réciproque suivante.

Proposition 3.2.12 Soit (S,,), une suite de variables aléatoires exponentielles de para-
metre A et indépendantes. On pose pour tout n > 1 et tout t > 0

T, = Si+--+ 5,
Ny = sup{n,T, <t} = Z 141, <y = Card{n, T, < t}.

Alors (Ny,t > 0) est un processus de Poisson d’intensité \.

Cette proposition est immédiate mais fournit une preuve constructive de I'existence d’un
processus de Poisson.

Comportement asymptotique
Soit (Ny,t > 0) un processus de Poisson d’intensité A. On a alors
E(N;) = At, Var(N;) = At.
Ainsi,
A
E(t_l Nt) = )\, V(IT(t_l Nt) = ?,
N

donc =t converge en moyenne quadratique vers A, quand ¢ tend vers I'infini. En fait on

a ¢galement une version forte de cette loi des grands nombres.
Proposition 3.2.13 Soit (N;,t > 0) un processus de Poisson d’intensité \. Alors %
converge presque-sirement vers A\, quand t tend vers l'infini.

Preuve. Remarquons tout d’abord que N,, = """ (N; — N;_1) est la somme de variables
aléatoires indépendantes de méme loi de Poisson de parameétre . Il résulte alors de la loi
forte des grands nombres que % converge p.s. vers A, quand n tend vers l'infini. On écrit
alors

Ny Nplt] | Ne— Ny

t [t t
Il nous suffit alors de montrer que sup,,<;<,11 % tend vers 0 quand n tend vers 'infini.
Posons

&n= sup (Ny—N,) = Npy1 — N,.

n<t<n+1
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Les &, sont indépendantes et de méme loi intégrable. Donc la loi des grands nombres
entraine que % — A p.s. et donc que 5” converge presque-stirement vers 0. 0

On a également un théoréme de la limite centrale.

Théoréme 3.2.14 Soit (N, t > 0) un processus de Poisson d’intensité X. Alors

L — At
VAt

ot Z est une variable aléatoire de lot normale centrée réduite.

— Z en loi, quand t — 00,

Preuve. Nous allons raisonner comme dans la preuve précédente. Par le théoréme de la
limite centrale, nous savons que

N, — \n
vV an

ol Z est une variable aléatoire de loi normale centrée réduite. De plus,

% > &) = P(6, > ev/in) = P(&1 > ev/),
Ni—Npy

qui tend vers 0 quand n tend vers I'infini. Donc 7 < == 5 tend en probabilité vers 0.
Finalement nous avons

— Z en loi, quand n — oo,

ﬂ

VAt A[t] t
N N[t

NG
i “ﬁw

On utilise alors le méme argument qu’en Section 2.1.1 pour conclure, sachant que N; — Ny
et NV sont indépendantes. 0

Nous pouvons en fait établir également un théoréme de la limite centrale fonctionnel, qui
montre la convergence de la fonction aléatoire

Nut — Atu
VAu

vers le mouvement brownien, quand w tend vers l'infini. La preuve s’inspire de celle déja
vue en Section 2.1.1. En effet, nous avons montré que pour ¢ fixé, Y,; converge en loi vers
une variable aléatoire B; centrée, de variance t.

De méme nous pouvons étudier le comportement en loi de (Yie,, -, Yut, — Yuty, Yur, —
Yut, ), pour t; < --- < tj, et montrer que ce vecteur converge vers (Zy,, Zt,—t,, s Ltr—t,_1 ),

t_)Yut:
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ou les variables aléatoires Z;,_;, , sont indépendantes et suivent des lois normales centrées
de variances respectives t; — t;_;. Remarquons par ailleurs que 'amplitude des sauts de
Y. est ﬁ qui tend vers 0 quand u tend vers I'infini. On a donc finalement montré que le
processus (Y,,t > 0) converge au sens des marginales fini-dimensionnelles, vers un pro-
cessus (B, t > 0) qui est a accroissements indépendants et stationnaires, a trajectoires
continues et tel que pour chaque ¢t > 0 la variable aléatoire B, est une variable normale
centrée et de variance t.

3.2.3 Processus markoviens de saut

Nous allons ici étudier les processus de Markov en temps continu, & valeurs dans un espace
fini ou dénombrable. Nous verrons que ces processus peuvent se décomposer a ’aide d'un
processus de Poisson et d’une chaine de Markov (& temps discret) appelée chaine incluse.
Définition

On veut étudier des processus dont la trajectoire est continue a droite et limitée a gauche,
constante entre des instants de saut qui sont isolés. Une grande différence avec le processus
de Poisson est que les amplitudes des sauts sont aléatoires.

On notera Z, la position du processus juste avant le saut 7T}, 1.

Une trajectoire type sera de la forme :

Z,

Z,—

z,

T, T, T, T, T,

] —

Z, -

FIGURE 3.4 — Trajectoire d’un processus markovien de saut

La donnée du processus (X;, ¢ > 0) est donc équivalente & la donnée de la suite (7, Z,,),n >
0, avec 1o = 0.

On suppose que les instants de saut T,, € R U {+o00} forment une suite croissante et que

Th(w) < Thi1(w) si Th(w) < oo.
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On suppose également qu’il n’y a pas d’explosion, c’est-a-dire que les instants de saut ne
s’accumulent pas en un temps fini :

lim 7, (w) = +o0. (3.2.41)

n—oo
Définition 3.2.15 On dira qu’un état x est un état absorbant si

Xr,(w) =2 =T (w) = F00.

Dans les études de dynamiques des populations, I’état 0 sera un état absorbant, sauf s’il
y a de I'immigration.

Définition 3.2.16 On appelle processus de saut un processus de la forme

Xiw) = Y Zul) gt (),

n>0,Ty (w)<oo

ou les Z, prennent leurs valeurs dans un ensemble dénombrable E et ot les T,, vérifient
les propriétés décrites ci-dessus.

On va étudier de tels processus. On les suppose markoviens, dans le sens suivant.

Définition 3.2.17 Un processus de saut (X;,t > 0) a valeurs dans E est un , processus
markovien de saut (ou une chaine de Markov en temps continu), si pour tout 0 <
s < t, la loi conditionnelle de la variable aléatoire X; sachant (X,,u < s), ne dépend
que de X, c’est-a-dire que pour tout n € N, pour tous 0 < top < t; < --- < t, < s,
X0, T1, " ,Tn, T,y € E, on a

PXe=y| Xy =20, Xty =21, , X, =2, Xs=20)=P(Xy =y | X;=2).

On dira que ce processus markovien est homogéne si la probabilité P (X, =y | Xy = x) ne
dépend de s et t que par la différence t — s.

Dans le cas d’un processus homogéne, on utilisera la notation
PX,=y|X;=2x)=PFP,t—ys),

et pour tout ¢t > 0, P(t) = (Pyy(t))syer est une matrice markovienne sur £ x £, (matrice
de taille possiblement infinie dont les sommes des éléments de chaque ligne valent 1),
appelée matrice de transition de X; sur E. On notera pu(t) la loi de X; et u(0) = p
désigne la loi initiale du processus.

Dans la suite, nous allons développer le cas homogéne. Puisque E est dénombrable, on
identifiera une fonction ¢ : £ — R avec le vecteur (g,)yep, ot g, = g(y), et une mesure p
sur E avec le vecteur () on pu, = p({z}).
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Proposition 3.2.18 Soit (X;); un processus markovien de saut homogéne, de loi initiale
w et de matrice de transition P(t),t > 0. Pour tout n € N, pour tous 0 < t; < --- < t,, la
loi du vecteur aléatoire (Xo, Xy, -+, Xy,) est donnée par : pour tous xg,x1, - , T, € F,

P (XO = Ty, th =T, 7th = xn) = ,umopxowl (t1>Px1m2(t2 - tl) XX Pmnflmn@n - tn—l)-
(3.2.42)

En particulier, pour tout t > 0,

p(t) = pP(t),

aw sens ou pour tout y € F,

iy (1) = Z Ha Py (t).

el
De plus, pour toute fonction positive ou bornée g : E — R, on a

E(g(X,)] Xo =) = (P(1)g)s = Y _ Puy(t)gy-

yelE

En outre, les matrices (P(t),t > 0) vérifient la relation de semi-groupe, appelée équa-
tion de Chapman-Kolmogorov :

P(t+s) = P(t)P(s), (3.2.43)

ot le produit (qui commute donc) est compris au sens matriciel.

Preuve. Soit x,z € E. On a

Po(t+s) = P(Xipe=2Xo=2) =) _ P(Xi =y, Xiss = 2| Xp = 2)
Yy

= Z]P)(Xt—i-s = Z|Xt = y)]P)(Xt = y|XO = [L’) = Z P:cy(t)Pyz(s)>

Y

dott P(t + s) = P(t)P(s). 0

Exemple 3.2.19 Un processus de Poisson (NV;,t > 0) d’intensité A\ est markovien, de
matrice de transition

AL)Y®
Pt = e_)‘ti( ) siy >z,

(y—a2)"
et Py, (t) = 0 sinon.
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Exemple 3.2.20 Soit (N, ¢t > 0) un processus de Poisson d’intensité A et d’instants de
sauts (7},),. On se donne par ailleurs une chaine de Markov (Z,,), a valeurs dans F,
indépendante de (IV;); et de matrice de transition M,,. Alors

Xt = Z an[T7L,Tn+1[(t>
n=0

est un processus markovien de saut de matrice de transition

Poy(t) =Y P(T, <t < Toyr, Zn = ylZo = ) = Y _P(Ny = n)P(Z, = y|Zy = x),

par indépendance. D’ol
- (AD)"
Pyy(t)=e ™Y = M.

n

Propriété de Markov forte

On note F;' la tribu engendrée par le processus X jusqu’au temps t, et par S un Fj -
temps d’arrét. On a la propriété de Markov forte suivante, dont la preuve peut s’adapter
de celle donnée pour le processus de Poisson.

Théoréme 3.2.21 Soit S un temps d’arrét pour le processus markovien de saut X;.
Alors, conditionnellement a {S < oo} et a {Xg = x}, le processus (Xgyi,t > 0) est
indépendant de la tribu engendrée par X jusqu’au temps S et sa loi est celle de (X, t > 0)
sachant que Xy = x.

Le générateur infinitésimal

La propriété de semi-groupe (3.2.43) entraine que P(t) est connu pour tout ¢ dés qu'il
est connu pour ¢ petit. En fait, nous allons montrer qu’il suffit de connaitre sa dérivée a
droite en 0.

Théoréme 3.2.22 Soit P(t),t > 0, le semi-groupe de matrices de transition d’un proces-
sus markovien de saut (X;);. Il existe une matrice (Qquy, v,y € E), appelée générateur
infinitésimal du semi-groupe P(t) ou du processus de Markov (X,), qui vérifie

Qzy = 0 pour T #Y;
Q:c:c:_ Z Qxy§07

yeb\{z}

cette derniére inégalité étant stricte sauf si l’état x est absorbant.
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Lorsque h | 0,

Pry(h) = hQuy + o(h) pour z #y,
Pr(h) =14+ hQus + o(h).

En outre conditionnellement a Xy = x, ["instant 11 de premier saut et la position Z, =
Xp, aprés le premier saut sont indépendants, avec Ty de loi exponentielle de paramétre

Gz = —Que et Zy de loi sur E donnée par (%,y + :17)

Définition 3.2.23 On appelle q, le taux de saut du processus issu de x. On a donc
P(Tl > t|X0 = LE‘) = e %1,

Par analogie avec les idées intuitives de I'introduction, le nombre @), sera appelé taux
de transition de z vers y.

Grace a la propriété de Markov forte, nous en déduisons le résultat suivant.

Corollaire 3.2.24 Pour tout n € N*, conditionnellement a la tribu engendrée par le
processus jusqu’au temps Ty,_1, la variable aléatoire T,, —T,,_1 est indépendante de Z, =
X, la loi conditionnelle de T,, — T,,_1 est une loi exponentielle de parameétre qz, ., et la

loi conditionnelle de Z,, — Z,,_1 est donnée par (%, yeLE).
n—1

Preuve. du théoréme. Nous voulons calculer P(77 > ¢| Xy = x). Considérons n € N et
h > 0 et supposons que h — 0 et que n — oo de telle sorte que nh 1 t. Nous allons utiliser
la propriété de semi-groupe. Pour cela, remarquons tout d’abord que

{T1>nh}C{X0:Xh:~-~: nh}C{T1>nh}U{T2—T1§h}
Comme P(Ty — T < h) — 0 quand h — 0, on a que

]P)(Tl > t|X() = [L’) = lim ]P)(X() =Xi=---= nh|X0 = ZL’)

h—0,nh—t

= lolrr;L ) (Pyu(h))" = lim " P==()  par propriété de Markov .
—0,nh—

Comme P, (h) tend vers 1 quand h — 0, on a In P, (h) ~ P,,(h) — 1 au voisinage de 0.

Ainsi, comme de plus n est d’ordre %, nous pouvons déduire de l'existence de la limite

précédente qu’il existe g, € [0, 400] tel que

o1

Ainsi,
]P)(Tl > t‘XO = .CL’) = e @,
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Cette derniére propriété entraine que ¢, < oo et que ¢, = 0 si et seulement si x est un
état absorbant. On pose alors Q.. = —¢.

i ) . . .« Puy(h
La démonstration de lexistence d’une limite a Lex(?)
h

analogue. On a

, pour x # y, se fait de maniére

{T1<tZ0:ZIZ' ley}

- h—)l()lg}L—)t U0<m<n{XO Xh == X(m—l)h =, th = y}
D’ou
n—1
. m 1= (P(h)"
— lim(1 — (Pu(h))—— P )
- o 1- P (h)h ™
l—e =t 1
_ lim —P,, (h). 3.2.44
i Py (1) (32.44)

Ainsi, @y = lim %ny(h) existe pour x # y et

]P)(Tl < t, Zl = y|X0 = LE‘) = (1 — e—qmt)%’
4z

d’on
P(Ty <t,Z, =yl Xo=2) =P(T) <t|Xo =2)P(Z, = y|Xo = x),

et on a donc indépendance de T} et Z; conditionnellement & Xy = z. De plus,

Enfin, on déduit de (3.2.44) que pour h suffisamment petit,

1 0

Nous pouvons alors en déduire (théoréme de convergence dominée) que
, 1
h}rln Z 7l Z lim — ny
Y
De cela et du fait que >° Py, (h) = 1 se déduit facilement que >, Quy = 0. O

On en déduit les équations de Kolmogorov, qui vont nous permettre de retrouver les
matrices de transitions a partir de la matrice de taux. Soit I la matrice identité sur F.
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Théoréme 3.2.25 Sous l’hypothése (3.2.41),

1) (P(t),t > 0) est l'unique solution de l’équation de Kolmogorov rétrograde

U0 = QP(), pour 1> 0; PO) =1, (3.2.46)

c’est-a-dire

P,
(1) =) QunPy(B). (3.2.47)

z€EE

Pour tout x de E et toute fonction g, u(t,x) = E(g(X;)|Xo = ) est solution de

ou
E(t,x) = ;Qmu(t, z), t >0,z €L,

u(0,z) = g(z), x € E.
2) (P(t),t > 0) est l'unique solution de [’équation de Kolmogorov progressive

dP

%(t) = P(t)Q, pour t>0; P(0)=1, (3.2.48)
c’est-a-dire
dP,
dty(t) — ZPm(t)QZy, (3.2.49)
zeE

En outre, la famille des lois marginales p(t) des X; satisfait I’équation de Fokker-
Planck

8,uy (t)
ot

= Zuz(t)sza t> an € k.

zelE

Preuve. La preuve est trés simple dans le cas o E est fini et plus technique sinon, mais
les idées sont les suivantes. Pour établir ’équation de Kolmogorov rétrograde, il suffit de
dériver P(t+ h) en h = 0 en utilisant la propriété de semi-groupe sous la forme

P(t+h) = P(h)P(t).

L’équation pour u s’en déduit en multipliant & droite par le vecteur colonne (g,). L’équa-
tion progressive s’obtient de la méme maniére, mais en écrivant

P(t+h) = P(t)P(h).

L’équation de Fokker-Planck s’en déduit alors immédiatement en multipliant a gauche
par le vecteur ligne (u,)(0). O
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Chaine de Markov incluse

Soit (X};) un processus markovien de saut, associé¢ a (T,,, Z,),n > 0. La suite Z,, = Xr,
est une chaine de Markov a temps discret. C’est une conséquence de la propriété de Markov
forte de (X;). Elle est appelée chaine incluse et vérifie que Z,,.1 # Z,,, presque-stirement,
pour tout n. Sa matrice de transition se calcule aisément en fonction du générateur () de
X (grace a (3.2.45)) :

p — (_Qxx)_lQ:cya s1 ) 7& x
Y 0, siy=x.

Si on pose
Sn =4z, 4 (Tn - Tn—1)7

ol ¢, = —Q.., et pour tout ¢ > 0,

N, = sup{n, Y~ Sy < t},

k=1

alors le processus (/V;) est un processus de Poisson d’intensité 1. En effet, il suffit d’ap-
pliquer le Corollaire 3.2.24 : la loi conditionnelle de T, — T;,_; sachant Z,,_; est une loi
exponentielle de parametre gz, _,, et donc la loi de S, est une loi exponentielle de para-
meétre 1. On utilise pour cela le fait que si U est une variable aléatoire exponentielle de
parameétre A, alors AU est une variable aléatoire exponentielle de parameétre 1.

Réciproquement, on peut définir un processus de Markov a temps continu & valeurs dans
N a partir de son générateur infinitésimal. Soit () une matrice de taux conservative
ou générateur infinitésimal, i.e. une matrice indexée par F telle que pour tous x,y € E,

Quy >0 siy#1; —00< Qo =—» Quy <0. (3.2.50)
y#w
On pose alors ¢, = —Q,, et on définit la matrice de transition P par ny == six #y

et ny = 0 si y = z, avec la convention pﬁy =0Vysi Q. =0. A tout x € E, on associe
la chaine (Z,,),, de matrice de transition P et on considére un processus de Poisson (IV;)
d’intensité 1 indépendant de (Z,,),. On note (7},),, la suite des instants de saut de (IV;) et
on définit pour n > 1

=T

U,=—"— ; T,=U+ ---+VU,.
an,1

Si la condition de non-explosion (3.2.41) est satisfaite par (T,),, alors

Xe = Znlp, (1), t =0 (3.2.51)

n>0
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est un processus markovien de saut de générateur infinitésimal Q).
Construction algorithmique de (X;); :

On peut toujours construire le processus (X;,t > 0) en itérant la procédure suivante.
e On démarre de Xy = z, on attend un temps exponentiel U; de paramétre ¢,.

e Etant donné U; = t, on fait sauter le processus a 1’état y avec probabilité %.
e On réitére la procédure.

Les temps de vie exponentiels Uy, Uy, - - - sont appelés temps de sé¢jour dans 'état 2, Zs
-+ -. Le processus minimal a une durée de vie finie si

T.. :ZUk:Iian < 0.

k>1

Etudions maintenant la condition de non-explosion (3.2.41) pour (7},),, qui assure que
le processus est défini par (3.2.51) pour tout ¢ € Ry, et prouve alors 'existence d'un
processus markovien de saut de générateur infinitésimal Q).

Proposition 3.2.26 La condition de non-explosion lim, T,, = oo p.s. est satisfaite si et
seulement si

> gzt =+ ps. (3.2.52)

n>0
Avant de prouver la proposition, énongons tout de suite un corollaire immédiat.

Corollaire 3.2.27 Pour qu’un générateur infinitésimal () soit le générateur infinitésimal
d’un processus markovien de saut vérifiant (3.2.50), il suffit que l'une des deuz conditions
sutvantes soit satisfaite :

(1) SUp,cp ¢ < +00. ~
(ii) La chaine de Markov (Z,), de matrice de transition P est récurrente.

Preuve. (de la proposition). Cela revient & montrer que si les (e;) sont des variables
aléatoires exponentielles indépendantes de parameétre g;, alors presque-siirement,

5226,-2—#00@25200.

En effet, T, — T,,_1 = qu" , et les temps S, sont indépendants. Ici on raisonne condition-

n—1

nellement & la donnée des Z,,.

Si Card{i,q; < 1} = oo, alors ) .e; est supérieure a une somme infinie de variables
aléatoires indépendantes de loi exponentielles de parameétre 1. Elle est donc infinie.
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Si Card{i,q; < 1} < oo, introduisons la transformée de Laplace de £. Elle vaut
E —AE — E —Xe; _ qi .
9 =ITae =115,

Elle sera nulle si et seulement si ) . e; = +00 avec probabilité 1. Le produit ci-dessus est

nul si et seulement si la somme ), In (1 + %) est divergente. Or, la nature de la somme
n’est pas modifiée si on enléve de la somme les termes d’indices i tels que ¢; < 1. Puisque
comme pour ¢; > 1, on a % < In <1 + qi) < %, on en déduit que ), In (1 + %)

7 7

converge si et seulement si Zlqi < 00. O
1

3.3 Processus de branchement et de naissance et mort
en temps continu

3.3.1 Processus de branchement en temps continu

Considérons un processus (X;)¢> décrivant la dynamique de population suivante :

e Au temps t = 0, on a un nombre aléatoire Xy d’individus.

e Chaque individu a un temps de vie aléatoire qui suit une loi exponentielle de paramétre
a.

e Au bout de ce temps, I'individu se reproduit ou meurt suivant la loi de reproduction
(pi)ien. La probabilité de mourir est donc py et on suppose que p; = 0.

e Les temps de vie et les nombres d’enfants de chaque individu sont indépendants les uns
des autres.

Définition 3.3.1 On appelle processus de branchement en temps continu le pro-
cessus (Xi)i>o ainsi défini. X; représente le nombre d’individus présents au temps t.

Quand po+ p2 = 1, c’est-a-dire si on ne peut avoir qu’au plus un descendant, le processus
est appelé processus de branchement binaire ou processus de naissance et de
mort linéaire. Un tel processus modélise par exemple le mécanisme de division cellulaire.

Si de plus, d = 0 (les individus ne meurent jamais), le processus est appelé processus de
fission binaire ou processus de Yule.

Dans le figure, les branches représentent les lignes de descendance des individus. La figure
modélise I’évolution temporelle de ces lignées.

Remarque 3.3.2 Le fait de modéliser le temps de vie des individus par une loi expo-
nentielle peut étre discuté. En effet une loi exponentielle posséde la propriété de non-
vieillissement qui ne représente pas forcément la réalité. Toutefois quelques espéces ne
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FIGURE 3.5 — Un processus de branchement en temps continu :

I

vieillissent pas. L’hydre, petit polype d’eau douce de quelques millimétres, en est un bon
exemple, ainsi que certaines tortues, certains mollusques ou certains poissons comme 1’es-
turgeon. (Voir 28] sur ce sujet). Dans les autres cas, ’hypothése de loi exponentielle est liée
a la propriété de Markov pour le processus de saut (X;):>0, comme nous 'avons vu dans
le paragraphe précédent. Elle permet donc de faire des calculs en utilisant les équations
de Kolmogorov et est considérée comme une bonne approximation par les biologistes.

Signalons toutefois qu’il est possible de généraliser ce modéle en supposant que les temps
de vie des individus suivent des distributions plus générales que des lois exponentielles.
Le processus est alors appelé processus de Bellman-Harris. Nous n’étudierons pas ici ces
processus.

En vertu du paragraphe précédent, nous avons la caractérisation suivante.
Théoréme 3.3.3 Le processus (X¢)i>o est un processus markovien de saut. Le processus

squelette (Z,)n = (X4, )n est une chaine de BGW et les temps aléatoires T,41 — T, sont
indépendants conditionnellement a Z,, =i et de loi exponentielle de parametre i a.

Ainsi, la chaine incluse est un processus de BGW de fonction génératrice de reproduction
g(s) = Zpksk, s € [0,1].
k>0

Rappelons que la probabilité d’extinction sy de cette chaine est la plus petite racine de
I’équation
g(s) = s.
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La chaine incluse est une chaine de BGW.

Si on a ¢ individus au temps 0, les sous-processus issus des 7 individus sont indépendantes.
On peut donc écrire X; comme

Xy =Z'+...+ 7],

oules Z¥ k =1,...,14, sont des processus indépendants et de méme loi, celle d’'un processus
de branchement issu d’un individu. Ainsi la fonction génératrice de X, est égale au produit
des fonctions génératrices des ZF et le processus X satisfait la propriété de branchement,
a savoir que pour tout temps ¢, pour tout i > 0 et s € [0, 1],

ipi,j(t)sj = <§: Plvj(t)sj) : (3.3.53)

Donnons le générateur du processus.

Proposition 3.3.4 Le générateur du processus de branchement en temps continu est
donné par

1) g; = ai. En particulier, gy = 0 et le point 0 est absorbant.
2)
Vi j, Qij = tapj_ip1, sij>i—1,
= 0 swnon.
Preuve. 1) Nous savons que ¢; = lim;_,q %”(t) Or
1= Pi(t) =Py(X(t) #1) = Py(m <t) =1—e ",
ou 7; est 'instant de premier saut. En effet,

=P;( Il y a au moins 2 sauts avant ¢, un pour quitter ¢ et un pour revenir)
< Pi(TQ < t)

Or,

t t
]P)Z'(’TQ < t) = ]P)Z'(’Tl + T —7T1 < t) S ]P)Z'(’Tl < 5) ]P)Z'(Tg -1 < 5)

En effet, par construction 7y et 75— sont indépendants. Nous en déduisons que P;(1, < t)
est d’ordre ¢, négligeable devant P;(7y < t) pour ¢ petit.

2) Par un argument similaire, nous avons également que pour i # j,

Pi7j(t) = ]P)(Xt = j‘ XO = Z) = P(Tl < t,XTl :j| X(] = Z) + O(t)
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Ainsi,
P (t
lim —2~2 ®)

1 . .
Jm :15%2192'(71 <t)P;(Z1 = j) =atPj—141-
Nous déduisons du calcul du générateur que

Pij(h) = iapj_iph+o(h), pourj>i—1,7%#1,
Pii(h) = 1—iah+o(h).

En utilisant la section précédente, nous pouvons facilement écrire les équations de Kol-

mogorov pour le processus Z.

d , :

Epi’j(t) = —jabP;(t)+a Z kpj_gs1 Pir(t), (progressive) (3.3.54)
1<k<j+1k#i

d

2P(t) = —iaPy(t)+ia > peoini Prj(t)  (rétrograde), (3.3.55)
k>i—1,kti

avec les conditions initiales

. |1 pouri=yj,
Fi(04) = { 0 pouri#j.

Par exemple, dans le cas de la reproduction binaire critrique, ol pg = ps = %, I’équation
de Kolmogorov rétrograde devient pour tout i, j

d 1a
ZPs(t) = S (Parglt) + Poayt) = 2P (1))
qui donne une équation de récurrence que ’on peut résoudre.

Dans le cas général, en intégrant (3.3.54) par une méthode de variation des constantes,
nous pouvons écrire ces équations sous forme intégrale.

Jj+1

t
P (t) = 5ije_j“t+a2/0 e kp; k1 Pix(t — s)ds, (progressive) (3.3.56)
k=1

0 t
Pi(t) = &' +ia Z /0 e i1 P ;(t — s)ds. (rétrograde) (3.3.57)

k=i—1

Toutefois, il est plus facile pour décrire la loi du processus au temps ¢ d’étudier sa fonction
génératrice. Supposons Xy = 1. Le calcul pour une condition initiale X, = i se fera en
utilisant la propriété de branchement (3.3.53).
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Pour s € [0, 1], nous posons

Fs,t) =E(s¥| Xo=1) =) P(X,=j|Xo=1)s' =) P;(t)s.

j§>0 j=0

On a alors

0 .
5 Fst) = ZaPlJ(t)sj

>0

= Z sl Z Q1xP:j(t)  (Equation de Kolmogorov)

j20 k>0

= > Qur Y Puylt)

k>0 >0

= Z Qi (F (s, t))k :

k>0

Or Q1p=—-aetQy; =ap;jsij#1. Dou

%F(s,t) = a (ij (F(s,t))j—F(s,t)>

= a (g(}(s,t)) - F(S,t)),

ou g est la fonction génératrice de la loi de reproduction. Soit

u(s) =a(g(s) —s), se]l0,1].

On a donc

0

EF(S, t) = u(F(s,t)) (3.3.58)
avec F'(s,0) = s et F(1,t) = 1.

Par exemple, dans le cas binaire critique, u(s) = a((1+ s*) —s) = £(1 — s)2. La fonction
génératrice vérifie

d _a 2, _
EF(SJ) = 5(1 F(s,t)); F(s,0) = s,
d’on
1—s
F(s,t)=1— prY o (3.3.59)

Dans le cas reproduction binaire non critique (m = 2py # 1), on a u(s) = a(l —s)(—2ts —

2
5 +1). Nous en déduisons comme précédemment que

2(1—=s)(m—1)

F(s,t)=1-— .
(5,2) (ms+m —2)e-em=t + (1 —s)m

(3.3.60)
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De (3.3.58), nous pouvons aussi déduire une équation pour les moments.
Soit m(t) = E(X;). On a alors

S u(E(s5,1))js=1-
Ainsi, m est solution de I’équation différentielle
m/(t) = ' (F(1,8)) m(t) = u'(1) m(t),
avec u'(1) = a(¢g’'(1) — 1) = a(m — 1). Nous en déduisons que
m(t) = e* MUEE(X,).

Le paramétre p = a (m—1) est appelé paramétre de Malthus. Si p = 0, c’est le cas critique
ou la population reste constante en moyenne. Si p > 0, c’est le cas sur-critique et m(t)
tend vers l'infini, quand p < 0 nous avons le cas sous-critique ot m(t) tend vers 0.

3.3.2 Critére de non-explosion, probabilité et temps d’extinction

Le processus peut exploser en un temps fini 7T,, avec probabilité positive, ou avoir un
temps de vie infini. On a le théoréme suivant.

Théoréme 3.3.5 Soit
u(s) =alg(s) —s), se€l0,1].

Alors le processus de branchement en temps continu a un temps de vie infini presque-
strement si et seulement sim = ¢'(1) < oo, ou si m = oo et

/1 ds

—— = —00.
1—¢ U(S)
Preuve. Rappelons que sq est la plus petite racine de u. Nous exclurons le cas trivial ot
so = 1. (Dans ce cas, le processus BGW sous-jacent s’éteint, donc Z aussi).
Soit hi(t) = Pi(To > t) = 3,50 Pi(Z: = j). Remarquons que h(t) := hy(t) est décrois-
sante en ¢, que h(0T) =1 et que h(t) €]sg, 1]. De plus, par la propriété de branchement,
nous savons que h;(t) = h(t)". En sommant les équations de Kolmogorov rétrogrades
(3.3.56), nous obtenons que

t
h(t) =e ™ + a/ e Zpk h(t —s)* ds, t>0.
0 k>0

En différenciant la derniére équation et en intégrant par parties, on obtient que

H(t) = u(h(t)), t>0.
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Supposons que le processus de branchement ait un temps de vie T, fini avec probabilité
positive de telle sorte que h(ty) < 1 pour un temps ty. Fixons € €]s, 1[ et posons F(x) =

s u‘éz). Comme la fonction ¢ — F(h(t)) est de dérivée nulle, elle est constante, et ¢ —
F(h(t)) = to — F(h(to)). En faisant tendre t vers 0, on obtient que F'(17) a une valeur

finie. Alors, on en déduit que [ ! u”éz) est fini, ce qui entraine d’ailleurs que m = oo. (On

pourra faire un développement limité de g(s) au voisinage de 1).

L . o 1 gs .
Recnproquement, supposons que m = oo et que f u(s) converge. (On remarquera que si

m < oo, 'intégrale diverge forcément). On peut alors définir la fonction G(z) = [ %,

pour x €|sg, 1]. En utilisant A" = u(h), on obtient que ¢t — G(h(t)) = 0, ce qui implique
h(t) < 1 dés que t > 0. O

Remarque 3.3.6 Nous pouvons aussi remarquer que h(t) = limg_,; F'(¢,s), ce qui peut
permettre dans certains cas de calculer rapidement cette probabilité. Par exemple dans
le cas du branchement binaire, les formules (3.3.59) (3.3.60) donnent h(t) = F(1,t) = 1.
Dans ce cas le temps d’explosion est infini presque-siirement et le processus est défini sur
tout R, .

Intéressons-nous maintenant a ’extinction éventuelle de la population. Introduisons alors

la probabilité d’extinction
q(t) = ]Pl(T() < t), t E]O, ‘l‘OO],

avec ¢(07) =0 et g(o0) = sg, ou s est la plus petite racine de g(s) = s sur [0, 1].

Théoréme 3.3.7 La loi du temps d’extinction est donnée implicitement par

a®)  gg
/ —=t, t>0.
o u(s)

Preuve. Remarquons que pour tout ¢, q(t) = Py(X; = 0) = F(0,t). Il est clair que
q(0) = 0 et que lim;_,, q(t) = so, par définition de la probabilité d’extinction, qui est
aussi celle de la chaine de BGW incluse. De (3.3.58), nous déduisons que

q'(t) =u(q(t)), t>0, (3.3.61)
avec ¢(t) € [0, so[. Sinous posons F(t) = J u”fz), bien définie car pour t < spon a g(s) > s

et u(s) # 0, et si nous intégrons (3.3.61), nous obtenons finalement que F(q(t)) =t. O
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3.3.3 Cas binaire

Le cas binaire est souvent présenté de la maniére suivante : chaque individu a un taux
de mort de parameétre d et un taux de reproduction de parameétre b. Dans ce cas, le taux
total de saut par individu est @ = b+ d. La loi de saut est définie ainsi : & chaque saut,
avec probabilité p, = b%d on a une naissance et avec probabilité py = on a une mort.
Remarquons que m = 2p, = li—bd.

La fonction u s’écrit alors u(s) = d — (b + d)s + bs® et la probabilité d’extinction est
So = min(l,%). Il est facile de vérifier que ce processus est critique si b = d et est
surcritique (resp. sous-critique) si b > d (resp. b < d). Il est alors naturel de calculer la
probabilité d’extinction en fonction du taux de croissance r = b — d. Tous calculs faits,
nous obtenons

_d_
b+d’

de™ —1)/(be™ —d) si b#d
alt) = { bt/(1 + bt) si b=d.

Dans le paragraphe sur les processus de naissance et mort, nous verrons de plus que le
temps moyen d’extinction vaut

1 1 .
El(T) = g lOg (m) si b< d,

et est infini si b > d.

3.3.4 Extensions

Comme dans le cas du temps discret, nous allons pouvoir généraliser les modéles et consi-
dérer des processus de branchement avec immigration ou avec croissance logistique. Ces
modéles sont de simples extensions du processus de branchement en temps continu, mais
le premier ne va jamais s’éteindre et le deuxiéme ne va jamais exploser.

Immigration

Soit ¥ = (Vg)ken une mesure positive finie sur N, (Vk,1v, > 0 et Y, v, < 00), et soit

P = k>0 Vk- Dans un modéle de branchement en temps continu avec immigration,

e Au taux p, des groupes d’immigrants arrivent dans la population.

e Un groupe est composé de k individus avec probabilité ’%.

e Tous les individus présents dans la population se reproduisent et meurent indépendam-
ment suivant le schéma de branchement précédent.

Alors, le processus de branchement avec immigration a les taux de transition :

t— 1+ k autaux pry1 + Vg
1—1—1 autaux id.
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Proposition 3.3.8 Le processus de branchement avec immigration a un temps de wvie
infini presque-sirement si et seulement si il en est de méme du processus de branchement
sous-jacent.

Croissance logistique

Soit ¢ > 0 appelé intensité de la compétition. Dans un modéle de branchement avec

croissance logistique,

e Tous les individus présents dans la population se reproduisent et meurent indépendam-
ment suivant le schéma de branchement précédent. (d est alors appelé taux de mort
naturel).

e Un individu peut de plus subir la compétition avec les autres individus de la population,
compétition pour les ressources par exemple. Le taux auquel il pourra étre tué par un
autre individu de la population, du fait de cette compétition, est égal a c.

Le processus de branchement avec croissance logistique, dit aussi processus de branche-

ment logistique, a alors les taux de transition :

t— 1+ k autaux i Prr1
i—i—1 autaux id+4ci(i—1).

On peut montrer le théoréme suivant (Lambert 2005).

Théoréme 3.3.9 Si d = 0, le processus de branchement logistique Z; converge en loi
dans N* quand t — oo, alors que si d # 0, il s’éteint avec probabilité 1.

Si Y pr1 In(k) < oo, le processus de branchement logistique descend de linfini, au sens
ol

1iTmIP’(Zt = j|Zo = i) existe pour tout j > 0,t > 0.

De plus, en désignant par T le temps d’extinction, on a que Eo(T) < oo.

3.3.5 Processus de naissance et mort

Définition 3.3.10 Un processus de naissance et mort est un processus markovien
de saut dont les amplitudes des sauts sont égales a £1. Ses taux de transition sont donnés
par

1 =1+ 1 au taur N
1 —=1—1 autaur

avec \g = o = 0.
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C’est donc une généralisation d’un processus de branchement binaire pour des taux beau-
coup plus généraux.

Dans ce cas,
Qiiv1 =Ny Qiic1 =i, Q;; =0 sinon .

Le taux global de saut pour une population de taille 7 vaut \; + ;. Ainsi aprés un temps
de loi exponentielle de paramétre ce taux, avec probabilité —2i—. le processus croitra d’une

_ it
naissance et avec probabilité Xilw’ il décroitra d’une mort.
1 1

Nous pouvons écrire la matrice du générateur ) = ((Q;;))-

pr o —(A1 ) A 0 0
0 2 —()\2 + /JQ) )\2 0

0 0 3 —(As+pu3) As

Par le théoréme 3.2.22, nous avons
B,i—l—l(h) = )\Z h + O(h),

Pua(h) = ph+olh),
P i(h) = 1—(N\+w)h+o(h).

Exemples :

1) Le processus de Yule correspond a \; = i\, p; = 0.

2) Le processus de naissance et mort linéaire correspond a \; =i\, p; = ip.

3) Le processus de de naissance et mort avec immigration a \; = i\ + p, p; = ip.
)

4) Le processus de de naissance et mort logistique a A\; = i\, p; = ip+ci(i — 1).
On peut alors montrer le théoréme suivant.

Théoréme 3.3.11 Supposons que \; > 0 pour tout i > 1. Alors le processus de naissance
et mort a un temps de vie infini presque-sirement si et seulement si

1 i PR 3 .
R::Z(A_i_l— K +...+u) est infini .
i>1

AiNic1 i Aoy

Remarque 3.3.12 On peut vérifier que les 4 processus de naissance et mort mentionnés
dans les exemples satisfont cette propriété et ont donc un temps de vie infini presque-
sirement.
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Preuve. Soit (7,), la suite des temps de saut du processus et (S,), la suite des temps

entre les sauts,
Sn:Tn_Tn—la Vnz 17 T():O, S(]:O

On notera T}, = lim,, T,. Le processus n’explose pas presque-stirement, et est bien défini
sur tout R si et seulement si pour tout ¢ € N,

Nous allons montrer que le processus n’explose pas presque-stirement si et seulement si
la seule solution = = (x;);en positive et bornée de Q@ x = x est la solution nulle et nous
verrons que c’est équivalent au critére de non-explosion pour les processus de naissance
et mort.

Pour tout 4, on pose hl(-o) =1 et pour n € N*, hl(-n) E;(exp(—>_7_; Sk)). Posons ¢; =
Ai + ;- On a
n+1 n+1
E, <eXp(— ZSk)|Sl> - E; <eXp(—Sl) exp(— Y ) |51>
k=1 k=2

=E; (exp( S1) EXS exp(— Zsk >7

par la propriété de Markov, car pour le processus translaté de Sy, les nouveaux temps de
sauts sont les T,, — S;. On a alors

Ex, (exp(~ zsk = Y Bi(Xs, = J) Eyexp(~ zsk = 3 2 B fexp(- zsk
i PR
Nous en déduisons que

E; (exp(—z |51> > @i Ej(exp(— )  Sk)) Ei(exp(—5S1))

k=1 PRTERL k=1

3

et que pour tout n,

h{ ZQ” B Ei(exp(—S$1)).
qi
J#i

De plus, comme

X e q;
E,-e -9 — e 4SS dg — ’
exp(=5) = [ —

nous en déduisons finalement que

D) Qiy o)
Z o h (3.3.62)
J#i ‘
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Soit (z;); une solution positive et bornée par 1, de Qz = x. Nous avons h§°’ =1>u,et
grace a la formule précédente, nous en déduisons facilement par récurrence que pour tout
; (n) ) (n+1) Qi
i et pour tout n € N, h;” > x; > 0. En effet, si h;" > z;, on a h > Z#Z 1+qz$

Comme z est solution de Qx = z, il vérifie x; = Z,QW- r; = Quzi + Z#Z Qijr; =

[N i, +1)
_Qixi—‘l_zj#iQi’jx‘j, d’ou Z#i ﬁq’ x; = x;, et h(" > ;.

Si le processus n’explose pas presque-siirement, on a 1T,, = oo p.s., et lim,, hz(-") = 0. On
en déduit en faisant tendre n vers l'infini dans l'inégalité précédente que x; = 0.

Ainsi, dans ce cas, la seule solution positive bornée de Qx = x est la solution nulle.

Supposons maintenant que le processus explose avec probabilité strictement positive. Soit
z; = Ei(e7T=). Tl existe i avec P;(Th < 00) > 0 et pour cet entier i, z; > 0. Un passage a
la limite utilisant T, = lim, T, et T, = Zzzl Sy justifie que z; = lim,, h;"). La formule
(3.3.62) nous permet alors de conclure que pour Uentier i tel que z; > 0,

Qz,j )
; T+q 7

Nous avons obtenu une solution z de ’équation )z = z, positive et bornée, avec z; > 0.
Nous avons donc exhibé une solution non triviale et bornée a 1’équation.

Appliquons ce résultat au processus de naissance et mort. Supposons que \; > 0 pour
iGN*,et )\OIMOIO-

Soit (x;);en une solution de I’équation Qx = z.

: : o _ 1 n—l figy1-pn P pn
On introduit pour n > 1, A, =z, —zp1, et 1, =5+, SV s wile o ey wl

L’équation Qx = x sera ici donnée par
2o =0
et pour tout n > 1 par
ATt — (An + o) Tn + fnTn_1 = Ty.
On en déduit que si f, = ﬁ et gn = §*, alors
Ar=x; 0 =m—21= App1 =48y gn+ fo Tn
Remarquons que pour tout n, A, > 0, et donc la suite (x,,),, est croissante.

Si 1 = 0, la solution est clairement nulle. Sinon, on en déduit que

An—i—l =

1
_:L'n _I_ o On €T + “ o (n €Tq.
" k§:1 Jo Ge1  Gn Tu + g1 gn T1
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Puisque (zy)j est croissante, nous en déduisons que
T'n X1 S An—l—l S Tn Tn,

et par itération

r(l4+r+-m) <zpy <2y H(1+7“k)-
k=1

Nous avons donc montré que la bornitude de la suite (z,,), est équivalente & la convergence
de la série des 1y et donc prouvé le théoréme.

O

3.3.6 Equation de Kolmogorov

Définissons pour tout j € N la probabilité
g;(t) = P(X(1) = j) = Y P(X(t) = j| Xo = i)P(X(0) = i).

Un calcul simple permet de montrer que dans ce cas, ’équation de Kolmogorov s’écrit

dg;

7 (1) = X161 (t) + Hyrr g (t) = (A5 + 1) 45 (1), (3.3.63)

Cette équation est bien connue des biologistes et donne une idée du comportement en loi
du processus (cf. section 3.2.1). Elle peut permettre en particulier de trouver une solution
stationnaire quand il y en a une. Cela revient a trouver une famille (7;); de nombres
compris entre 0 et 1 tels que Zj m; < +00 et pour tout 7,

Aj1 i1 + pj i — (A + ) 75 = 0.

3.3.7 Extinction

Posons
u; == P(Extinction|Zy = 1),

qui est donc la probabilité que 0 soit atteint en temps fini. Appelons comme précédemment
T le temps d’extinction et définissons également

0; = E(TlEgctinction|ZO = 7’)
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C’est le temps moyen pour atteindre l'extinction sur I’événement "Extinction", sachant
que Zy = i. Alors nous avons les relations de récurrence suivantes, qui viennent du fait
que les sauts sont d’amplitude 1. Pour tout ¢ > 1,

Aithipr — (A 4 p)wg + paii— = 0
Ailiv1 — (N 4+ )0 + b = —ui( N + ).

Le seul cas non trivial est celui ot tous les taux A;, 4; sont non nuls (i > 1), ou quand ils
sont non nuls jusqu’a un certain rang I. Définissons, pour un certain niveau I,

W =PUT < T7).

v T

Alors si nous posons

I_l DY
UI = l[;\l §k7
pt 15 A

nous pouvons montrer par des calculs simples que

-1
(N _ (1 -1 K1 i
U =(1+U —_,
up = (1+U) kz:; SV
pouri € {1,--- I —1}.
S B (I _ U
En particulier, vy’ = ot

Théoréme 3.3.13 Si (U;); tend vers Uinfini quand I — oo, alors toutes les probabilités
d’extinction sont égales a 1. Si (Ur); converge vers une limite finie Uy, alors pour i > 1,

o0
wp= (14U )ty A e
DY

k=t

Application du Théoréme 3.3.13 au processus de branchement (processus de
naissance et mort) : Chaque individu nait a taux A et meurt & taux p. Nous avons
donc un processus de branchement binaire ou les individus vivent durant des variables
exponentielles indépendantes de parameétre A + p et soit engendrent 2 individus avec

probabilité ﬁ, soit meurent avec probabilité ~£—

Atp”
Alors, en appliquant les résultats précédents, on voit que quand A < g, i.e. quand le
processus est sous-critique ou critique, la suite (Uy); tend vers l'infini quand I — oo et

on a extinction avec probabilité 1. Si en revanche A > p, la suite (Uy); converge vers )\T“u,

et un calcul simple montre que u; = (\/p)".

Application du Théoréme 3.3.13 au processus de naissance et mort logistique
Supposons ici que les taux de croissance et de mort valent

Ni =N ;= pi+ci(i—1). (3.3.64)
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Une explication biologique de ces hypothéses sera donnée dans la section suivante. Alors
un calcul simple montre que dans ce cas, le processus de naissance et mort qualifié alors
de logistique s’éteint presque-siirement.

Revenons au cas général. On s’intéresse maintenant a l’espérance du temps d’extinction.
Posons tout d’abord
oD =BT, T <Ty), i<I.

P I
Alors par le théoréme de convergence monotone, 92-( ) converge vers 6; = E;(T'1guinction)

quand I tend vers oco. Soit
)\1 ce )\k—l

Pk ‘= .
H1 s Uk

Des calculs élémentaires conduisent alors au théoréme suivant.

Théoréme 3.3.14 Sur [’événement { Extinction}, le temps d’extinction moyen est fini
si et seulement si Y, ppui < oo. Alors

i—1
0 =u; Y _(1+ Uprus + (1+U:) > prug, > 1.
k=1 k>i

En particulier,
IEl (T]-Extinction) = Z pkuz

k>1
On en déduit le corollaire suivant quand on a extinction presque-siire (en posant u, = 1).

Corollaire 3.3.15 Quand P(Extinction) = 1, le temps d’extinction moyen est fini si et
seulement sty _, pr < 0. Alors

[y

1—

0;=> 1+ Upe+1+U)> pr, i>1

1 k>i

B
Il

En particulier,

El(T]-E:ctinction) - Zpk

k>1

Application du théoréme 3.3.14 au processus de branchement : Concentrons-
. . k—
nous sur le cas ol on a extinction presque-siire. Dans ce cas, A < u, et pp = ’\kal On a
alors \ \
E((T) =AY k' (5 ==2"In(1-2), s A<y,
1 H H

et Ey(T) =o00si A= p.
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Preuve. (du Théoréme 3.3.14). La relation de récurrence satisfaite par 92(1) est

Ai ez+1 (A + Ni)ei([) + :uiei(i)l = _uz('l)()‘i +pi), <1

Aprés quelques calculs, on obtient
i—1
o) = (1+U)6" > ol
k=1

ou
()

k k
I

i=1 7t j=i+1 "

(Un produit vide est égal a 1 par convention). On en déduit alors que
i-1 i—1
k=1 k=1

De plus, comme 9}1) = 0, on obtient que

I-1 I-1

2
9( ) = (1 + U]) Zpk(U, - Uk)ukl) = Zpk <u,(f)> .
k=1 k=1
Alors, en faisant tendre I vers I'infini, on obtient
0, = Zpkuz (3.3.65)
k>1

(Les deux termes peuvent étre infinis). Si on fait de méme pour 6" on obtiendra de

méme

7 )

i—1

0; = Ei(T1gtinction) = (1 + Ur)0y — Zpk<Ui — U)ug

k=1

Si on remplace 6y par 'expression obtenue en (3.3.65), et en utilisant que quand U, < 0o,

Uy = [ﬁUU’C on obtient
i—1
k=1 k>i

Cette expression est aussi valable quand les probabilités d’extinction sont égales a 1. [
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3.4 Approximations continues : modéles déterministes
et stochastiques

Comme dans le cas des dynamiques spatiales, nous pouvons observer que les calculs
deviennent vite trés compliqués pour les processus de naissance et mort que nous venons
d’étudier. Nous allons maintenant introduire des approximations, soit déterministes, soit
stochastiques, et retrouver ainsi des modéles classiques de Dynamique des populations.
Ces différentes approximations vont donner des résultats qualitativement différents pour
le comportement en temps long de la population et vont ainsi nous permettre de réfléchir
a la pertinence du choix d’un modéle.

3.4.1 Approximations déterministes - Equations malthusienne et
logistique

Supposons que le processus de naissance et mort soit paramétré par N € N, au sens ol
les taux de naissance A\Y et de mort ¥ dépendent du paramétre N. Ce paramétre N
représente la taille du systéme qui suivant les cas, (et toutes ces interprétations sont
liées entre elles de maniére évidente), pourra décrire la taille de la population, 'extension
du territoire ou la quantité de ressources disponibles.

Dans la suite de ce paragraphe, nous allons étudier le comportement asymptotique du
processus de naissance et de mort quand N — oo. La taille de la population est de 'ordre
de N. Ainsi pour obtenir une approximation raisonnable du processus, nous allons le
renormaliser par le paramétre % et nous allons étudier le processus

1

1
XN = NZtN SR

ot ZN désigne le processus de naissance et mort avec les taux AN et ul¥. Les états pris
par le processus X sont alors de la forme

_JZV’ i € N.
Nous supposerons tout d’abord que
1
. N _ 1 N _
A}l_I)n Xy = A}l_r)n NZ0 = o, (3.4.66)

ou la limite x( est supposée déterministe.

Une premiére remarque, fondamentale, est que les sauts du processus de naissance et
mort ( ZN,t > 0) sont d’amplitude +1. Ainsi, les sauts du processus ( XN, ¢ > 0) sont
d’amplitude :I:%, et vont donc tendre vers 0 quand N — oo. Si le processus ( XV, ¢ > 0)
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converge vers un processus limite (X;, ¢t > 0), on peut assurer que le processus (X, t > 0)
sera continu en temps. Remarquons également que les valeurs possibles prises par le
processus X pourront étre n’importe quel réel positif.

Le taux de croissance est la quantité fondamentale pour comprendre le comportement
en temps long de la population. Il est donné par

A=

Nous allons étudier deux cas particuliérement intéressants :

1) Le cas du processus de naissance et mort linéaire : on a AN = Xi = AaN et pul¥ = pi =

prN, ot l'on a pos¢ == .
Ainsi, pour tout z € R,
: L\v N
lim  —(\' —u ) =rx, (3.4.67)
N—oco, 5 —a N
ou r=M\—pu.
2) Le cas du processus de naissance et mort logistique : on a AY = Xi = XzN et

pY =pi+ £ i(i —1) = paN + cx(Nx — 1), avec ¢ > 0.
Ainsi, pour tout état z € R,

1
lim AN — My =ra —ca?, (3.4.68)

N—)oo,%—)w N

ol r=XA—petc>0.

Le processus de naissance et mort linéaire est obtenu dans un cas ot ’'on ne suppose pas
dinteraction entre les individus, ce qui peut étre considéré comme irréaliste. Le compor-
tement limite sera malthusien (voir Equation (3.4.71)), ce que 'observation de certaines
populations stables contredit souvent.

Sous une hypothése de ressource globale fixée, il y a en général compétition entre les
individus (pour le partage des ressources), ce qui va accroitre le taux de mort dans les
grandes populations et permettre ainsi de réguler, en cas de taux de croissance positif,
I’évolution exponentielle de la population. Chaque individu est en compétition avec les
¢ — 1 autres individus de la population. La biomasse de chaque individu, qui est I’énergie
qu’il peut consacrer & la compétition, est proportionnelle & ses ressources individuelles.
Le processus de naissance et mort logistique prend en compte ce fait, avec une biomasse
de la forme +. Le taux de croissance est quadratique en I’état de la population.

Remarquons que le choix d’un paramétre ¢ < 0 peut aussi avoir un sens biologique :
cela correspond a décrire des individus qui cooperent : ils s’entraident pour subsister, et
le terme quadratique est alors un terme qui accroit le taux de reproduction. Certains
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modeéles plus sophistiqués décrivent des populations pour lesquels les individus coopérent
quand la taille de la population est inférieure & un certain seuil, et entrent en compétition
quand la taille de la population dépasse ce seuil. Cet effet est appelé effet Allee. (cf. Kot

[19]).

Equation limite

Supposons que nous sommes dans 'un des deux cas décrits ci-dessus, c¢’est-a-dire que

1
lm (Y — ) = Hz), (3.4.69
N—)oo,ﬁ—):c N

avec H(x)=rx ou H(z)=rz — ca’

Etudions I'accroissement du processus (XY, ¢ > 0) entre les temps ¢ et ¢+ h. En utilisant
le Théoréme 3.2.22, nous obtenons que pour tous ¢ > 1 et N € N,

E(ZN, -2z} =i) = ((+1=)AN +(i—1=)p))h+o(h)
= (WY =)+ o(h).

De plus,
Var(Ziy, — 2| 2 =1) = (N + 1 )= (A = u')*h? + o(h).

Ainsi, nous en déduisons que

_ 1 1
E(Xy, - X 2 =1) = N()\fv — i )b+ NO(h%
, 1 1
Var(X{, - XMz =1) = m@\fv + )b+ ~z °o(h)

On va supposer ici (on peut le montrer) que les infiniment petits o(h) apparaissant dans
les formules ci-dessus le sont uniformément en N. Bien-siir, cela demanderait une preuve,
mais qui dépasse le cadre du cours. Si I'on accepte ce résultat, alors nous obtenons que
quand N tend vers l'infini, le processus (X2 ,t > 0) converge vers un processus limite
(X;,t > 0), qui est & trajectoires continues (car les sauts d’amplitude % de XV tendent
vers 0) et vérifie : pour tout h € R

Xo = o,
t+h
E(Xt-i-h — Xt| Xt) = / E(H(Xs)| Xt)ds = H(Xt) h + O(h),
t
VaT(Xt+h — Xt| Xt) = 0.

Remarquons que les variances des accroissements sont nuls, et que la stochasticité disparait
quand N tend vers l'infini. En faisant tendre h vers 0, nous en déduisons alors que X est
égal & son espérance, et est solution de ’équation différentielle
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Nous justifions ainsi que dans ce cas la limite en "grande population" du processus ZV
initial se comporte comme la solution de ’équation différentielle

#(t) = H(z(t)) ; 2(0) = =o. (3.4.70)

L’étude des équilibres de cette équation est liée a la fonction H.

Equation malthusienne

Supposons que I'hypothése (3.4.67) est satisfaite, a savoir que H(z) = rz. Alors, la limite
en "grande population" est décrite par la solution de I’équation différentielle

z(t) =r xz(t) ; x(0) = xo. (3.4.71)

C’est I’équation malthusienne. Il est facile de décrire le comportement en temps long
de la solution z(t) en fonction du signe de r.

e > (, taux de croissance positif : z(t) — oo. La population explose.

e r < 0, taux de croissance négatif : x(t) — 0. La population s’éteint.

e r = (0 taux de croissance nul. La population est stationnaire.

Equation logistique

Supposons maintenant que I'hypothése (3.4.68) est satisfaite. Alors, la limite en "grande
population" dans ce modéle limite avec compétition est décrite par la solution de 'équa-
tion différentielle

(t) =x(t)(r — cx(t)) ; x(0) = o, (3.4.72)

appelée I’équation logistique.

Cette équation est trés intéressante et célebre en dynamique des populations dans le cas
ol le taux de croissance r est positif mais ot la compétition va empécher que la population
n’explose.

Sir > 0, le terme quadratique (di a la compétition) entraine que la population se stabilise
en temps long en une solution non triviale. En effet, il est facile de voir que ’équation a
deux équilibres : 0 et %, et que 0 est instable.

Ainsi, la solution de I’équation logistique converge quand ¢t — oo, dés que xg # 0, vers la

quantité = # 0 appelée capacité de charge. Il est important de souligner la différence

de comportement en temps long entre

e ce modeéle limite (grande population) et le processus stochastique en petite popula-
tion, puisque nous avons vu en Section 3.3.5 que le processus de naissance et de mort
logistique s’éteint presque-siirement.

e ce modele logistique et le modéle malthusien.
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La conclusion est que 'utilisation d’un tel modéle n’a de sens que sous certaines hypo-
theéses de taille de population et ne prendra pas en compte les variations stochastiques
dues aux petits effectifs pour certaines populations. Ainsi, en écologie, si ’on s’intéresse
a l'extinction d’une population, il est clair que si la population passe en-dessous d’un
certain effectif, le modéle déterministe perd son sens, et I'extinction devient une menace :
elle devient probable méme dans le cas logistique avec r > 0.

3.4.2 Approximation stochastique - Stochasticité démographique,
Equation de Feller

Nous considérons toujours un modeéle de processus de naissance et mort linéaire ou logis-

tique. Nous allons maintenant supposer que les taux de naissance et de mort individuels

AN et 1 sont proportionnels & N. Cette hypothése a un sens si nous considérons par

exemple une population se développant rapidement sur une autre population (des bacté-
ries sur des éléphants). Plus précisément, nous supposons que

AV =XiN 5 Y = piN,

pour deux constantes positives A et u, et nous posons v = A + u. Les autres hypothéses
restent inchangées. Remarquons qu’alors, nous avons

1
lim  — (AN + ul) =2 (3.4.73)

N—)oo,%,—)w N2

Par rapport a I’étude précédente, le seul calcul qui change est le calcul des variances. Ici
la limite des variances n’est pas nulle. Plus précisément, on obtient que

VCLT(XH_}L - Xt‘ Xt) == ’}/Xt h.

Rappelons que par ailleurs, E(X;,, — X;| X;) = H(X;) h + o(h). Nous supposons encore
(3.4.66), en permettant a la limite X, d’étre éventuellement aléatoire. On peut alors
montrer (mais cela dépasse mathématiquement le cadre du cours) que la suite de processus
(XNt > 0) converge vers le processus (X;,¢ > 0) solution de I'équation différentielle
stochastique

dXt = H(Xt)dt —+ 4/ ’}/XtdBt 3 X(], (3474)

avec H(x) =rx ou H(x)=rxz — cz®. Nous aurons alors

e (Cas linéaire :
dX; =r Xidt + /v X dB; ; Xo. (3.4.75)
e Cas logistique :

dXt = (7” —C Xt)Xtdt + \/ ’}/XtdBt 3 X(). (3476)
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Dans les deux cas, (By,t > 0) désigne un mouvement brownien. L’équation différentielle
stochastique (3.4.75) est appelée textbféquation de Feller, I'équation (3.4.76) est appelée
textbféquation de Feller logistique.

Nous avons ainsi, par notre étude, construit des solutions de ces équations par approxima-
tions. Nous pouvons également montrer que la solution de I’équation de Feller (3.4.75) est
unique dans ’espace des processus de carré intégrable, en appliquant le Théoréme 2.4.9.
Pour I'équation de Feller logistique, c’est plus délicat car il y a un terme quadratique, et
nous n’aborderons pas cette question ici.

L’étude de ces processus est difficile et fait plutdt 'objet d'un cours de master 2, mais
I'important dans le cadre de notre cours est d’avoir compris le fait suivant. A partir du
méme modele microscopique que précédemment, dans une hypothése de grande popula-
tion, mais sous I’hypotheése que les taux de naissance et de mort sont trés grands, le "bruit"
créé par les sauts permanents dus aux naissances et aux morts est tellement important
qu’il va subsister a la limite. C’est ce qui explique 'apparition des termes stochastiques
browniens et ’apparition d’une nouvelle stochasticité démographique.

Ainsi donc, nous avons introduit et justifié une grande gamme de modéles,
probabilistes ou déterministes, continus en temps ou a saut, qui modélisent la
dynamique d’une population.

3.4.3 Les modéles proie-prédateur, systémes de Lotka-Volterra

Comme dans le cas de populations monotypes, on peut développer des modéles de pro-
cessus de branchement ou de naissance et de mort multi-type en temps continu. Le cas
intéressant ici est le cas qui prend en compte les interactions entre les sous-populations
des deux types.

Nous allons définir, pour une population initiale de taille /V,

° ril V. taux de croissance de la sous-population de type 1 dans Détat 4,
rf . taux de croissance de la sous-population de type 2 dans I'état ¢,
CIT’I > ( : taux de compétition entre deux individus de type 1,

%2 > () : taux de compétition d'un individu de type 2 sur un individu de type 1,
CQTJ > 0 : taux de compétition d'un individu de type 1 sur un individu de type 2,
CQT’Z > 0 : taux de compétition entre deux individus de type 2.

Comme dans le cas monotype, nous supposerons que pour tout état x,

1 1
. 1,N : 2,N
lim —r" =r 2 lim —r" =rpx, (3.4.77)
N—oo,x—w N N—00,%—x N

ou ry et ry sont deux nombres réels, ce qui veut dire qu’en ’absence de toute compétition,
les deux populations auraient tendance a se développer a vitesse exponentielle.
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Quand N tend vers l'infini et en adaptant les arguments de la section 3.4, nous pouvons
montrer que le processus de naissance et mort (1 Z;',t > 0) = ((%Ztl’N, %ZE’N),t > 0),
composé des deux sous-processus décrivant les tailles des sous-populations de type 1 et
de type 2, (renormalisées par +), converge vers la solution déterministe (2(t),t > 0)) =
((x1(t), z2(t)),t > 0)) du systéme suivant :

dl’l(t) = Tll'l(t) — 0171113'1(15)2 — 0172$1(t)l’2(t), (3478)
dzo(t) = 7roxa(t) — conm1(t)@2(t) — conra(t)? (3.4.79)

Ces systémes ont été extrémement étudiés par les biologistes théoriciens et par les spé-
cialistes de systémes dynamiques. Ils sont connus sous le nom de systémes de Lotka-
Volterra. Bien-str, on peut généraliser I'hypothése (3.4.77) comme en Section 3.4, et
obtenir un systéme dynamique satisfait par (x;, ¢ > 0) beaucoup plus compliqué.

Un cas particulier fondamental est celui des modéles de proie-prédateur.

Le modéle historique de prédation est dit & Volterra (1926) et de maniére presque contem-

poraine & Lotka. Imaginons que les deux types des sous-populations sont respectivement

une proie (un lapin) ou un prédateur de cette proie (un renard). Faisons les hypothéses

suivantes :

e En I'absence de prédateurs, 'effectif de la population de proies croit exponentiellement,

e En 'absence de proies, l'effectif de la population de prédateurs décroit exponentielle-
ment,

e Les taux de disparition des proies et de croissance des prédateurs sont proportionnels
au nombre de rencontres entre une proie et un prédateur.

On a alors le modéle particulier suivant :

dri(t) = aqxq(t) — Braq(t)xa(t), (3.4.80)
dro(t) = —aowa(t) + Boxy(t)xo(t), (3.4.81)

ol les parameétres aq, as, (1 et By sont positifs. Pour I’étude de ces modéles, nous renvoyons
en particulier au polycopié¢ et au livre de Jacques Istas [15], [14]. Voir aussi Renshaw [25],
Kot [19].



Chapitre 4

Génétique des populations

Ceuz que nous appelions des brutes eurent leur revanche quand Darwin nous prouva qu’ils
étaient nos cousins. George Bernard Shaw (1856 - 1950).

4.1 Quelques termes de vocabulaire

Une cellule biologique est dite haploide lorsque les chromosomes qu’elle contient sont
chacun en un seul exemplaire. Le concept est généralement opposé a diploide, terme
désignant les cellules avec des chromosomes en double exemplaire. Chez les humains et
la plupart des animaux, la reproduction génétique met en jeu une succession de phases
diploide (phase dominante) et haploide (phase de formation des gamétes).

e Un gaméte est une cellule reproductrice de type haploide qui a terminé la méiose.
e Un locus, en génétique, est un emplacement précis sur le chromosome. Il peut contenir

un gene.

Les alléles sont des versions différentes de 'information génétique codée sur un locus.
Par exemple, les types "ridés" et "lisses" des pois, dans les expériences de Mendel,
correspondent a des alléles distincts. Dans le cas du géne déterminant le groupe sanguin,
situé sur le chromosome 9 humain, 'un des alléles code le groupe A, un autre pour le
groupe B, et un troisiéme alléle détermine le groupe O.

[’avantage sélectif ou fitness d’un all¢le est une mesure qui caractérise son aptitude
a se transmettre, et qui dépend ainsi de 'aptitude qu’il confére & son porteur a se
reproduire, survivre...

4.2 Introduction

Nous nous intéressons ici a la reproduction des individus et principalement a la transmis-
sion de leurs alléles.

Dans une population haploide, la proportion des individus portant un alléle donné four-

137
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nit directement la fréquence de cet alléle dans la population. Mais dans les populations
diploides, les génes sont associés par paires dans les individus. Il est alors nécessaire de
distinguer 2 types de fréquences pour décrire la composition génétique de la population
a un locus considéré : les fréquences génotypiques qui sont les fréquences des différents
génotypes & un locus considéré, et les fréequences alléliques qui sont les fréquences des dif-
férents alléles au locus considéré. En général, les fréquences génotypiques ne peuvent pas
se déduire des fréquences alléliques sauf dans les hypothéses simplificatrices du modéle
idéal de Hardy-Weinberg que nous allons développer ci-dessous. Supposons par exemple
que 'on a deux alléles A et a. Une population avec 50% de génes A et 50% de geénes a
peut-étre constituée uniquement d’homozygotes AA et aa, ou uniquement d’hétérozygotes
Aa, ou de divers proportions entre ces 3 génotypes.

4.2.1 Un modéle idéalisé de population infinie : le modéle de
Hardy-Weinberg

Le premier modéle publié concernant la structure génotypique d’une population I'a été
simultanément par Hardy et par Weinberg en 1908. Dans ce modéle, on fait un certain
nombre d’hypothéses permettant de simplifier les calculs, et qui le rendent essentiellement
déterministe (nombre infini de gamétes, population de taille infinie) :

e Les gamétes s’associent au hasard indépendamment des génes considérés (hypothése
de panmixie). Cette hypothése revient a dire que I'on considére un réservoir infini de
gameétes qui sont appariés au hasard, sans tenir compte du sexe de I'individu.

e La population a une taille infinie. Par la loi des grands nombres, on remplace la fré-
quence de chaque alléle par sa probabilité.

e La fréquence des génes n’est pas modifiée d'une génération a la suivante par mutation,
sélection , migration.

Sous ces hypothéses, supposons qu’en un locus, les probabilités des alléles A et a soient
pet g =1—p. Alors, a la deuxiéme génération, aprés appariement d’une gaméte male
et d'un gaméte femelle, on a le génotype AA avec probabilité p?, le génotype aa avec
probabilité ¢? et le génotype Aa avec probabilité 2pg. Cette structure génotypique est
connue sous le nom de structure de Hardy-Weinberg. Mais alors, puisque chaque individu
a deux copies de chaque géne, la probabilité d’apparition de ’alléle A dans la population,
a la deuxieme génération sera @ = p? + pg = p. De méme, la fréquence de l'alléle a
sera .

Ainsi, étant donné les hypothéses faites, on peut énoncer la loi de Hardy-Weinberg :
Dans une population isolée d’effectif illimité, non soumise a la sélection et dans
laquelle il n’y a pas de mutation, les fréquences alléliques restent constantes. Si
les accouplements sont panmictiques, les fréquences génotypiques se déduisent directement
des fréquences alléliques et restent donc constantes, et égales a p?, 2pq, g%

I1 suffit donc de connaitre a chaque génération les probabilités de réalisation de ’allele A
et de celle de I’allele a, et du fait des hypothéses de population d’individus infinie et de
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nombre de gameétes infini, le modéle ne présente pas de variation aléatoire. Il se réduit a
un calcul de probabilité sur les fréquences alléliques, et I’on peut se ramener & un modéle
haploide.

4.3 Population finie : le modéle de Wright-Fisher

4.3.1 Modéle de Wright-Fisher

Alors que dans la population de taille infinie les fréquences alléliques sont stables au
cours des générations en l'absence de sélection et de mutation (loi des grands nombres),
les fréquences alléliques varient aléatoirement dans des populations de taille finie. (Cela
est di a la variabilité dans la distribution des génes d’une génération a l'autre). Pour
permettre un traitement mathématique pas trop compliqué, le modele de Wright-Fisher
modélise la transmission des génes d’'une génération a I'autre de maniére trés schématique.
Il fait 'hypotheése de générations séparées, ce qui est une simplification considérable du
cycle de reproduction. Ici, une population de M individus est représentée par un vecteur

de N = 2M alléles.

On notera par n € N les indices de générations. Dans le modéle de Wright-Fisher, le
parent de chaque individu de la génération n + 1 est distribué uniformément dans la n-
iéme génération. On suppose également que la population d’individus est de taille finie et
constante M (On cultive des petits pois et & chaque génération on en garde M). Chaque
individu est caractérisé par deux types (ou alléles) A et a qu'il transmet par hérédité.
On a donc N = 2M alléles. Le modeéle de Wright-Fisher est un modéle neutre. Cela
veut dire qu'il n'y a pas d’avantage sélectif associé a I'un des deux types (qui favoriserait
la reproduction d’un des alléles). Il n’y a pas de mutation (modéle simpliste dans la
pratique mais trés intéressant dans une premiére approximation). Nous voulons étudier
la fréquence allélique des deux alleles A et a a un locus donné, au fil des générations.
Supposons que ’on connaisse les fréquences alléliques & une certaine génération n. Quelles
vont-elles étre a la génération n + 1 suivante? On suppose que les individus peuvent se
reproduire de maniére indépendante les uns des autres, et que la nouvelle génération est
formée de N génes choisis uniformément dans un réservoir infini de gamétes (il existe
des milliers de gamétes), et dans laquelle la répartition allélique est celle de la génération
n. Ainsi, le modéle qui consiste a choisir M individus d’alleles A ou a & la génération
n+1 (et donc N = 2M alléles), et & compter ceux d’alléles A, devrait suivre une loi
hypergéométrique. Mais '’hypothése d’un réservoir infini de gamétes permet d’approcher
cette loi hypergéométrique (tirage simultané) par une loi binomiale qui ne prend plus en
compte le nombre d’individus mais seulement les proportions des 2 alléles dans 1'urne et
qui correspond & un tirage avec remise. (Voir I’étude des modéles d’urnes, cours MAP 311
"Aléatoire", S. Méléard, Section 2.2.3).

Du fait de la neutralité du modéle, tous les individus sont échangeables, et seule la
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répartition des alléles a une importance. Définissons
XY = nombre d’individus de type A a la génération n.

On a le résultat suivant.

Proposition 4.3.1 Pour tout n € N, pour tous i et j dans {0,..., N},

POXY,, = jIxXN = i) = <ij> (%)j <1 _ %)N_j. (4.3.1)

Preuve. Par définition, pour tout n € N, la variable X2 prend ses valeurs dans {0,..., N'}.
Il est clair que P(XY,; = 0|X) = 0) = 1, par définition, et de méme, P(X}Y,, = N| X2 =
N) = 1. Plus généralement, soit i € {1,..., N — 1}. Conditionnellement au fait que
XN =4 la fréquence de l'alléle A & la génération n est % et celle de lallele a est
NA? L=1— ﬁ Ainsi, a la génération suivante, chaque individu tire son parent au hasard,

sans se préoccuper des autres individus. Cela correspond donc & un tirage avec remise, et
le nombre d’individus d’alléle A a la (n + 1)-iéme génération, sachant que X = i, suit
alors une loi binomiale B(N, §7). Ainsi,

i -xt=0- ()Y (-4)”

Remarque 4.3.2 Dans les modéles non neutres que nous verrons dans la suite (avec
mutation, ou sélection), les individus ne seront plus échangeables, et la probabilité de
"tirer" un individu d’alléle A connaissant XY = i ne sera plus uniforme .

O

Remarque 4.3.3 D’apres la proposition 4.3.1, si on note p; = %, on aura que
E(XN| XY =i) = Np;=i etdonc E(X), — XY|X) =1i)=(43.2)
VaT(XéVH - XX =1) = Np(1—p)=i(1~ %) (4.3.3)

Nous nous intéressons a la transmission de 'alléle A. Les questions importantes sont les
suivantes : l'allele A va-t-il envahir toute la population? Ou l'alléle a7 En combien de
temps ? Aura-t-on co-existence ?

Théoréme 4.3.4 La suite (XY),en est une chaine de Markov a espace d’états fini et est

une martingale bornée. La matrice de transition P de la chaine est donnée pour tous i et

j dans {0, ..., N} par | |
()Y (4)

Les états 0 et N sont deux états absorbants pour la chaine.
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Preuve. 1) Par définition, le processus (X, n > 0) prend ses valeurs dans 'ensemble fini
{0,..., N}. Il est évident que ce processus définit une chaine de Markov puisque la loi de
XN, conditionnellement & la connaissance de X est parfaitement définie par le calcul
précédent. La forme de la matrice de transition a été calculée a la proposition 4.3.1.

Par ailleurs, si F,, désigne la filtration engendrée par XJ',..., XV on a

N
E<X¢]L\]+1‘-7:n) = Z«jP<X’f]LV+1 = J|Fn)
j=0

N N N—
N XN J XN J
_ Ny _ . n n
- e =i =3i(0) () (- %)
Jj=0 7=0
XN
= N2 =XV
N n

Ainsi, le processus (X7), est une martingale, bornée par N.

2) Il est évident que les états 0 et N sont absorbants. (voir (4.3.1)). O

Remarque 4.3.5 Remarquons que le processus (X2), est une martingale, et donc la
taille de la population d’alléle A est constante en moyenne si et seulement si le modéle est
neutre : il n’y a pas d’avantage sélectif pour un alléle. On verra en Section 4.4.3 comment
la sélection influe sur cette dynamique.

Nous allons étudier comment les alléles se fixent dans la population d’individus de taille
fixée N, en temps long. Nous allons donc faire tendre n vers 'infini.

Théoréme 4.3.6 Quand le nombre de générations n tend vers linfini, la suite de va-
riables aléatoires (XN), converge presque-siirement vers une variable aléatoire X~ et

XY e {o,N}. (4.3.5)
De plus,
(XN — Ny = = ey
Pi(XE = N) = = vEXIX) =1). (4.3.6)

Remarquons que P;( XY = N) est la probabilité de fixation de l’alléle A dans la population
et que P;( XY = 0) est sa probabilité de disparition et de fixation de lalléle a.

Preuve. Puisque (XV),, est une martingale bornée, elle converge presque-stirement quand
n — oo vers une variable aléatoire XZ. Le processus (X2), est une chaine de Markov
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d’espace d’états fini. On sait qu’alors les deux points absorbants sont des états récurrents
positifs. Tous les autres états sont transients. En effet, si i € {1,..., N — 1},

, 7
po=P(XY =01X) =i)=(1 - N)N >0
d’aprés (4.3.1), donc 7 méne a 0 mais 0 ne méne pas a i puisque 0 est absorbant. On a
donc deux classes de récurrence {0} et { N} et une classe transiente {1,---, N — 1} dont
la chaine sort presque-stirement & partir d'un certain rang. Ainsi, XY prend ses valeurs
dans {0, N}. Introduisons le temps de fixation

7 =inf{n > 0; XY =00ou XY = N} =Ty A Ty, (4.3.7)

si T,, = inf{n, X = m}. Le temps d’arrét 7 est donc fini presque-stirement. Notons P;
la loi de la chaine issue de 7. On a alors

Ei(X]) = E(Xy') = 1.

En effet, par la propriété de martingale, on sait que pour tout n, E;(XY) = E;(X¥) = i.
Utilisant le fait que XT]LV = Xiv pour n > T, on a

i =Ei(XY) = Ey(XM1,o,) + Ei( XV 1,2,).

Quand n tend vers I'infini, et puisque | X,,| < N, et 7 < 0o p.s., on conclut par convergence
dominée que le premier terme du membre de droite converge vers E;(X") et le deuxiéme

vers 0. On obtient donc le résultat, puisque cela entraine en particulier que
N i
(XY = N) =+

O

Pour avoir une idée du temps que la fixation met pour avoir lieu, étudions la probabilité
que deux copies d'un méme locus choisies au hasard (sans remise) portent des alléles diffé-
rents (hétérozygotie). Soit h(n) cette probabilité, dans le cas ot ces copies sont choisies
dans la n-iéme génération. Calculons tout d’abord la probabilité d’avoir ’hétérozygotie,
conditionnellement & la connaissance de X = 4. On a alors

p 0T 2y iy
(N ) N(N —1)

2

Plus généralement, H, est la variable aléatoire

(P 2NV - X))
B N(N 1)

2

H, =

Alors
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Proposition 4.3.7

1

h(n) = E(H,) = (1 - N) E(H,). (4.3.8)

Preuve. Il est pratique de numéroter les N copies d'un locus et d’en parler comme
d’individus. Nous sommes alors ramenés a I’étude de la généalogie de ces individus. (Nous
allons remonter le temps). En effet, les deux individus au temps n seront hétérozygotes
s’ils n’ont pas eu d’ancétre commun, et si au temps 0, leurs parents étaient également
hétérozygotes.

Supposons qu’au temps n, on choisisse deux individus numérotés z1(0) et 22(0) distincts.
Les individus ¢ = 1,2 sont chacun descendants d’individus de marques z;(1) au temps
n — 1, qui sont descendants d’individus de marques z;(2) au temps n — 2.... Ainsi la suite
z;(m),0 < m < n décrit la généalogie de z;(0), c’est-a-dire la suite de ses ancétres si on
a changé le sens du temps. Voir Figure 4.1.

x, @)@
X,(n)
x1(n)
x,(1) @
0 1 n-1 n

FIGURE 4.1 —

Remarquons que si x1(m) = x2(m), les deux individus ont eu le méme ancétre m généra-
tions plus tot, et alors z1 (1) = x2(l) pour m <1 < n. Si z;(m) # x2(m), alors puisque les
choix des deux parents des individus sont fait indépendamment 1'un de 'autre, la proba-
bilité qu’ils aient le méme ancétre commun a la (m+1)-iéme génération est + (probabilité
que z1(m) et xo(m) aient le méme parent), et on a que x1(m + 1) # xo(m + 1) avec pro-
babilité 1 — % Ainsi, par récurrence, on montre que la probabilité d’avoir z1(n) # z3(n),
c’est a dire que tous les ancétres des deux individus z1(0) et z2(0) sont différents jusqu’a
la n-iéme génération (passée) est égale a (1 — %)n Dans ce cas, les deux lignées sont
disjointes jusqu’a cette génération passée n. Conditionellement a cet événement, les deux
individus z1(n) et z2(n) sont donc choisis au hasard dans la population au temps réel 0
et la probabilité qu’ils soient différents est la fréquence Hy = h(0). On conclut ainsi la
preuve. O
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Remarquons que si 'on part avec une seule copie d’alléle A, alors XY = 1, et Hy = %
Ainsi, h(0) = %, et dans ce cas, grace a (4.3.8), la probabilité qu’a la génération n, deux
copies choisies au hasard aient deux alléles différents vaut % (1 — %)n Cela nous donne

la vitesse de décroissance de I’hétérozygotie en fonction du temps.

Proposition 4.3.8 Pour N grand et si la fréquence initiale de des alleles A est xq, le
temps moyen de fixation est approximativement

E(Tn) >~ —N (¢ lnzg + (1 — zp) In(1 — x0)).

Preuve. Il n’y a pas de formule exacte pour la moyenne du temps de fixation, mais nous
allons pouvoir en donner une approximation. Supposons que xg = % et que E(Ty) peut
étre approximé par une fonction trois fois différentiable de zy que nous notons T'(xg).
Si le nombre d’individus d’alléles A est i, la génération suivante suivra une loi bino-
miale B(N, %). Ainsi, le nombre moyen d’alleles & la génération suivante est N& = i

. . N N
et sa variance est # Cela donne finalement IE(XTl —x9) = 0 et Var(XTl — x9) =

(N —i . .
L Var(XN — 2) = 502 = Lo (1 — x). Nous utilisons un conditionnement par

rapport au premier saut de la chaine X*.

T = > BIMXT = WPCCY = b

k=0

— iv:IP’(XfV — k)T(%) +1

() += () () -5 ()R )

I
WE

k=0
0 G () ). e
= () + g (L= ) () 1+ 270 (Y (R,

, N\ 2
car E(%) =0et E((%) ) =~ (1 — 20). Un calcul simple montre que

N -1
9
e +31 N

E((X{V—z’)?’) 1 (is(N— 1)(N —2)

1 T R R |
~ =+ i3 (11— )i%) 21 ) - 5 0(%):

N
Ainsi, quand N est grand, T'(xy) est approximativement égal a T(:co) + ﬁxo (1 -
xO)T”%) +1, d’ou

?

ZTo (1 - Io) TU(N

) ~ —2 N.
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Il est facile de voir que T'(0) = T'(1) = 0. Nous en déduisons le résultat par la résolution
de I’équation. O

4.3.2 Modéle de Wright-Fisher avec mutation

Supposons maintenant qu’au cours de la reproduction, on ait des mutations de l'alléle A
vers l'alléle a avec probabilité a; et de 'alleéle a vers l'alléle A avec probabilité as. On
suppose toujours que le modeéle est neutre, c’est a dire que les deux alléles ont le méme
avantage sélectif. Le parent d’un individu sera toujours choisi uniformément au hasard
dans la génération précédente, mais si ce parent est d’alléle A, I'individu portera 1'alléle
A avec probabilité 1 — a;; ou subira une mutation et portera 'alléle a avec probabilité a;.
Si ce parent est d’alléle a, 'individu portera 'alléle a avec probabilité 1 — as ou subira
une mutation et portera 'alléle A avec probabilité as.

Alors si 'on désigne toujours par (X2),, le processus qui décrit le nombre d’alléles A a la
génération n, on sait que la loi de X,ZLVJrl est une loi binomiale de paramétres qui dépendent
de la répartition de I'alléle A a la génération n. Si on a ¢ copies de l'alléle A a la génération
n, cette répartition sera donnée par

’L(l — 041) + (N - 7;)0[2‘

bi = N

Alors XY, suit une loi binomiale B(N, p;), et on a

BOXY,, = jIXY = i) = (]]V ) (0 (1 — p) (13.9)

i(1—oq )+ (N—i)as )

avec p; = N

4.3.3 Modéle de Wright-Fisher avec sélection

Nous supposons ici que 'alléle A a un avantage sélectif sur I’allele a. Cela veut dire qu'une
copie portant 1’allele A a plus de chance de se répliquer (sa fertilité est plus grande). Soit
s > 0 le paramétre décrivant cet avantage. Si I'on suppose qu’a la génération n il y a ¢
individus possédant I’allele A, 'avantage sélectif sera modélisé par le fait que la probabilité
d’obtention de I’alléle A sera donnée par

(1+s)i
l1+s)i+N—i

Pi = ( (4.3.10)

On aura alors

PO =iy =0 = () o’ =™ (43.11)
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Plus généralement, on peut définir un modéle de Wright-Fisher avec sélection et mutation.
Dans ce cas, Le choix du parent est fait en donnant un avantage sélectif & un porteur de
I’alléle A, et tout individu peut subir une mutation & sa naissance comme cela a été décrit
ci-dessus. On suppose donc ici que

(1+s)i(l—oq)]+ (N —1i)as

P = . 4.3.12
b (A+s)itN—i (43.12)

Remarquons que la différence p; — ﬁ de la fraction d’alleles A a la fin du cycle de la
n-iéme génération exprime la différence due a la sélection et & la mutation dans le modéle
déterministe de population infinie. Les fluctuations statistiques dues a la taille finie de la
population apparaissent a travers le comportement aléatoire de la chaine de Markov, qui
se traduit par les probabilités de transitions F;;. Il est rarement possible, pour une telle
chaine, de calculer les probabilités d’intérét. Nous allons voir dans le paragraphe suivant
que si la taille V de la population est grande, et si les effets individuels des mutations
et de la sélection sont faibles, alors le processus peut étre approché par un processus de
diffusion pour lequel il sera plus facile d’obtenir des résultats quantitatifs.

4.4 Modéles démographiques de diffusion

4.4.1 Diffusion de Fisher-Wright

Nous considérons donc ici une approximation du modéle de Wright-Fisher, dans le cas
ou la taille de la population N tend vers 'infini. On suppose que %Xév a une limite z
quand N — oo. Dans ce cas, le nombre d’individus d’alléle A est de 'ordre de la taille
de la population : on peut voir que ’espérance et la variance de la chaine calculées a la
remarque 4.3.3 sont de l'ordre de N. Pour pouvoir espérer une limite intéressante, nous
allons considérer le processus (XY, n > 0). Alors, si V¥ = XV, on aura

1
EY,N, Y =2) = NE(X,ﬁﬂXjLV = Nz) ==z et donc E(Y,"; —VN|[V,N =2)=0

Var(Y, X, = YNV N =2) = %vm(xjfﬂ — XN|XY = Nz) = %Nm — ).

Nous voyons donc que si N — oo, l'espérance et la variance des accroissements étant
asymptotiquement nuls, le processus semble rester constant. L’échelle de temps n’est
donc pas la bonne pour observer quelque chose, les événements de reproduction n’étant
pas dans la méme échelle que la taille de la population (fluctuations beaucoup trop petites
dans cette échelle de taille). On va alors accélérer le temps, c’est a dire considérer une
unité de temps qui dépend de la taille de la population. On peut soit dire qu’on regarde
le processus dans une échelle de temps trés longue, soit qu’on accélére le processus de
reproduction. On va donc poser n = [Nt], pout t € [0,T7], [x] désignant la partie entiére
de z. Reprenons les calculs précédents en posant

1
28 = 5 X{vg = Yiny,
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Puisque n = [Nt], on a alors, en posant At = %,

E(ZN a2 = 2) =2 et done E(Z] A, — 27 ZN =2) =0

Var(zX 5, — 220 = ) = %x(l —a) = a(l—12) At
Dans cette échelle de temps, la variance du processus n’explose pas quand N tend vers I'in-
fini. On peut également remarquer que les sauts du processus (Z,t > 0) sont d’amplitude
%, et donc tendent vers 0 quand N tend vers l'infini. Par ailleurs le processus (ZN,t > 0)
est un processus de Markov. Ainsi si ce processus a une limite quand N — oo, cette limite
sera la diffusion définie comme solution de 1’équation différentielle stochastique

dZt = \/ Zt(]- — Zt)dBt X ZQ = Z. (4413)

Ce résultat peut étre prouvé rigoureusement.

Remarquons tout d’abord que nécessairement, pour tout ¢, Z; € [0, 1] comme limite d'une
suite de nombres réels de [0, 1]. On peut alors montrer la convergence en loi du processus
(ZtN ,t > 0), en tant que processus a trajectoires continues a droite et limitée & gauche
sur tout intervalle de temps [0, T vers (Z;,t > 0). La preuve se fait en deux temps :

- Montrer que la suite Z admet une valeur d’adhérence (résultat difficile qui dépasse le
cadre du cours) ;

- Montrer que cette valeur d’adhérence est unique. Il faut donc pour cela montrer qu’il
y a unicité dans I’équation (4.4.13). Pour cela, on pourra appliquer le Théoréme 2.4.9 en
utilisant le fait que le processus reste borné. L’'unicité entraine en particulier que si Z
atteint les bords, il y reste, c’est-a-dire que les points 0 et 1 sont absorbants.

4.4.2 Diffusion de Fisher-Wright avec mutation et sélection

Reprenons les calculs précédents, dans le cas d'un modéle de Wright-Fisher avec les pa-
ramétres de mutation introduits précédemment. Alors si XY = i, la probabilité p; est
définie par (4.3.12). On suppose qu’au moins un des paramétres oy, ap est non nul, et on
va comme précédemment étudier le processus

1

Alors, les calculs donnent

E(Zt]iAAZtN = T) = PNz
E(ZNar — 2| Z) = 2) = N (—anz + (1 — x)ay) At
E((Zia = 202 = 2) = BE(Ziya )12 = 2) — 22E(Z8 0| 2] = 2) + 2

1
= Nme(l _me> +p?vx - prNm + LE‘2

= (z(1 —2) + N((af + 03 + 20102)2° — 2a(y + az)z + 03)) At.
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Pour que l'espérance conditionnelle de I'écart Zt]i Ar — 2} ait une chance de converger,
nous allons nous placer sous 'hypothése des mutations rares

BB

= = 4.4.14
1 N ; Qg N ( )

Cela veut dire que les taux de mutation sont inversement porportionnels a la taille de la
population. On a alors la proposition suivante

Proposition 4.4.1 Sous l’hypothése des mutations rares (4.4.14), et si %Xév a une limite
z € [0,1] quand N — oo, le processus (%Xévvﬂ,t > 0) converge vers la solution de

I’équation différentielle stochastique

dZy =\ Zy (1 — Z)dBy + (=12 + (1 — Zy) B2)dt 5 Zo = =. (4.4.15)

L’unicité est obtenue comme ci-dessus grace au Théoréme 2.4.9. La-encore, Z; € [0, 1].

Preuve. Sous I'hypothese (4.4.14), E(ZN A, — Z"|Z) = x) converge vers (—f; z + (1 —
x) B2) At quand N — oco. De plus, E((ZX A, — ZY)?|Z}) = z) converge alors vers z (1 —
x) At. Par des arguments analogues a ceux du paragraphe précédent, on en déduit le
résultat. U

Nous allons maintenant étudier le cas d’un modéle de sélection et nous allons faire une
hypothése de sélection rare, au sens oil

s = % (4.4.16)
On considére toujours le processus
v_ L on
Zt = NX[Nt}a

défini & partir du modéle de Wright-Fisher avec sélection, c’est-a-dire quand la probabilité
de transition de X¥ est définie & partir des probabilités (4.3.10). On a alors la proposition
suivante.

Proposition 4.4.2 Sous l’hypothése de sélection rare (4.4.16), et si %Xév a une limite

z € [0,1] quand N — oo, le processus (%Xévvﬂ,t > 0) converge vers la solution de

I’équation différentielle stochastique

dZt = 1/ Zt(]- - Zt)dBt ‘l— TZt(l - Zt)dt 7 ZO = Z. (4417)

L’unicité est obtenue comme ci-dessus grace au Théoréme 2.4.9. La-encore, Z; € [0, 1].
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Preuve. On a

E(Z)\n — 2012 =)

2
N( zs+sx) At
sr+1

. s2x*(1 + 2z + 2?)
B2 a0~ 29120 =) = (ol =)+ N EEEEN )
Ainsi, en supposant (4.4.16), on obtient que E(Z} 5, — Z}"|Z}Y = x) converge vers rz(1 —
x)At quand N — oco. De plus, E((ZN A, — Z1*)?|Z} = x) converge alors vers z(1 — z)At.
Par des arguments analogues a ceux du paragraphe précédent, on en déduit le résultat. [J

Proposition 4.4.3 Considérons maintenant le modéle le plus général avec mutation et
sélection, ou les probabilités de transition de (XN, n € N) sont obtenues avec (4.3.12).
Plagons-nous sous les hypothéses de mutations et sélection rares (4.4.14) et (4.4.16).
Alors, si 5 X3" a une limite z € [0,1], le processus (2, t > 0) défini par Z) = XN,
converge quand N tend vers l'infini vers la solution de l’équation différentielle stochastique

dZt = \/ Zt(]- — Zt)dBt ‘l— TZt(l — Zt)dt ‘l— (—ﬁlzt + (]_ — Zt)ﬂg)dt X Z() =z, (4418)

des que + X a pour limite z € [0,1].

Remarque 4.4.4 Remarquons que si l'on veut calculer des probabilités de fization ou
d’extinction d’un alléle, les calculs sont presque impossibles, car trop compliqués sur les
modeles discrets. Ils deviennent accessibles avec les outils du calcul stochastique, comme
nous I’avons vu dans le Chapitre 2.

4.4.3 Autre changement d’échelle de temps

Reprenons le modeéle précédent mais considérons maintenant le processus

1
N N
R, = NX[N%]’
ou 0 < 7 < 1. Cela revient a dire que nous accélérons un peu moins le temps. Alors, en
reprenant les calculs développés dans le modéle de mutation ci-dessus, et en supposant

maintenant que
b B

N Qg = N

nous obtiendrons que E((Z A, — Z;*)?|Z}* = x) tend vers 0 quand N tend vers l'infini et
que E(Z 5, — Z|Z) = x) converge vers (—f1z + (1 — z)B5)At. On peut alors montrer
que si %Xév a pour limite yo quand N — oo, alors le processus (RY,¢ > 0) converge vers
la fonction (y(t),t > 0) (déterministe) solution de I’équation différentielle

dy(t) = (=py(t) + (1 —y(t))B2)dt ; y(0) = vo.

a1 =
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De méme, dans le modéle de sélection avec
r

N7
on peut montrer que le processus (RNt > 0) converge vers la fonction (y(t),t > 0)
(déterministe) solution de I’équation différentielle

dy(t) = ry() (L —y(t))dt ; y(0) = yo. (4.4.19)

Dans I’approximation déterministe (4.4.19), il est facile de calculer I’équilibre. On voit
que 'on atteint la fixation ou 'extinction selon que r > 0 ou r < 0.

Nous remarquons donc que si 0 < v < 1, la limite est déterministe et si v = 1, la limite
devient stochastique. Cette stochasticité provient de l'extréme variabilité due & un trés
grand nombre d’événements de reproduction d’espérance nulle (nous sommes dans une
limite de type "Théoréme de la limite centrale"). Bien-siir, si 7 > 1, les limites explosent,
I’échelle de temps n’est plus adaptée a la taille de la population.

Il est trés important de garder en téte ces relations entre les échelles de taille et de temps,
et cette dichotomie entre un comportement déterministe qui prend en compte uniquement
I’aspect macroscopique du phénomeéne et un comportement stochastique qui va en outre
prendre en compte la trés grande variabilité individuelle du systéme.

4.5 La coalescence : description des généalogies

Imaginons une généalogie d’individus diploides, & savoir les individus et toute leur des-
cendance. Chacun de ces individus va avoir un certain nombre de descendants auxquels
il aura transmis une des 2 copies de ses génes & un locus donné. D’'une génération sur
I’autre, certains génes ne seront pas transmis, mais d’autres pourront étre transmis en
plusieurs exemplaires. Il est naturel de chercher & savoir quelle est la généalogie d’un
échantillon observé de génes (ou d’individus) a une certaine génération. Notre but est de
reconstruire 1’histoire généalogique des génes, selon les contraintes démographiques de la
population observée et des possibles mutations, jusqu’a 'ancétre commun le plus récent
de ces génes. Nous n’allons pas prendre en compte la totalité de la population, et nous
nous concentrerons sur ’échantilllon d’intérét. C’est une approche rétrospective. Comme
précédemment, nous allons assimiler la population diploide de taille M a une population
haploide de taille 2M = N.

On appelle lignage 'ascendance d’'un géne. Lorsque deux lignages se rejoignent chez
un géne ancestral, on dit qu’ils coalescent ou qu’il s’est produit un événement de
coalescence.

La théorie de la coalescence décrit donc simplement le processus de coalescence
des lignages ancestraux des individus d’un échantillon depuis la génération
présente jusqu’a leur ancétre commun.
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4.5.1 Asymptotique quand N tend vers I’'infini : le coalescent de
Kingman

Revenons au modéle de Wright-Fisher neutre, c¢’est-a-dire sans mutation ni sélection. Nous
imaginons maintenant un petit échantillon d’individus observés dans une population de
taille N trés grande, que I'on assimilera a I'infini.

Nous avons vu que la probabilité h(n) d’avoir hétérozygotie au temps n est donnée, quand
la taille de la population est N, par la formule (4.3.8). Supposons maintenant que N soit
trés grand. Si n est petit, cette formule apporte peu d’information, hormis que h(n) est de
l'ordre de h(0). II est alors beaucoup plus intéressant d’étudier ce qui se passe en temps
long (n grand). Nous allons donc faire ’hypothése que nos observations sont obtenues en
un temps n trés long, de 'ordre de N. Alors, puisque (1 — z) &~ e~* quand x est proche
de 0, on en déduit que
h(n) ~ e~ h(0),

et ainsi que la probabilité d’hétérozygotie (appelée coefficient d’hétérozygotie en génétique
des populations) décroit exponentiellement vite en la variable .
Nous considérons a partir de maintenant un échantillon de k individus, issu de cette
population de taille N trés grande (N — oo). Calculons la probabilité pour que deux
individus (au moins) aient le méme parent. Cela aura lieu si 'un des trois événements
suivants est satisfait :
e exactement deux individus parmi les k£ ont le méme parent,
e 3 individus au moins ont le méme parent,
e au moins deux paires d’individus ont un parent commun.
La probabilité des deux derniers événements est de 'ordre de % et ces événements ont
donc des probabilités négligeables par rapport a la probabilité du premier événement, qui
vaut

k(k—1) 1

2 N’

Ainsi, quand N tend vers l'infini, la probabilité pour que deux individus aient le méme
parent est de l'ordre de @%
En raisonnant comme dans la preuve de (4.3.8), nous obtenons alors que la probabilité qu’il
n’y ait pas eu de parents communs pour ces k individus dans les n premiéres générations
est, quand N tend vers l'infini et n est de ’ordre de N, proportionnelle &

(1 - @%)n ~ exp (—@%) . (4.5.20)

A partir de maintenant, nous considérons les k£ individus de I’échantillon & un certain
instant, et remontons le temps. Définissons 7', le premier instant ou les £ individus ont
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un ancétre commun dans leur généalogie. Nous déduisons de (4.5.20) que

P(T > n) ~ exp (—@%) ,

quand N tend vers U'infini et & tend vers une constante.

L’analogie avec le comportement d’une variable exponentielle va nous faire comprendre
dans quelle échelle de temps nous devons nous placer.

En effet, rappelons que si 7 suit une loi exponentielle de paramétre A, alors

P(r >t) =e M

Nous allons changer de temps et considérer comme nouvelle unité de temps N géné-
rations, en posant ¢ ~ §, cest a dire que si t est la nouvelle unit¢ de temps, on va
remplacer n par [Nt] (qui désigne la partie entiére de Nt). Ainsi done, si 'on consi-
dére k individus, le temps de coalescence, c’est-a-dire d’apparition du premier
ancétre commun a deux individus dans le passé, se comporte comme une
variable aléatoire exponentielle de paramétre @ et donc de moyenne ﬁ

Rappel (Voir MAP 311) : Soient 11, . .., Tm, m variables aléatoires exponentielles indépen-
dantes de paramétre \. Alors la variable aléatoire inf;—y _,,T; suit une loi exponentielle

de parametre m.

Remarque 4.5.1 Le temps de coalescence de 2 lignées est une variable aléatoire expo-
nentielle de parameétre 1 et si 'on a k individus, alors le premier temps auquel une paire
a un ancétre commun est donc l'infimum de @ variables aléatoires exponentielles de
parameétre 1 indépendantes.

On va alors définir le k-coalescent comme limite quand N tend vers I'infini du processus
qui décrit la généalogie de I’échantillon de k individus au sens suivant.

Définition 4.5.2 Soit k € N*. On appelle k-coalescent la chaine de Markov (I1;); a

valeurs dans ’ensemble Py des partitions de {1, ...k} définie de la maniére suivante :

o I, = {{1},...,{k}}.

e Soit T; le i-eme temps de coalescence. On pose Ty = 0. Alors les intervalles de temps
T; — T;_1 sont indépendants et suivent des lois exponentielles de parameéetre m’;j_lﬂ)

o A chaque temps de saut, deux blocs de la partition sont choisis uniformément parmi les
paires de blocs existantes et coalescent, au sens ot les deux sous blocs sont regroupés en

un seul.
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Bien-siir, vu la définition, il existe un temps 7' ot 'on a trouvé le plus récent ancétre
commun aux k individus. A chaque temps de coalescence, le nombre d’éléments de la
partition diminue de 1, et donc il sera réduit a un élément au bout de k événements de
coalescence, et T' = T},_;.

Remarquons que la définition donnée du coalescent permet d’en déduire facilement un
algorithme de simulation :

e On se donne k individus. On pose Iy = {{1},..., {k}}.

e On simule une variable aléatoire exponentielle de parameétre @ Pour ce faire, on
considére une variable aléatoire U de loi uniforme sur [0, 1] et on pose 77 = k(k ) log(1/U).
(Voir MAP 311).

e On choisit uniformément au hasard deux blocs distincts de la partition, (donc avec
probabilité ﬁ) On regroupe ces deux blocs en un seul bloc. On appelle alors I,
cette nouvelle partition.

e On réitére cette procédure. Aprés ’étape i— 1, on simule une variable aléatoire exponen-
tielle de parameétre W On choisit uniformément au hasard deux blocs distincts

de la partition composée de k — ¢ + 1 blocs, (donc avec probabilité m) On
regroupe ces blocs en un seul ensemble. On obtient ainsi IT;.
e On pose alors
I =Y Iilg<cier,,)- (4.5.21)

Théoréme 4.5.3 Soit T le temps du plus récent ancétre commun (PRAC) des k individus
de l’échantillon. Alors

E(T) = 2 (1 _ %) | (4.5.22)

Preuve. On écrit que
T=T,1=Th1—Th—o+ ...+ 1.

T est donc la somme de k — 1 variables aléatoires exponentielles indépendantes &; de
parameétres (k_”i;)(k_’) Ainsi,

k—1

:i; (k:—z')(k2—i+1):2§(kl—i_ —1+1) 2<1_%)'

O

Théoréme 4.5.4 (cf. Durrett [7]). Si m est une partition de {1,...,k} en I blocs, soit
7w = (B1, Ba,...,By). Alors cette partition pourra étre réalisée au temps Ty_;, et

| — 1) !
P(Ily, , =7) = 4 k- ll [[(Card(B; (4.5.23)
i=1

k! —
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ot l'on rappelle que k! = k(k — 1)...1. Nous avons ainsi une description de la loi du
k-coalescent.

Dans la suite, nous noterons

(k-0 -=1)

= — 4.5.24
TR (k1) (45.24)

et

1
w(r) = [[(Card(B)))! (4.5.25)
i=1

si Bi,...,B; sont les blocs de la partition 7. Ainsi la probabilité qu’au (k—1[)-iéme temps

de coalescence, le k-coalescent a [ blocs soit égal a 7 est le produit du terme ¢;; qui ne
dépend que de k et [, et du poids Hézl(C’ard(B,-))! qui favorise les partitions inégales.
(On vérifiera a titre d’exemple que si on a deux partitions de 5 individus, 'une de 2 et 3
individus et 'autre de 4 et 1 individus, la premiére donnera le poids 12 et la deuxiéme le
poids 24).

Remarquons que le temps T}._; est indépendant de 1’état de la partition.

Preuve. On procéde par induction descendante sur [. Quand [ = k, la seule partition 7
possible est la partition composée des blocs singletons, et la probabilité de réalisation de
7 est 1, ce qui est également donné par le membre de droite de (4.5.23) pour | = k.

Supposons que (4.5.23) soit vraie pour toute partition de taille [ et considérons une par-
tition 7 de taille [ — 1. On notera £ < n si Card(§) = Card(n) + 1 et si n est obtenue
apres regroupement de deux blocs de €. Quand € < 7, il y a exactement un événement de
coalescence qui va faire passer de £ a 7. Alors,

e SiE<
P(HTk—lH = U\HTH = 5) = { l(lol) sinon. (4526)
On a donc
2
P(y, ., =1) = > Py, =¢). (4.5.27)
I(1—1)
&<n
On pourra décrire toutes les partitions £ possibles de la maniére suivante.
Etant donnée une partition £ de {1,---,k} en [ blocs, il est naturel d’ordonner ses blocs
en &1, &, ..., &, ou & est le bloc contenant 1, & celui contenant le plus petit nombre qui

n’est pas dans &q,...
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Si les entiers Aq,...,\;_1 sont les tailles des blocs de la partition 7, alors pour pour j
telque 1 <j<Il—1,et mtel quel <m < );, on associera une partition § <7, ou
les blocs de § auront les tailles Aq,..., Aj_1,m, A\j —m, A\ji1,..., 1. Remarquons qu’il

y a %(’T\;L) choix d’une telle partition { < 7, ou I'on a coupé le j-éme bloc en A\; —m et m
individus.

Utilisant ’hypothése de récurrence, nous obtenons alors que

ll)\ll

P(Ily, ., =n) = z—1 > - ( )ckvl Al Atml(Oy —m) ! A
7=1 m=1
-1 Aj—1
C
= lill > (4.5.28)
7=1 m=1

La double somme vaut l

[aary

N -1 =k—(-1).

1

J

On vérifie alors facilement que

Ck,l
’ k—14+1) =cpi_1.
-pk D=

Le résultat est donc prouvé par induction. U

Théoréme 4.5.5 Soit o une permutation choisie au hasard parmi les permutations de
{L,...,1}. Soit A\j = Card(&yj)) la taille du j-ieme bloc de la partition Iy, ,, quand les
blocs sont réarrangés suivant o et que l'on est parti de la numérotation naturelle. Alors
(A1, ..., N) suit une loi uniforme sur les vecteurs de (N*)! de somme k.

Par exemple, pour [ = 2, si on tire au hasard un des deux blocs de Ilz,_,, la loi de sa
taille est uniformément distribuée sur {1,...,k —1}.

Preuve. Chaque réarrangement ordonné des [ blocs de la partition Iz, , = II (constituée

de k individus) a la probabilité % lw ) d’stre choisi. Si 'on garde seulement 'information

sur les tailles des blocs, alors la probablhte que les blocs aient des tailles égales au vecteur

(A, ..., \), est égale (par la formule des probabilités conditionnelles) &
ck,lw(H) k! . (k‘ — l)'(l — 1)' . 1

La quantité finale ne dépend que de k et de [, et pas du vecteur (Ay,...,N\). Ainsi, la
distribution est uniforme. Vérifions que le dénominateur de la derniére fraction donne le
nombre de vecteurs d’entiers positifs de somme égale & k. On imagine k£ boules séparées
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en [ groupes par [ — 1 morceaux de carton. Par exemple, si k = 10 et [ = 4, on pourrait
avoir

000|0|0000|00.

Les [—1 morceaux de carton peuvent se déplacer dans les k—1 espaces entre les boules. Il y

a donc (];__11) choix possibles de vecteurs de taille [ d’entiers positifs de somme égale a k. [

Comme conséquence de ce théoréme, on a le résultat étonnant suivant.

Théoréme 4.5.6 La probabilité que le plus récent ancétre commun d’un groupe de k
individus soit le méme que celut de la population totale converge vers % quand la taille

+1
N de la population tend vers 'infini.

Par exemple, quand k = 2, cette probabilité vaut % et quand k£ = 10, elle est de %.

Preuve. Soit N la taille de la population. Les k individus n’ont pas le méme PRAC
(plus récent ancétre commun) que la population totale de taille N, si et seulement si
au premier branchement (dans le sens du temps physique), dans 'arbre de coalescence
de la population, on a une partition en deux sous-arbres, et les k£ individus de ’échan-
tillon doivent nécessairement appartenir & I'un ou & 'autre de ces sous-blocs. On notera
PRACy # PRAC, lévénement "le PRAC de la population totale de taille N différe
de celui du groupe d’individu de taille K". Notons P(i, N — i) I’événement "Au premier
branchement, on a partition en 2 blocs de taille (i, N —4)". On a alors

N
P(PRACy # PRAC}) = Y P(PRACy # PRAC|P(i,N —i)) x P(P(i, N —i))
=1

(4.5.29)

La probabilité d’existence de la partition (i, N — i) est uniforme, donnée par le théoréme
4.5.5 pour [ = 2, et vaut donc ﬁ Sachant P(i, N —i), 'événement PRACy # PRAC),
sera réalisé si les k£ individus sont soit dans le bloc de taille 7, soit dans le bloc de taille
N —i. Comme N est trés grand, on peut supposer que ’échantillonnage des k individus
parmi les NV se fait suivant un tirage avec remise. Alors on aura

, _ i\ N=i\F

Ainsi, on en déduit finalement que

rnacy rrac)~ 53 () < (57) ) s
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En faisant tendre N vers 'infini, et en utilisant la convergence des sommes de Riemann,
on obtient alors a la limite que

1
2
P(PRACy # PRAC)) ~ / (2" + (1 — 2)") do = ——.
0 E+1
Puisque P(PRACy = PRAC)) =1 —P(PRACy # PRAC) = 1 — 25, on en déduit le
résultat. U

4.5.2 Mutation sur le coalescent

Le modeéle précédent est un modele trés simple, car sans mutation (mais peut étre justifié
dans certaines échelles de temps). En fait de nombreuses mutations se produisent, &
chaque reproduction. On suppose que des mutations arrivent sur l'arbre et qu’il y a tant
d’alléles possibles que chaque mutation est toujours d’'un type jamais vu avant. En effet,
si par exemple, un géne consiste en 500 nucléotides (les bases A, T, G ou C), le nombre
de séquences d’ADN possibles est 4°°° = 10%°!, et il est raisonnable de supposer que
la probabilité d’avoir deux mutations au méme nucléotide en un temps raisonnable est
négligeable.

Il y a deux maniéres de prendre en compte ces mutations : soit on compte le nombre total
de mutations (ISM, infinite site model, modéle de Kimura et Crow), soit on compte le
nombres d’alléles différents que 'on obtient dans un échantillon de taille & (IAM, infinite
allele model). La premiére est plus simple du point de vue mathématique, mais la deuxiéme
correspond a des observations biologiques. Comme précédemment, k désigne la taille de
I’échantillon que 'on considére. On appelle M}, le nombre de mutations et Ay le nombre
d’alléles différents.

Exemple :
Dans la figure 4.2, on a Mg =10, Ag = 7.

Il est trés intéressant de connaitre les lois de ces variables aléatoires.

Par exemple, reprenons les exemples donnés dans le livre de Durrett (cf. [7]) : dans une
étude de drosophiles , portant sur 60 génes a un certain locus, on a répertorié 18 alléles
uniques, 3 alléles ayant 2 représentations, 1 en ayant 4 et 1 en ayant 32. Ainsi,
ay = 18,&2 = 3,&4 = 1,a32 = 1,
ou a; est le nombre d’alléles possédant i représentants parmi les mouches de I’échantillon.
De méme I’étude de 146 génes d'une autre variété de drosophile & ce méme locus donne
ap = 20,&2 = 3,&5 = 2,@6 = 2,@8 = 1,@11 = 1,@68 =1.

On peut donc se demander comment évolue la loi de la variable aléatoire Ay, et c’est &
cela que répondra la célébre formule d’échantillonnage d’Ewens.

Essayons tout d’abord de comprendre comment 1’on construit un coalescent avec muta-
tions.
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FIGURE 4.2 — Mutations sur le coalescent

4.5.3 Le coalescent avec mutation

Revenons ici au modéle de Wright-Fisher pour une population de taille N dans laquelle
nous considérons un échantillon de taille k. Comme précédemment, les individus de la
génération n choisissent leur parent dans la génération n — 1, uniformément parmi les
N individus, indépendamment les uns des autres. On a vu que la probabilité d’avoir un
événement de coalescence vaut k(k; L) % Nous supposons de plus que 'alléle du descendant
n’est pas automatiquement héritable de celui du parent et que I'on peut avoir mutation
avec probabilité u. Cela veut dire que l'alléle d’'un individu est hérité de celui du parent
avec probabilité 1 — p et qu’avec probabilité p, on a un nouveau type. Nous allons nous

intéresser au modéle limite, dans I’asymptotique du coalescent de Kingman.

Comme précédemment, nous obtenons que la probabilité qu’il n’y ait pas eu de parents
communs pour les k individus de 1’échantillon choisi est, quand N tend vers U'infini, et si
+ tend vers une constante, de 'ordre de

(45525

Par ailleurs, si 'on suppose que p ~ %, la probabilité pour qu’il y ait eu une mutation
a la génération précédente est de l'ordre de k%, qui est la probabilité qu’il y ait eu
exactement une mutation. En effet, la probabilité qu’il y ait au moins deux mutations est
d’ordre # Ainsi, nous obtenons que la probabilité qu’il n’y ait pas eu de mutation au

cours des n premiéres générations et pour les k£ individus est de 1'ordre de

0 \" 0 n
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Donc, si S désigne le premier instant ot au moins un individu parmi les & individus de
I’échantillon provient d’'une mutation, on a

0n
P(S>n)~exp|—k=—=|.
( ) p( 2N)

L’on voit donc que le changement d’échelle de temps n = [Nt] qui permet d’obtenir
le coalescent de Kingman entraine alors que dans cette échelle rapide et si u ~ %, le
temps d’apparition d’'une mutation suit une loi exponentielle de paramétre l{;g, et donc de
moyenne %.

On obtient un modéle de coalescent avec taille infinie et taux de mutation g. On a donc
sur chaque branche un taux g de mutation et sur chaque couple de branches un taux 1 de
coalescence. La construction algorithmique du coalescent avec mutation se fait exactement
comme celle de la définition 2.6.2. Toutefois, quand on suit I’arbre de coalescence, sur
chaque branche on regarde une horloge exponentielle de parameétre g. Si elle sonne on
remplace l’alléle du parent par un nouveau type qui va se transmettre ensuite (choisi dans
un océan de types différents). Plus précisemment, entre les instants de coalescence T;_;
et T;, on a ¢ individus et le temps de mutation suivra une loi exponentielle de parameétre
il

Remarque fondamentale : Si nous remontons le temps dans le coalescent de Kingman,
a partir d’un échantillon de taille k£ 4 1, on sait qu'un événement de coalescence aura lieu

k(k+1)

au taux —5— et une mutation au taux (k + 1)%. Alors, si on tire au hasard une branche,

on va rencontrer une mutation avant un événement de coalescence avec probabilité

0 0 1
]P(S < T) — / (k + 1)26_(k+1)gu/ @6_ k(k;rl)vd,udu
0 u
o 0 0
= /0 (k + 1)56_(k+1)g“6_k(k2+1)“du =0T

De méme, on va rencontrer une coalescence avec probabilité

0+k

4.5.4 Urne de Hoppe, restaurant chinois et modéle de Hubbell

Nous allons présenter ici trois modéles équivalents & notre coalescent avec mutation.

e L’urne de Hoppe. On considére une urne qui va contenir une boule noire de masse
0 et des boules colorées de masse 1. Au démarrage, il y a une boule noire. Au k-iéme
tirage, on tire une boule (avec remise) au prorata de sa masse. Si une boule colorée
est tirée, on la remet dans l'urne en rajoutant une autre boule de méme couleur. Si
la boule est noire, on rajoute une boule d’une nouvelle couleur. On suppose que le
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nombre de couleurs est infini. Au k-iéme tirage, il y a donc k boules dans 'urne. Le
choix de la boule noire correspond & une nouvelle mutation et le choix d’une boule
colorée a un événement de coalescence. On réitére récursivement le processus. Quand
on remonte le temps du tirage k+1 au tirage k£ dans ce modéle, on trouve une mutation
avec probabilité 57— +k et un événement de coalescence avec probabilité 7. Ay est ici le
nombre de couleurs différentes aprés k tirages.

+k

On a donc le théoréme suivant.

Théoréme 4.5.7 La généalogie de k particules dans un coalescent avec mutation peut-
étre décrite (du point de vue de la loi) en simulant le processus de tirage et remplacement
de couleurs dans une urne de Hoppe aprés k étapes.

Remarque : cette construction est tres pratique pour la simulation d’un coalescent
avec mutation.

e Le modéle du restaurant chinois. On considére une infinité de tables. Supposons k
convives assis a un certain nombre de tables. Un nouveau convive arrive. Avec proba-
bilité 57 +k, il s’assied a une nouvelle table et avec probabilité 5 +k, il choisit un convive
au hasard et s’assoit & son coté. Le nombre d’alléles (d’espéces) distincts a méme loi

que le nombre de table occupées.

4.5.5 Le modéle écologique de Hubbell

[’approximation conduisant au coalescent avec mutation a aussi son intérét en écologie,
a travers le modeéle écologique de Hubbell. Décrivons-le rapidement.

Le modéle écologique de Hubbell (cf. Hubbell [13]). C’est un modéle d’écologie quan-
titative. On considére une forét comprenant N sites occupés par N arbres d’espéces
variées. Chaque arbre qui meurt laisse place a un nouvel arbre dont l'espéce est soit
ré-échantillonnée parmi les £ — 1 arbres restants avec probabilité 1 — u, soit est rempla-
cée par une nouvelle espéce avec probabilité . On suppose que les espéces migrantes
proviennent d’'une métacommunauté d’arbres composée d’un nombre infini d’espéces. La
probabilité u s’appelle le taux de spéciation.

4.5.6 Loi du nombre d’alléles distincts, formule d’Ewens

Etudions la loi de Aj. Remarquons que dans le modéle du restaurant chinois, c’est le
nombre de tables occupées par les k premiers convives.

Théoréme 4.5.8 1) La variable aléatoire Ay, peut s’écrire

k
Ak = E €is
=1
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ot les variables aléatoires €; sont des variables aléatoires de Bernoulli indépendantes de
lot

0
P(ei =1) = 5——. (4.5.31)
2) On en déduit que
E(Ak) ~posoo Ok 5 Var(Ag) ~goo 00 k. (4.5.32)

3) Si ® désigne la fonction de répartition de la loi normale centrée réduite, alors pour tout
nombre réel x, on a

p <Ak — E(Ay)

VarAn) < :17) — O(x), (4.5.33)

quand k tend vers l’infini.

Preuve. Dans les différents modéles, on pose €; = 1 si le ¢-iéme alléle provient d'une
mutation, (ou si le i-iéme convive choisit une nouvelle table, ou si le i-iéme tirage donne
une nouvelle couleur). On pose £; = 0 sinon. Alors les ¢; sont des variables aléatoires de

Bernoulli indépendantes et de parameétre @%. Ainsi, nous avons donc

E(Ak) = ZE({:‘Z) = Z H—Of% ; Var(Ak) = Z H

=1 =1 =1

En utilisant la décroissance de x — G—I—Lw’ on montre que

k 9 k—1 9
de <E(A;) <1 dx.
/06’+a?x_ (Ar) = +/0 oz

On en déduit par intégration que

E(Ak) [ 0 hl(l{?)

On a de plus que
k

Var(A) — E(Ay) = — Zl (9 i z’)2 ’

=0

somme partielle d’une série convergente. Et donc Var(Ay) se comporte comme E(Ag). La
troisieme assertion découle d’un théoréme de la limite centrale qui généralise le théoréme
central limite classique : ici, les variables aléatoires sont indépendantes mais pas de méme
loi. Le théoréme est le suivant.
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Théoréme 4.5.9 Soit (X;); une suite de variables indépendantes de carré intégrable cen-
trées. Introduisons S, = X1 + -+ + X,, et s2 = E(S2). Alors la condition de Lindenberg

1 n
ve>0,— D E(X71ix,5e5,) —nooo 0

alisée si [ i 2 <nB(X?) =0cetd l te (Sn
est réalisée si et seulement si lim,, (s,” max;<;<, E(X}")) = 0 et dans ce cas, la suite (2),
"= n

converge en loi vers une variable aléatoire normale centrée réduite.

Appliquons ce théoréme dans notre contexte. On peut montrer que

f(i — 1) f(n — 1)
2\ _
e B = e G s T e

et nous savons que s2 ~ @ Inn. Ainsi la condition lim,, (s, max;<;<, E(X?)) = 0 est réa-

Ap—E(A .
Ap—E(Ar) converge en loi
Var(Ayg) &

vers une loi normale centrée réduite. ]

lisée et nous pouvons appliquer le théoréme. Ainsi, la suite

Comme conséquence immédiate du théoréme 4.5.8, nous voyons que la variable aléatoire ﬁ—ljﬂ

est un estimateur asymptotiquement normal du paramétre inconnu #. Et nous savons de
plus que sa variance tend tres lentement vers 0, a la vitesse de ﬁ Cela donne une tres
mauvaise vitesse de convergence de l'estimateur, et nécessite donc de tres grandes tailles
d’échantillons. Ainsi, si I'on veut estimer 6§ avec une erreur de 0.1, on doit utiliser un
échantillon de taille approximativement k& = e'%. Il serait naturel de chercher un autre

moyen d’estimer #. Mais en fait il n’y en a pas d’autre aussi bon. (cf. Durrett)

Le dernier résultat de ce chapitre décrit le comportement asymptotique du nombre d’al-
leles. Il est di & Ewens (cf. Ewens [9]), et donne la distribution compléte dans I’échantillon,
le nombre d’alléle présents et leur quantité. Pour j € {1,---,k}, soit N; le nombre d’al-
leles portés par j individus dans 1’échantillon. Par exemple, N; est le nombre d’alléeles
singletons. Les N, vérifient en particulier

k
> JN; =k (4.5.34)
j=1
On a alors le théoréme suivant.
Théoréme 4.5.10 (Formule d’Ewens). Considérons k entiers ny,--- ,ng inférieurs ou

égauz a k avec Y ;_, jn; = k. Alors on a

PO — e N — ) — [ @:k—ﬁ(?) (4.5.35)

Oﬂe(k):9(9+1)'~-(9+k—l).
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La formule peut paraitre trés compliquée mais semblera plus familiére si on 1’écrit

= ()
—2\J
CTL,G H e’ n g7
j=1 &
ou Cy ¢ est une constante qui dépend de 6 et n, telle que la somme des probabilités ci-
dessus vaut 1. En d’autres mots, si on considére des variables aléatoires Yi,---,Y;,---Y;
indépendantes et de loi de Poisson de paramétres respectifs g, la partition allélique a

méme loi que la distribution de

J

Ce résultat sera justifié ultérieurement.

Preuve. Il suffit de montrer que la distribution des couleurs dans I'urne de Hoppe au
temps k est donnée par la formule d’Ewens. Nous le montrons par récurrence sur k.
Quand k = 1, la partition N; = 1 a probabilité 1 et le résultat est prouvé. Supposons
maintenant que la propriété soit prouvée pour tout temps inférieur & £ — 1. Supposons
qu’au temps k, on ait la distribution Ny = nq, -+, Ny = ng. Notons n = (nq,--- ,ng) et
soit n ’état de la répartition allélique au temps précédent. Notons

w i (8)
Pg(n):%g i

Nous allons montrer que

Z Py(i)p(,n) = Py(n). (4.5.36)

On a plusieurs possibilités :
e Sing =mny —1: cela veut dire qu'une nouvelle couleur vient d’étre ajoutée. Dans ce
cas, la probabilité de transition pour I'urne de Hoppe est de

_ 0
pnn) = g0 —7
En notant N = (N, -+, Ng) on aura par ailleurs par la formule d’Ewens que

Py(n) O+k—1ny
e Supposons que pour 1 < j <k, on an; =n; + 1 et que nj41 = n;41 — 1. Une couleur
existante, qui était la couleur de j boules a été choisie, et le nombre de boules de cette
couleur devient 7 + 1. Dans ce cas, la probabilité de transition vaut alors
_ Jn;
n,n)=-——m——.
(7,n) 0+k—1
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Le rapport des probabilités donné par la formule d’Ewens est par ailleurs :

By(n) _ k Jn;

Observons maintenant que

P(N =n) 6 O+k—1mn
n

) = T T

+§ gn; 0+ k—1 (j+1)nj
Zgrk-1 kO gn

En simplifiant les termes du membre de droite, nous obtenons finalement que

—1 .
+1)n,
p(ﬁ’n>:?+ %:1’

o
Z
Il
S
3
ol

puisque Z?=1 jn; = k. Ainsi donc, les probabilités définies par la formule d’Ewens satis-
font (4.5.36). La distribution des couleurs de I'urne de Hoppe satisfait aussi cette propriété
(4.5.36), avec la méme valeur de la probabilité d’obtenir 7, par hypothése de récurrence.
On en déduit que P(IN = n) est donnée par la formule d’Ewens. O

On en déduit que

Proposition 4.5.11 Sil’on considére la répartition de (Ny,- -+, Ny), ot h est un nombre
fixé, alors que la taille k de ’échantillon tend vers l'infini, on a

lim P(Ny =ny,--+ ,Ny=np) =P(Y1 =n4,--- , Yy = ny), (4.5.37)
k—o0
ot les variables aléatoires Yi,--- Yy sont indépendantes et de loi une loi de Poisson de
parameétres respectivement 6, - - - | %.

4.5.7 Le point de vue processus de branchement avec immigration

On peut relier I'urne de Hoppe et la répartition allélique dans le coalescent a un processus
de branchement linéaire avec immigration. Pour ce processus, les migrants arrivent dans
la population aux temps successifs d’'un processus de Poisson de paramétre 6. Chaque
individu de la population suit les régles de reproduction d’un processus de branchement
binaire. Les individus ne meurent jamais, et se reproduisent en donnant naissance a un
autre individu aprés un temps exponentiel de parameétre 1. Si on regarde ce processus
uniquement aux instants ol le nombre de particules croit, on obtient un processus de
branchement binaire en temps discret. Si on a une population de k individus, le nouvel

arrivant aura un nouveau type avec probabilité €—|—Lk’ et avec probabilité £ il prendra le

k+67
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type d’un individu choisi uniformément dans la population existante. A partir de cette
description, il est clair que la chaine de Markov incluse dans ce processus de branchement
binaire avec immigration a méme distribution que la répartition des couleurs dans le
modéle de Hoppe.

Théoréme 4.5.12 Si chaque migrant est d’un nouveau type, et si les naissances sont du
méme type que celui des parents, alors la suite des états du processus de branchement avec
immagration a la méme distribution que celle générée par 'urne de Hoppe.

Combinons cette derniére observation avec le fait suivant.

Lemme 4.5.13 (cf. Athreya-Ney [1] (p. 109)). Soit un processus de branchement binaire

(a tauz 1) issu d’une individu unique. Alors le nombre de particules au temps t a une

distribution géométrique avec probabilité de succes p = e~ .

Nous obtenons alors une nouvelle preuve du théoréme 4.5.5.

Théoréme 4.5.14 Considérons le coalescent issu de l lignées et s’arrétant quand il y en
a k(I > k). Soit Jy,---,Jx les nombres de lignées dans l’échantillon de k individus,
quand ils sont labellés au hasard. Alors (Jyi,--- ,Ji) est uniformément distribué sur les
vecteurs d’entiers positifs de somme l, et ainsi,

P(J;=m) = (l;”f;l)/(ziill)

Preuve. Soit Z/,1 < i < k, des copies indépendantes du processus de branchement
binaire. Si ji,-- -, ji sont des entiers positifs de somme [, alors par le lemme 4.5.13,

P(Z} =jv,-+ . ZF = jr) = (L=p)' " on p=e".

Puisque le terme de droite dépend seulement de la somme [ et du nombre de termes k,
tous les vecteurs possibles ont la méme probabilité. Comme déja vu dans la preuve du
théoréme 4.5.5, il y a (liill) vecteurs possibles (ji, - ,jx) d’entiers positifs de somme I.
Ainsi il s’en suit que

k
. . ; [—-1
P<Zt1:]1’...,Zf:]k\ZZg:O :1/<k:—1)’
j=1

La distribution conditionnelle est donc uniforme sur tous les vecteurs possibles. Puisque
le nombre de vecteurs (jo, - ,jx) d’entiers positifs de somme [ — j; est (l_]l_l), on

k-2
obtient
i l—ji—1\ (11
1 i B —h— —
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Cela termine la preuve. O

Ce jeu de modéles entre le modéle en temps discret de 'urne de Hoppe et le modéle
de branchement en temps continu avec immigration est trés intéressant et utile. En par-
ticulier dans la preuve précédente, on a utilisé fortement 'indépendance des différentes
familles créées par le processus de branchement. Cela va conduire a de jolis résultats sur
le comportement asymptotique de la distribution d’Ewens, quand k est grand.

Définissons S;j(k) la taille de la j-éme famille quand il y a k individus. (La j-éme plus
ancienne). Alors on a le théoréme suivant.

Théoréme 4.5.15 Pour j € N*, on a limy_, SJT(k) = X, presque-sirement, avec

j—1

Xj = Zj (1 - Zl)v

i=1
ou les variables aléatoires Z; sont indépendantes et ont pour loi une loi beta(1,6) de den-
sité 0(1 —x)’~1 2 €10,1].

La loi de (X;); s’appelle la loi de Poisson-Dirichlet. C’est une loi sur les partitions de
[0, 1].
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