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Chapitre 1

Notions de base

Introduction

La théorie des probabilités est la modélisation que les mathématiques font des phénoménes dans
lesquels intervient ce que ’on appelle le hasard. Elle repose sur un certain nombre de notions :
événement, probabilité d’un événement, variable aléatoire, loi, espérance d’une variable aléatoire.
Nous ne donnerons de ces notions que des définitions intuitives. Elles sont suffisantes pour 'usage
simple que 'on en fera, mais des fondements plus rigoureux sont nécessaires a une utilisation un
peu plus approfondie de la théorie des probabilités.

1.1 Définitions

La meilleure définition intuitive du concept d’événement est celle donnée par son sens courant.
On peut dire par exemple que c’est un phénoméne E qui peut se produire, et aussi ne pas se
produire, et qui se produit avec une certaine probabilité P(E).

Une variable aléatoire (en abrégé v.a.) est une donnée dont la valeur précise dépend du hasard.
Ce peut étre un nombre réel (on parle alors de v.a. réelle) ou complexe (v.a. complexe), un vecteur
de R™ ou C™ (on parle alors de vecteur aléatoire de dimension n), ou une donnée non numérique,
comme une couleur (par exemple quand on prend une boule au hasard dans une urne) ou une
carte (quand on tire une carte au hasard).

Pour X v.a. a valeurs dans K (K = R, C, ou R"), la loi de X est 'application de I’ensemble
P(K) des parties de K (le plus souvent, on ne considére pas toutes les parties de K, mais seulement
celles qui sont dites boréliennes, mais nous passerons sur cette subtilité) vers [0, 1] qui & une partie
A de K associe la probabilite P({X € A}) (notée plus simplement P(X € A)) de 'événement
{X € A}. Cette définition de la loi comme une application est assez abstraite et ne correspond
pas a l'usage qu’on en fera. Le plus souvent, on parlera de la loi d’une v.a. X en disant “X suit
une loi binomiale de paramétres n, p”, ou “X a une loi gaussienne de paramétres (m, o2)” etc... ce
qui signifie respectivement

Vk € {0,...,n},P(X = k) = CkpF(1 — p)"~F,

n

Va < b,Pla< X <b)= \/2170 fab exp(—(x —m)?/(20?))dx, etc...

Exemple : Les lois a densité constituent un exemple particuliérement intéressant. Une v.a.
réelle X est dite avoir une loi & densité si il existe une fonction continue par morceaux p : R — R¥
telle que l'intégrale pour tout a < b € R,

Pla<X <b) = /bp(:c)dz. (1.1)



On remarque que dans ce cas, I'intégrale fjooj p(x)dx converge. En effet, p > 0 et pour tout

a<beR, f;p(x)dx < 1. On admet que I’équation (1.1) reste vraie quand a = —oo et/ou b = +o0.
La fonction p est appellée densité de X, a ne pas confondre avec la fonction Fx : z — P(X < x),
dite fonction de répartition de X (c’est la primitive de p qui a pour limite zéro en —o0).

Des variables aléatoires sont dites identiquement distribuées (en abrégé i.d.) lorsqu’elles ont la
méme loi. Attention, ¢a ne signifie pas qu’elles sont égales. Par exemple, si on jette un dé deux fois,
la loi du résultat obtenu au premier lancé est la méme que celle du résultat obtenu au deuxiéme
lancé, ces résultats sont donc des v.a.i.d., mais il arrive (souvent) qu’elles soient différentes. Mieux :
lors du lancé d’un dé, la loi de la face tournée vers le bas et la loi de la face tournée vers le haut
sont les mémes, alors que ces deux v.a. ne prennent jamais la méme valeur.

Soient E| F' des événements. Considérer que F et F sont indépendants (au sens courant) revient
a dire que savoir que F se produit ne donne aucune information sur la réalisation de F'. Ceci se
traduit par

P(F) = P(F sachant E) (noté P(F|E)).
11 est assez naturel de considérer que P(F|E) = P(E N F)/P(E), donc l'indépendance de E et F
reviendrait a l’équation P(F) = P(E N F)/P(E). Nous adoptons cette définition, et donc deux
événements F, I’ sont dits indépendants si

P(ENF) = P(E)P(F).

Deux variables aléatoires X,Y a valeurs respectives dans K, L sont dites indépendantes si pour
tous A C K, B C L, les événements {X € A},{Y € B} sont indépendants, autrement dit si

VACK,BCLP(Xe€AYe€B)=P(X e AP € B).

De facon plus générale, des v.a. X1,..., X, a valeurs respectives dans Kji,..., K, sont dites
indépendantes si VA, C K1,As C Ks,..., A, C K,,

P(Xl S Al,...,Xn € An) = P(X1 S Al)P(Xn € An),

et une famille infinie (par exemple indéxée par N, comme on le vera pour le TCL et la LGN) de
v.a. est dite indépendante si toutes ses sous familles finies sont indépendantes.
On admettra que 'indépendance de v.a. réelles Xq,..., X, est équivalente au fait que

Vai,...a, e R, P(X; <ay,..., X, <a,) =P(X; <ay) -P(X, <ay).

Autrement dit, dans la définition, il suffit de prendre des A; de la forme | — oo, a;].

Exercice 1.1.1 Montrer que si des v.a. Xi,...,X,, sont indépendantes, alors pour tout p €
{1,...,n}, pour tous 1 < iy <ip <--- <ip <n,lesva. X;,...,X; sont indépendantes.
Exercice 1.1.2 Montrer que si des v.a. complexes X1,...,X,, sont indépendantes, alors pour

toutes fonctions Fy, Fs,..., F, définies sur C & valeurs dans C, les v.a. F1(X1),..., F(X,) sont
indépendantes.

On admet le théoréme suivant (sa démonstration nécessite des définitions plus rigoureuses et
le recours aux tribus) :

Théoréme 1.1.1 (Théoréme des coalitions) Soit m > 1, soient Xi,...,X, des variables
aléatoires réelles indépendantes.

Sotentpe{l,...,n} et 1 <i3 <ipg <---<ip,<n

Alors les p vecteurs aléatoires concaténés

(Xl, e ;Xil); (Xi1+1; . ,Xi2), ey (Xip_1+1, e ,Xl'p)

sont indépendants. De plus, pour toutes fonctions Fi de i1 variables, Fa de ia — i1 variables,..., F,
de i, — 1,1 variables, les v.a.

Fl(X17 . ,Xil),Fg(XilJrl, . ,X@), . ,Fp(Xip71+1, - ,Xip)

sont indépendantes.



Intuitivement, 'espérance de gain associée & un revenu aléatoire est la moyenne des valeurs que
peut prendre ce gain, pondérées par les probabilités que ces valeurs soient obtenues. On définit
donc espérance E(X) d’une v.a. réelle ou complexe X ne prenant qu’un nombre fini z1, ...,z
de valeurs comme la moyenne des nombres x1,...,xr pondérés par les probabilités respectives
P(X =x1),...,P(X = z,). Autrement dit

On admet que la notion d’espérance s’étend & certaines variables aléatoires réelle ou complexes
ne prenant pas forcement un nombre fini de valeurs. Ces v.a. sont dites intégrables. Par exemple,
lorsque X est une v.a. réelle positive (X > 0), on a

+oo
k
E(X) = lim ZP<n§X< —
k=0

n—-+oo

k+1\ k
n ) n
(et si la limite n’est pas définies, c’est que X n’est pas une variable aléatoire intégrable).

La différence entre les v.a. intégrables et celles qui ne le sont pas dépasse le niveau de ce cours, et
nous nous contenteront de donner un critére d’intégrabilité pour les v.a. & densité.

N’ayant pas défini rigoureusement l'espérance E(X) d’une v.a. X (réelle ou complexe, et inté-
grable, mais nous omettrons dorenevant ces précisions), nous ne pouvons qu’admettre les propriétés
suivantes :

- si X est positive, E(X) € R et on a I’inégalité de Chebichev :

E(X)

VYa > 0,P(X >a) < ;
a

- pour X,Y vaa., o, 8 € R (ou C), E(aX + 8Y) = oE(X) + SE(Y);
- pour X,Y v.a. complexes (donc éventuellement réelles),

X,Y indépendantes = E(XY) = E(X)E(Y).

De plus, si X est une v.a. a densité p, X est intégrable si et seulement si la fonction x — zp(z)
est intégrable sur R, et dans ce cas,

De fagon plus générale, pour toute fonction f : R — C continue par morceaux, f(X) est intégrable
si et seulement si la fonction = — |f(z)|p(z) est intégrable sur R, et dans ce cas,

+oo

E(f(X)) = / F@)p(x)dz.

— 0o

Dans le cas ou f est a valeurs complexes, fjoos f(z)p(z)dz n’a pas été défini en classe prépa, mais
on le définit comme étant

+oo +oo

RGeS
On définit la variance Var(X) d’une v.a. réelle X par la formule
Var(X) = E[(X - E(X))?] = E(X?) — E(X)?,

et la covariance de deux v.a. réelles X,Y par la formule

Cov(X,Y) = E[(X — E(X))(Y — E(Y))] = E(XY) — E(X)E(Y).



Exercice 1.1.3 1. Exprimer, pour Xi,...,X, v.a. réelles, la variance d’une combinaison li-
néaire A\ X7 + -+ + A\, X,, & partir les covariances (et des \;).

2. Deux v.a. X,Y sont dites non corellées si leur covariance est nulle. Montrer que

X,Y indépendantes = X,Y non corellées, et
X1,..., Xy, 24 2non corellées = Var(X;+---+X,,)
= Var(X;) + --- 4 Var(X,).

Exercice 1.1.4 Par récurence sur n > 2 et en utilisant le théoréme des coalissions, montrer que
si X1,...,X, sont des v.a. indépendantes,

E(Xy - Xn) = E(Xy) -+ E(Xy). (1.2)

La derniére définition de cette section est celle de la transformée de Fourier (parfois appellée
fonction caractéristique, sans lien avec la fonction caractéristique 24 d’un ensemble A), ¢ x d’une
v.a. réelle X. ¢ x est 'application de R vers C qui a4 t € R associe ’espérance

px(t) = E(e"Y)

de la v.a. complexe e*X. On définit de la méme fagon la transformée de Fourier (ou fonction
caractéristique) px d’un vecteur aléatoire X = (X7y,...,X,,) a valeurs dans R™ : c’est 'application
de R™ vers C qui a un vecteur ¢t = (t1,...,t,) de R™ associe 'espérance

ox(t) =Elexp(i y  tp Xp)]
k=1

de la v.a. complexe exp (1 >_p_; txXk)-

Exercice 1.1.5 Donner ¢x lorsque X est une v.a. ne prenant que les valeurs zi,...,z,, et ce
avec probabilités respectives p1,...,py.

On admettra le théoréme fondamental suivant :

Théoréme 1.1.2 Deuz v.a. réelles (et, plus généralement, deux vecteurs aléatoires de R™) ont
méme loi si et seulement si leurs transformées de Fourier sont les mémes en tout point t de R (ou
de R™).

Ainsi, la transformée de Fourier d’une v.a. caractérise sa loi. Aussi surprenant que cela puisse
paraitre, ce résultat nous sera trés utile. On s’en servira de la fagon suivante. On va calculer une
fois pour toutes les transformées de Fourier des v.a. de lois usuelles (gaussienne, exponentielle,
etc...), et pour déterminer la loi d’une v.a. X, on calculera sa transformée de Fourier. Si on tombe
sur une de celles des lois usuelles, on n’aura plus & chercher plus loin, on connaitra la loi de X.

Fonctions caractéristiques et indépendance Si les coordonnées Xj,...,X,, du vecteur
aléatoire réel X = (Xi,...,X,) sont des v.a. réelles indépendantes, alors, pour tout vecteur
t = (t1,...,t,) de R” les v.a. complexes e'1X1 . . einXn sont indépendantes (par l’exercice

1.1.2), donc, par I’équation (1.2), on a

ox(t) = E[[ ] exp(ite X)) = [ [ Elexp(ite Xi)] = [ [ ¢x, (tk)-
k=1 k=1 k=1

En fait, la réciproque est vraie aussi :

Théoréme 1.1.3 Soit X = (X, ..., X,,) un vecteur aléatoire de R™. Alors les v.a. réelles X1, ..., X,
sont indépendantes si et seulement si pour tout vecteur t = (t1,...,t,) de R™,

ex(t) =[] ex.(te)-
k=1

Ainsi, la transformée de Fourier caractérise aussi I'indépendance.



1.2 Lois usuelles

1.2.1 Lois usuelles discrétes

Les lois discrétes sont les lois sur R concentrées sur un ensemble dénombrable (i.e. fini ou
indexé par N).
Loi de Bernoulli

Une loi de Bernoulli est en toute généralité la loi d’une variable aléatoire ne prenant que 2
valeurs. Typiquement, on considére une variable aléatoire X ne prenant que les valeurs 0 et 1. La
loi de X est déterminée par la donnée d’un réel p compris entre 0 et 1 tel que

P(X=0)=1-p, P(X=1)=p.
Une telle loi est notée B(p) et appelée “Bernoulli de paramétre p”. On a :
-E(X) =p.
- Var(X) = p(1 — p).
Loi bindmiale

Une loi binémiale est la loi de la somme de n variables indépendantes identiquement distribuées
(en abrégé i.i.d.) de Bernoulli de paramétre p. Autrement dit

X=X1+..+X,
ou X1, .., X, sont des variables aléatoires indépendantes vérifiant pour tout ¢

La variable aléatoire X prend ses valeurs dans ensemble {1,...,n}. Pour que X soit égal a k, il
faut que k parmi les n v.a. Xy, ..., X,, soient égales a 1 et que les n — k aures soient égales a 0. Des
arguments combinatoires simples nous donnent

1
P(X =k)=CFpF(1 — n—k _ k(1 — pyn—k 1<k<n.
( k) =Cip"(1—p) F(n = k)!p (1-p) pour tout 1 < k <n

Nous disons que X suit la loi B(n,p). On vérifie les identités suivantes :
-E(X) =X, E(XG) = np.
- Var(X) =Y, Var(X;) = np(1 — p).

Loi géométrique

Soit 0 < p < 1. La loi géométrique de parameétre p est la loi sur N* d’une variable aléatoire X
telle que
P(X =n) = (1—p)p"!, neN".

Notons que, pour tout n > 1,
P(X>n)=)Y (-p)p* =0 -p)p" Y pF=0—-pp"/(1-p)=p"
k>n k>0
La loi géométrique posséde ainsi la propriété remarquable suivante : si n > 1, et m > 0,
P(X >n+m|X >n)=P(X >m).

Cette propriété est appelée propriété de non-vieillissement et elle justifie 'utilisation de lois géo-
meétriques pour modéliser des durées de vie d’objets ne stsant pas : sachant que X est au moins
égal & n, la probabilité que X soit plus grand que n+m, est égal & la probabilité initiale d’atteindre
m.



Lois de Poisson

Rappelons que pour tout z € C,
ZTL
7'.

exp(z) = —
n>0

La loi de Poisson de paramétre 6 > 0 notée P(6) est la loi d’une variable aléatoire X a valeurs
dans N telle que

n
P(X =n) = exp(—0)—.
n!
On laisse au lecteur le soin de vérifier les propriétés suivantes.

Proposition 1.2.1 Soit X de loi P(0).
- La fonction caractéristique de X est

px(t) = exp(f(exp(it) — 1)).
- L’espérance de X et la variance de X sont données par
E(X)=6, Var(X) =46.

Proposition 1.2.2 Supposons que Xi, ..., X,, soient des variables aléatoires indépendantes sui-
vant des lois de Poisson de paramétres respectifs 61, ..., 0. Alors la loi de X1 + ...+ X,, estP(6; =
e+ 0n).

Preuve : Posons

Soit ¢ > 0. Par indépendance,

ex(t) = E(exp(itX))

Gréace au calcul de la fonction caractéristique plus haut, on a
() = exp (01 (exp(it) — 1)) ... exp (O (exp(it) — 1)) = exp (0(exp(it) — 1)),

ol # = 01 + ...0,,. On reconnait la fonction caractéristique d’une loi de Poisson de paramétre . Donc X
suit bien une loi exponentielle de parameétre 6. [

Exercice 1.2.1 Soit X une v.a. de loi P(A), A > 0. Determinez 1’événement X = n le plus
probable.
Indication : Vn € N,P(X =n) = exp(f)\)’%, et la fonction n — % ne se dérive pas aisément sur R™
(a cause du n!, qui n’a, a priori, pas de sens si n ¢ N). La bonne méthode est donc de calculer %
Exercice 1.2.2 Lois multinémiales

On considére n variables aléatoires X7y, ..., X, i.i.d. prenant pour simplifier leurs valeurs dans
lensemble fini {1, ..., k}. Il existe donc des réels p,...,pr > 0 tels que p; + ... +pp = 1 et

P(X; =) =pi

pout tout 1 < j < n. On note alors pour tout 1 < i < k, N(¢) le nombre de X; égaux & ¢ parmi
les n nombres X1, ..., X,,. En particulier, on a toujours



On note N le vecteur (N(1),..., N(k)). La loi du vecteur aléatoire N est appelée loi multindmiale
de paramétres n et pq, .., pk.

L’objet de cet exercice est calculer la loi de NV sans utiliser d’argument combinatoire.

Pour cela, on définit F' comme la fonction de k variables réelles x1, ..., x; définie par

k
F(m) = F(,Tl, . ij) =FE <H fo(z)) )
i=1
1. En décomposant selon les valeurs possibles prises par N, montrer que

Flz)y= Y P(N(1)=mny,...N(k) = ng)al"..apk, (1.3)

ni+...+ng=n

otl la somme est prise sur tous les k-uplets (ny,...,n;) de N¥ tels que ny + ... + ny = n.
2. Calculer les dérivées n-iémes de F'.

3. En utilisant le caractére i.i.d. des X;, montrer que

k n

4. En déduire que

n! T :

siny + ... +ng =n.

Exercice 1.2.3 Processus de Poisson & temps discret Un processus de comptage est par
définition une suite de variables aléatoires (N,,),>o telle que

Nog=0 et Nypy1 — N, =00ul, pour tout n > 0.

Nous définissons alors les temps de saut (S,)n>1 comme la suite de variables aléatoires a valeurs
dans N* définie par
Sy =min{n >1; N, — N,,_1 =1}

et, pour tout n > 2,
Sp=min{n >1; Ng,_,4+n — Ns,_, =1}

n—1

Montrer I’équivalence des deux conditions suivantes :
— Les accroissements N, 11 — N,,,n > 0 sont des variables i.i.d. de Bernoulli de paramétre p.
— Les v.a. S,,n > 0 sont des variables i.i.d. de loi géométrique de parameétre p.
Si les conditions précédentes sont vérifiées, on dit que (N, )n>0 est un processus de Poisson & temps
discret.

1.2.2 Lois a densité usuelles
Loi uniforme sur [0, 1]

Soit U ~ 1p1j(w)dz. On entend par la que U a pour densité 1y (fonction indicatrice de
I'intervalle [0, 1]. La loi de U est appelée loi uniforme sur [0,1]. La fonction de répartition de U
est donnée par

0siz<O.
PU<z)=<czsi0<z<I1.
1siz>1.

On peut “construire” toute loi & partir de la loi uniforme au sens de la proposition suivante.



Proposition 1.2.3 Soit X une variable aléatoire de fonction de répartition F. Notons F~! 'inverse
de F a gauche définie par

Vr €]0,1[, F~(x) = inf{y ; F(y) > z}.
Alors X a méme loi que F~1(U).

Remarques :

- Si F est strictement croissante, I’ est inversible et 'inverse & gauche coincide avec I'inverse au
sens usuel.

- On parle d’inverse & gauche car F~! est toujours continue & gauche.

- Si on peut calculer explicitement F~!, pour simuler X, il suffit donc de savoir simuler U, ce qui
est classiquement programmé sur ordinateur.

Preuve : Montrons que pour tout z € [0, 1] et tout y € R,

Fl(x) <y <=z < F(y).
Supposons d’abord que z < F(y). Cela implique que
y > inf{z; F(z) > 2} = F~'(y).

Inversement, supposons que
x> F(y).

Cela signifie que
P(X <y) <.

La fonction de répartition étant toujours continue a droite et étant croissante, il existe € > 0 tel que
P(X<z)<z
pour tout z < y + €. Il est donc clair que
inf{z; F(z) >z} > z+e>y.

Nous avons montré I’équivalence voulue.
Soit maintenant y € R. Par le résultat précédent, comme U suit une loi uniforme sur [0, 1], on a

P(F'(U) <y)=P({U < F(y)) = F(y).

Par conséquent, F' 71(U ) et X ont méme fonction de répartition et donc méme loi. O

1.2.3 Loi normale

On dit que X suit une loi gaussienne (ou normale) d’espérance m et de variance o? > 0 si et

seulement si X a pour densité
( (x — m)2> 1
exp | — .
P 202 oV2r

On note alors X ~ N (m,o0?). La variable aléatoire X vérifie alors

(

) =m.
Var(X) =
ox(t) = (ztm — %) .

Plus généralement, pour tout A dans C,

2
E(exp(AX)) = exp(Am + ?)

Sim=0eto?=1,on dit que la loi est normale centrée et réduite. Si X ~ N(m,o?) avec o > 0,
X=m et normale centrée réduite.

Il est & noter que la fonction caractéristique de X ne dépend que de ’espérance et de la variance
de X. Nous reviendrons plus en détail sur les variables gaussiennes.
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Loi exponentielle

Soit 6 > 0 et
X ~ fexp(—0z)1,sodx.

La loi de X est par définition la loi exponentielle de parameétre 0 : elle vérifie

{E(X) =1

ex(t) = 575

La fonction de répartition Fp d’une loi exponentielle de paramétre 6 se calcule aisément. On a
x
Fy(z) = 1m20/ 0 exp(—0u)du = 1;>0(1 — exp(—0z)).
0

On voit qu’alors pour tout y € [0, 1),

1

F7(y) = =5 log(1—y).

D’aprés la proposition 1.2.3 si U suit une loi uniforme sur [0, 1], — log(1 — U)suit une loi expo-
nentielle de paramétre 6. Comme U et 1 — U ont méme loi,

—% log(U)

suit également une loi exponentielle de paramétre 6.
On peut remarquer que ’on a aussi

P(X > z)=1- Fy(z) = exp(—0z),
pour tout z > 0. Si x et y sont positifs, on en déduit aisément que
PX>x+ylX >2)=P(X >vy).

Comme dans le cas discret pour les lois géométriques, on parle de propriété de non vieillissement
et on utilise dons parfois les lois exponentielles pour modéliser des durées de vie.
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Chapitre 2

Les théorémes limites fondamentaux

Introduction

Apreés avoir introduit dans un premier temps les deux principaux types de convergence de
suites de variables aléatoires, nous présenterons des théorémes fondamentaux de la théorie des
probabilités dont les conséquences seront développées dans les chapitres suivants.

La loi des grands nombres nous dit que lorsque l'on répéte une méme expérience aléatoire
indépendamment un grand nombre de fois, la fréquence empirique d’un événement converge
vers la probabilité théorique de cet événement.

De maniére plus précise, le théoréme central limite nous montre que I’écart entre la moyenne
empirique et la moyenne théorique suit asymptotiquement une loi gaussienne dont 1’écart-
type diminue comme l'inverse de la racine carrée du nombre d’expériences.

L’approximation de Poisson nous montre que la loi de Poisson est une bonne approximation
de la loi de la somme d’un grand nombre de variables aléatoires indépendantes de Bernoulli de
paramétre petit.

2.1 Deux types de convergence

Soit (X,,) une suite de variables aléatoires réelles et X une variable aléatoire réelle.
On dit que X,, converge vers X et on écrit
X, — X,
n—oo

si la probabilité de 1’événement
{ la suite de nombres réels (X,,),en converge et lim X, = X}

n—oo
est 1.

Remarque : Dans de nombreux ouvrages de mathématiques, on parle, dans ce cas, de conver-
gence prsque stire. Il est légitime de se demander pourquoi on parle de convergence “presque stire”,
et pas de converge “stire” 7 C’est di au fait que I’événement
{ la suite de nombres réels (X, )nen ne converge pas vers X}

a une probabilité nulle, mais n’est pas vide. Cet événement n’arrive jamais, mais il est envisa-
geable, formulable. On parle de convergence “presque stire” plutét que de convergence “stire” par
“A

égard” pour cet événement, qui, bien que de probabilité nulle, existe. De la méme facon, si U est
une v.a; uniforme sur [0, 1], I’événement

(U =1/2}

a une probabilité nulle, mais existe quand méme. Ces considérations ne sont pas dénuées d’interét
lorsque 'on utilise la théorie des probabilités de maniére plus approfondie, mais elles n’apportent
rien & ce cours.
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La convergence en loi est assez différente, du point de vue conceptuel, de la convergence précé-
dente. Considérons une suite de variables aléatoires (X,,),>0. On dit que X,, converge en loi vers
X, et on note

loi
X, — X
n—oo

si et seulement si pour tout x € R tel que P(X =) =0,

P(X, <z) —— P(X <x).

n—oo

On peut noter que si

loi
X, . x,
n—oo

et si a < b vérifient P(X =a) =P(X =b) =0, alors

Nous admettrons que la convergence implique la convergence en loi. La réciproque est fausse.
Essayons de comprendre pourquoi. Dire que X,, converge vers X revient & dire que quand n est
grand, les deux nombres X,, et X, qui dépendent du hasard, seront proches. On aura X, ~ X. Il
est donc naturel que

Pla< X, <b)~Pla< X <b).

Par contre, de la méme maniére que le fait que deux v.a. aient la méme loi n’implique pas qu’elles
soient égales, le fait que
Pla< X, <b)~Pla< X <b)

n’implique pas que X,, ~ X. Reprenons ’exemple d’une v.a. X donnée par la face tournée vers le
haut d’un dé qu’on jette. Considérons la v.a. Y de la face tournée vers le bas du méme dé lors du
méme lancé. Y et X ont la méme loi, donc en posant : pour tout n, X,, =Y, on a

VneN,P(a< X, <b)=Pa< X <b).

Pourtant, X,, et X sont toujours deux nombres distants de au moins 1.
Le théoréme suivant montre que la convergence en loi se caractérise aussi avec les transformées
de Fourier.

Théoréme 2.1.1 (Théoréme de Paul Lévy) X, converge en loi vers X si et seulement si pour
tout t € R,

ox, (t) —— px(t).

n—oo

2.2 Loi des grands nombres
Commengons en ennongant la loi des grands nombres (LGN) sous sa forme la plus générale.

Théoréme 2.2.1 (Loi forte des grands nombres) Soit (X,,),>1 une suite de variables aléa-
toires i.1.d.. Posons
Sy = X1+ ..+ X,

et m = E(X1) (= E(X,) pour tout n, puisque le X,, sont identiquement distribuées), Alors

13



Ce théoréme affirme que si on veut calculer 'espérance d’une v.a. X, il suffit de prendre un
grand nombre de v.a. X1, ..., X, indépendantes et ayant toutes la loi de X, et de faire la moyenne

X+ + X,
n

des valeurs données par ces v.a.. On a alors

Nous allons maintenant donner le corollaire de ce théoréme qui relie la fréquence de réalisation
d’un événement et sa probabilité.

Corollaire 2.2.2 (Loi empirique des grands nombres) Soit (4,),>1 une suite d’événements
indép. de méme probabilité p. Alors en définissant, pour n > 1, la v.a.

N, = Card ({k € {1,...,n} / Ay est réalisé}),
on a limy,_, % =p.

Ce corallaire affirme que si on veut calculer la probabilité d’un événement A, il suffit de considérer
un grand nombre Aq,..., A, d’événements indépendants et ayant tous la méme probabilité que
A, et de compter le nombre NN,, de ces événements qui sont en fait réalisés. On a alors

Preuve : 11 suffit de définir, pour tout n, la v.a. X,,, qui vaut 1 si A,, est réalisé, et 0 sinon. Les A,, étant
indép., les X,, le sont ausii, de plus, pour tout n, la loi de X,, est une loi de Bernouilli de paramétre p,
donc on a

N, 1

=23 "Xy —— E(X1) =p.

n n n— oo

k=1
O

Application 2.2.3 Considérons un dé pipé, qui donne aux faces 1,...,6 les probabilités respec-
tives p1,...,pe de tomber. Alors en lancant le dé un grand nombre n de fois, en notant respecti-
vement C1,...,Cg le nombre de fois qu’il est tombé sur 1,...,6, on a (p1,...,ps) = (%, o %)

Remarque : Le Th. Central Limite nous dira que si on le lance n fois, la précision de 1’estimation
(p1,-.-,p6) =~ (%, ey %) sera de l'ordre de —=. Par exemple, si on veut estimer p1,...,ps avec
n

une précision de variance 0, 1, il faudra le lancer 100 fois.

2.3 Le théoréme central limite

La loi des grands nombres nous dit qu’en présence d’une suite (X,,),>1 de variables aléatoires

i.i.d., la moyenne empirique S—; converge vers la moyenne théorique E(X7). Cependant, nous
ne savons rien des fluctuations autour de cette moyenne théorique, autrement dit de la vitesse de

convergence de la moyenne empirique en fonction de n.

Théoréme 2.3.1 (Théoréme central limite) Soit (X,,),>1 une suite de variables aléatoires
i.i.d. Notons m = E(X1) et 0 = Var(Xy).
Alors,

Jn (5;: _ m> L, A (0,0%)

en loi. N'(0,0%) désigne une gausienne centrée de variance o>.
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Remarques :
- On écrit parfois le théoréme central limite sous la forme

Sn —nm loi
U\/ﬁ n—o0

- Le théoréme central limite nous donne une sorte de développement limité de la moyenne empirique
lorsque n est grand. Autrement dit, pour n grand, on a

N(0,1).

S, loi o
— ~m+ —=G
n \/ﬁ
ol G est une gaussienne centrée réduite. La convergence dans la loi des grands nombres est donc

pour ainsi dire en ﬁ : Les fluctuations autour de la moyenne théorique au bout de n expériences
sont de 'ordre de %

- Il est assez remarquable de noter que les gaussiennes apparaissent & la limite quelle que soit la
loi commune des X;, pourvu que les X; soient de carré intégrable. Ceci nous montre le caractére
universel des lois normales.

- En pratique, lorsque n > 30, 'approximation “@ (52 —m) est gaussienne centrée réduite” est
bonne. Nous admettons ce lemme, & partir duquel nous démontrerons le théoréme.

Lemme 2.3.2 Soit X une variable aléatoire de carré intégrable de fonction caractéristique .
Lorsque t — 0, nous avons

2

o(t) = 1 + itB(X) — %E(XQ) +o(t?),

c’est-a-dire )
o(t) — 1 —itE(X) + S E(X?)
t2 t—0, t£0

Donnons maintenant une preuve du TCL :
Preuve : Quitte & remplacer X; par Xi;m, nous supposerons que m = 0 et 0 = 1. Il s’agit de considérer
la fonction caractéristique ¢, de S—\/% On a

on(t) = E (exp <zt%>> _E (eXp (ij% bt ”j%”)) .

Comme les X; sont indépendantes et de méme loi,

05 (on(85) 5o (25) -5 oo ()

Soit ¢ la fonction caractéristique de X;. Nous avons donc obtenu

en(t) =¢ (%)n

L’idée est de remarquer que pour des grandes valeurs de n, d’aprés le théoréme précédent,

t2

t _ ZL _ﬁ 2 o l —1-"" 19 l
@(W) =1+ \/EE(X) 2nIE(X ) + (n) 1 2n+ (n)

Donnons une idée de la fin de la démonstration. On remarque que lorsque n tend vers l'infini,

%2 (15) =@\ —F }L = exXp TLIOg Y| —F
Par consé quenl s

ont = (1o (1 £ 0 (1)) = exp (-n (£ 4o21)) =m0 (E +ot).
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Ainsi,

On a vu que
12
b exp(~ )
est la fonction caractéristique d’une loi normale centrée réduite. D’aprés le théoréme de Paul Lévy sur la

convergence en loi, on a obtenu

Sn loi
i e MO

O

Exercice 2.3.1 On lance un dé non pipé 100 fois, de fagon bien entendu indépendante. Quelle
est la probabilité que la somme totale des points obtenus soit entre 300 et 400 ?

Solution : La somme totale est 100

S=>"Xi,
i=1

ot X; représente le nombre de points obtenus. L’espérance de X; est 3,5, et sa variance est 35/12.
Par le TCL, —25350_ syit approximativement une loi A/(0, 1).

104/35/12
-5 S — 350 5

< <
V/35/12 © 104/35/12 — /35/12
P(—2,93 < N(0,1) < 2,93)
= 0,9966

P(300 < S <400) = P(

)

2.4 L’approximation de Poisson

Nous terminons ce chapitre avec un théoréme limite assez fondamental. Nous rappelons que la
loi binoémiale B(n,p) est la loi de la somme de n variables aléatoires indépendantes de Bernoulli
de paramétre p. Autrement dit, pour 0 < k < n,

B(n,p)({k}) = Crp"(1 —p)" .

La loi de Poisson P()\) est la loi sur 'ensemble des entiers N telle que pour tout k& > 0,

/\k
PO)({R}) = exp(-X) ;-
Théoréme 2.4.1 (Approximation de Poisson) Supposons que (p) soit une suite de réels
compris entre O et 1 et X\ un réel tels que
npn —— A,
n—oo
alors, on a la convergence en loi
B(n,pn) ot (N).

n—oo

Remarque : Lorsqu’on est en présence d’une loi binémiale B(n,p) avec p petit et n grand et si
le produit np est de ordre de 1, il est raisonnable d’approcher B(n, p) par une loi de Poisson de
paramétre np, ce qui simplifie parfois considérablement les calculs.
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Preuve : Comme d’habitude, on regarde les fonctions caractéristiques. Soit X1 p,...Xn,n n variables aléa-
toires de Bernoulli indépendantes de paramétre p,,. Notons

Xon=Xin+ ..+ Xnn-
La fonction caractéristique de X,, est par indépendance

ox, () =E(exp(itXn)) = E(exp(itXi,n))...E(exp(itXn,n))
= (1 = pn) + prexp(it))” = (1 4 pa(exp(it) — 1))".

Comme np,, —— A, on a pour n grand,
n—oo

E(exp(itXy,)) ~ (1 + %(exp(it) —1)™

Un lemme classique d’analyse nous dit que pour tout nombre complexe z, pour toute suite u, telle que
lim nu, = z,
(14 un)" — exp(2).
n—oo

Par conséquent,
E(exp(itXn)) — exp (A(exp(it) — 1)).

n—0o0

Nous avons vu que le membre de droite de la derniére égalité était égal a la valeur en t de la fonction
caractérisique d’ une loi de Poisson de paramétre A. D’ou le résultat escompté. [

Voici quelques exemples d’événements dont on peut approcher la loi par une loi de Poisson
daprés le théoréme précédent :
- le nombre de défauts de production dans un processus industriel.
- le nombre de fautes d’impression par page.
- le nombre de clients & une caisse par tranche de 5 minutes.
- le nombre de sinistres par jour dans une compagnie d’assurance.
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Chapitre 3

Vecteurs gaussiens

Introduction

Les variables gaussiennes sont des lois universelles qui sont d’une importance particuliére. Il
sera trés utile en particulier en statistique de pouvoir passer du cas de la dimension 1 & des
dimensions plus grandes.

Ce passage nécessite de développer un formalisme qui sera 'objet du début du chapitre. Nous
calculerons la fonction caractéristique des vecteurs gaussiens que nous aurons préalablement
définis. Nous montrerons aussi comment nous pouvons alors aborder de maniére trés efficace et
trés simple les problémes d’indépendance de variables gaussiennes.

Nous énoncerons ensuite le théoréme central limite vectoriel qui généralise le théoréme central
limite classique.

Nous terminerons par I'introduction des lois du chi-deux qui apparaissent en présence de carrés
de variables gaussiennes.

3.1 Variables aléatoires gaussiennes

Nous avons déja introduit les lois gaussiennes. Les v.a. gaussiennes sont les v.a. dont la loi est
une loi gaussienne.

Définition 3.1.1 (Variables gaussiennes - Lois normales) Soit m € R et ¢ > 0. On dit
qu’une variable aléatoire X est une gaussienne d’espérance m et de variance o> ou encore que X
suit une loi normale d’espérance m et de variance o si et seulement si X a pour densité

o (_ (z — m)2> dz

202 o2’

autrement dit, si et seulement si pour tout a € R,

On note N'(m, 0?) cette loi. On note N'(m,0) la loi d’une variable aléatoire constante égale a m.
Lorsque X suit une loi N'(m,0?), 0 >0, on a

E(X) =m, Var(X) = o*

Lorsque m = 0, on dit que X est centrée. Lorsque m = 0 et ¢ = 1, on dit que X est une gaussienne
centrée réduite (ou suit une loi normale centrée réduite).
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Remarques :
- On peut noter que 'identité

/-‘roo . ( $2 > dx )
X —_— _—
oo P 202 ) /2

n’est pas évidente a priori. Nous ’admettrons.

- Le calcul de 'espérance et de la variance a partir de la densité se font par intégrations par parties.
- Un point trés important est que la loi d’une variable gaussienne ne dépend que de son espérance
et de sa variance.

- Lorsque X ~ N (m,o?) avec o > 0, la variable aléatoire

X—-m
o

est centrée réduite.
Voici quelques propriétés des variables aléatoires gaussiennes.

Proposition 3.1.2 Soit m € R, o0 > 0 et soit une variable aléatoire

X ~ N(m,c?).
(1) Pour tout \ € C,
2)\2
E(exp(AX)) = exp(Am + 5 ).
(2) Pour tout t € R,
o2\

E(exp(itX)) = exp(itm —

).

(3) Si X est centrée réduite, alors pour tout n > 1,

2n—1y _ any __(2n)!
E(X )=0, E(X )72"(71!)2'
Théoréme 3.1.3 (Combinaisons linéaires de v.a. gaussiennes indépendantes) Soient X, ...
des v.a. gaussiennes d’espérances respectives my, ..., m, et de variances respectives o2,...,02. On
suppose ces v.a. indépendantes. Soient a1, ...,a, € R.

Alors la v.a. a1 X1 + -+ -+ ap X, est gaussienne de moyenne et variance

2 2 2 2
aymi +---+a,my, , ajo] +---+a,0,.

Exercice 3.1.1 1. Montrer le théoréme précédent en utilisant la transformée de Fourier.

2. Trouver un contre-exemple dans le cas ou les X; ne sont pas indépendants. Indication : on
pourra prendre n = 2, X; de loi normale centrée réduite, et Xo = —X7.

3.2 Les vecteurs gaussiens

3.2.1 Définition

Les v.a. gaussiennes apparaissent fréquement dans les modélisations de phénoménes aléatoires.
Il arrive que 'on ai & travailler avec une famille finie de v.a. (qui constituent donc un wvecteur
aléatoire) qui soient toutes gaussiennes et telles que leurs combinaisons linéaires soient aussi gaus-
siennes. C’est ce qui nous améne a donner la définition suivante :

Définition 3.2.1 (Vecteur gaussien) Soit X = (X1, ..., X;,) un vecteur aléatoire o valeurs dans
R™. On dit que X est un vecteur gaussien si et seulement si pour tout (uy, ..., u,) € R™,

<u, X >=wu X1+ ... +up, X,

est une variable aléatoire gaussienne.

19

» Xn



Remarque : Si X est un vecteur gaussien, alors pour tout 0 < ¢ < n, la variable aléatoire X;
correspondant & la i-éme coordonnée de X est une variable aléatoire gaussienne. Mais, il faut bien
faire attention au fait qu’inversement, pour qu’un vecteur soit gaussien, il ne suffit pas que chacune
des coordonnées soit une variable gaussienne. Il faut et il suffit que toute combinaison linéaire
des coordonnées de X suive une loi normale.

Exercice 3.2.1 Soit r € N*, ny,...,n, € N*. Soient Y7,...,Y,. des vecteurs aléatoires gaussiens
indépendants a valeurs dans respectivement R™ ... R"r.
Montrer que le vecteur aléatoire (Y1,...,Y,), a valeurs dans R™ "+ est gaussien.

3.2.2 Loi d’un vecteur aléatoire
On rappelle la définition :

Définition 3.2.2 Soit X = (X1, ..., X;,) un vecteur aléatoire a valeurs dans R™.On appelle loi de
X la fonction

Q: PR") — [0,1]
A — P(XeA)

On note souvent L(X) pour Q.

Exercice 3.2.2 Soient X,Y des vecteurs aléatoires a valeurs dans R", de méme loi, et soit f une
fonction de R™ vers R.
Montrer que f(X) et f(Y) ont méme loi.

Le résultat suivant est une sorte de réciproque de cet exercice :

Théoréme 3.2.3 Soient X,Y des vecteurs aléatoires a valeurs dans R™ tels que pour tout v € R™,
les v.a. <v, X > et <v,Y > ont méme loi. Alors X et Y ont méme loi.

Corollaire 3.2.4 (Transfo. de Fourier et loi des vecteurs aléatoires) Soient X,Y des vec-
teurs aléatoires a valeurs dans R™ tels que pour tout v € R",

E(exp(i < v,X >)) = E(exp(i < v,Y >)).

Alors X et'Y ont méme loi.

3.2.3 Transformée de Fourier d’un vecteur gaussien

Le corollaire précédent montre l'interét du calcul de la tr. de Fourier pour déterminer la loi
d’un vecteur aléatoire.

Définition 3.2.5 Soit X = (X1, ..., Xp) un vecteur aléatoire & valeurs dans R™ dont toutes les co-
ordonnées sont intégrables. On appelle espérance de X le vecteur de R™ E(X) = (E(X3),...,E(X,)).

Rappelons la définition et la propriété principale de la matrice de covariance :

Définition 3.2.6 Supposons que X = (X1,...,X,,) soit un vecteur aléatoire & valeurs dans R™.
On appelle matrice de covariance de X la matrice carrée (n,n) notée

Cov(X) =3(X) = (i) 1<i<n

1<j<n

telle que pour tout 1 < 1,7 <n,
Zi,j = COV(XZ',XJ').
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Définition 3.2.7 Soit
A= (aij)igi<n
1<j<n
une matrice symétriqgue. On appelle forme quadratique associée a A lapplication qa, de R™ vers
R, définie par

n
ga(z) = Y a; ;.

4,j=1

Remarque : Une matrice de covariance ¥ est toujours symétrique et positive : ¢a signifie que la
forme quadratique associée ¢sx; est une fonction positive sur R”.

Proposition 3.2.8 Soit X = (Xq,..., X,,) soit un vecteur aléatoire a valeurs dans R™, de carré
intégrable, et de matrice de covariance A. Alors pour tout vecteur (non aléatoire) v € R™, la
variance de la v.a. réelle < v, X > est ga(v), ot qa est la forme quadratique associée o A.

Théoréme 3.2.9 (Transformée de Fourier d’un vecteur gaussien) Soit X = (X1,..., X,,)
un vecteur aléatoire gaussien & valeurs dans R™. On pose m = E(X) € R™ et A = Cov(X). Alors
pour tout v € R™, on a :

. ) 1
E(exp(i <v,X >)) =exp(i <v,m > fiqA(v)).
On avait défini un vecteur aléatoire gaussien en disant que c’était un vecteur aléatoire X =
(X1, ..., Xp,) tel que pour tout v € R™, il existe m,, € R, 02 > 0 tels que la v.a. v1 X1+ - -+v, X,, =<
v, X > a pour loi N(m,,c?). On sait maintenant exprimer m,, et o2 :

Corollaire 3.2.10 Pour tout v € R™, la loi de v1 X1 + -+ + v, X, est la loi normale d’espérance
nE(X1) + -+ v,E(X,) et de variance ga(v).

Corollaire 3.2.11 La loi d’un vecteur aléatoire gaussien est entierement déterminée par son es-
pérance et sa matrice de covariance.

Remarque : La loi d’un vecteur gaussien n’est pas déterminée par les lois de ses coordonnées :
— soit N une v.a. de loi N'(0,1), et soit Y le vecteur aléatoire a valeurs dans R" def. par

Y =(N,N,...,N)
————

n fois

— solent X1,...,X, des v.a.iid. de loi N(0,1) et soit Z le vecteur aléatoire & valeurs dans R™
def. par
Z=(X1,X2,...,Xpn)

La loi de toute coordonnée de Y ou de Z est A(0,1) alors que Y et Z n’ont pas la méme loi (
exercice : le démontrer).
Ceci justifie la définition suivante :

Définition 3.2.12 - Soit m € R™ et soit ¥ € M,,(R) une matrice symétrique positive. On désigne
par N'(m,X) la loi d’un vecteur gaussien d’espérance m et de matrice de covariance Y.

- Supposons que loi(X) = N(m,X). Lorsque m = 0, on dit que X est centré. Lorsque m = 0 et
Y. = 1d, on dit que X est centré réduit.
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3.2.4 Variables aléatoires gaussiennes indépendantes

Les variables aléatoires gaussiennes nous donnent des exemples de vecteurs gaussiens. Inverse-
ment, le formalisme introduit plus haut permet d’avoir des résultats trés simples sur I'indépendance
de gaussiennes.

Nous énongons une premiére proposition simple.

Proposition 3.2.13 Soient X1, ..., X,, des variables aléatoires gaussiennes indépendantes telles
que

E(X)) =my,....,E(X,) =m, et Var(X;) = 0%,..., Var(X,,) = 02.

Alors le vecteur aléatoire X = (X1, ..., X,,) est un vecteur gaussien d’espérance m = (my, ..., my,)
et de matrice de covariance la matrice diagonale

o2 0 0
Y= 0

: - 0

0o ... 0 02

Remarque : Si X, ..., X, sont n v.a. gaussiennes i.i.d. et si X = (Xy,..., X,,), alors
X ~ N(E(X),o?Id)

ot Id est la matrice identité et 0 = Var(X;) = ... = Var(X,,) et E(X) = (m,...,m) ot m =
E(X)) = ... = B(X,).
Preuve : On a vu au Th. 3.1.3 que pour tout v € R", < u, X > est une v.a. gaussienne. Donc X est
unvecteur gaussien, et sa matrice est diagonale car si ¢ # j, son entrée dindice i, j est la covariance de X;
et X, qui est nulle par indépendnce de X; et X;. O

On peut énoncer et démontrer la réciproque de cette proposition.

Proposition 3.2.14 Soient X1, ..., X,, n variables aléatoires telles que le vecteur aléatoire X =
(X1, ..., Xp) soit un vecteur gaussien. Si la matrice de covariance de X est diagonale, alors les
variables X1, ..., X, sont indépendantes.

Remarque : Il faut surtout noter que I'’hypothése de départ n’est pas seulement que toutes les
v.a. sont des gaussiennes mais que toutes leurs combinaisons linéaires sont des gaussiennes, ce qui
est beaucoup plus fort.

Preuve : Pour tout t = (t1,...,tn) € R™, on note

ox(t) =E(exp(it. X)) = E(exp(it1 X1 + ... + itn Xn)).
Notons également pour tout 1 <7 < n et tout u € R,
¢x; (u) = E(exp(iuX;)).

Rappelons que pour que Xi,..., X,, soient indépendantes, il faut et il suffit que I'on ait pour tout ¢t =
(t1,...,tn) € R™,
Ox(t, s tn) = bx; (t1)..0x,, (tn).

On note X la matrice de covariance de X. Par hypothése, ¥ est diagonale, ce qui s’écrit

2 0 ... 0
s=|"°

S

0 0 o2

ou
o} = Var(X1), ...,02 = Var(X,,).
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Posons par ailleurs m = (mq,...,m,) = E(X). Comme X est supposé étre un vecteur gaussien nous
pouvons dire grace & la proposition 3.2.9 que l'on a

E(expl(it. X)) = exp(it.m — %qz ).

Or,
gs(t) = oiti + ...+ opts,

de sorte que

2,2 2,2
t t
ox(t1,...,tn) = E(exp(it. X)) = exp(itimi + ... +itnm, — 012 LA — G”Q ™)
2,2 2,2
t t
= exp(it; — a1 L)...exp(it, — 0"2")

= ¢x,(t1).-dx, (tn)

ol on a utilisé la proposition 3.1.2, (2). Par conséquent, X, ..., X,, sont indépendantes. O
Pour résumer les deux propositions précédentes, énoncons un théoréme qui les englobe.

Théoréme 3.2.15 Soient X1, ..., X,, n variables aléatoires telles que le vecteur X = (Xq,..., Xy,)
soit gaussien d’espérance E(X) et de matrice de covariance L(X).

(1) Les variables X1, ..., X,, sont indépendantes si et seulement si la matrice X(X) est diagonale.
(2) Les variables X1, ..., X, sont i.i.d. si et seulement si existent des réels m et o tels que

E(X) = (m,...,m) et %(X) = o°Id.

Preuve : La partie (1) a déja été démontrée. Pour (2), on suppose d’abord que les variables Xy, ..., X,
sont i.i.d. D’apres (1), X(X) est diagonale. Comme les variables X1, ..., X;, ont par ailleurs méme loi, on a

E(X)) =...=E(X,) =m
et
Var(X;) = ... = Var(X,) = o”

de sorte que

E(X) = (m,...,m) et %(X) = o>Id.
Si & présent, on suppose que

E(X) = (m,...,m) et ©(X) = o’Id,

en particulier, ¥(X) est diagonale donc on sait d’aprés (1) que les variables X1, ..., X,, sont indépendantes.
D’autre part, toutes les variables X; sont gaussiennes de méme espérance m et de méme variance o2.
D’apreés la proposition 3.2.9, les variables X1, ..., X,, ont donc toute la méme loi N (m, 02). O

Exercice 3.2.3 Soit

A = laijl1<i<n
155<n

la matrice de covariance d’un vecteur aléatoire. Montrer, en utilisant 'inégalité de Cauchy-Schwartz,
que

Viaj7 ‘ai,j| < V@iin/Aj 5+ (31)

Exercice 3.2.4 Soit Z une variable aléatoire réelle de loi normale centrée réduite. Soit o1, ..., 0, >
0. On pose X1 = 0172, Xo = 03Z,..., X, = 0, Z. Montrer que X = (X1,...,X,) est gaussien,
d’espérance nulle, et de matrice de covariance la matrice

A =a;j]1<i<n
12520

avec pour tout 1, 7, a; ; = 0;0;.
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Remarque : On remarque que pour ’exemple de ’exercice précédent, on a égalité dans
Pinégalité (3.1). Ainsi, dans le cas ot les X; sont proportionnels, qui correspond & une dépendance
maximale, les entrées de la matrice de covariance sont maximales compte tenu de la contrainte de
Pinégalité (3.1). A l'inverse, dans le cas ou les X; sont indépendants, la matrice de covariance est

diagonale, i.e. a; ; = 0 dés que 7 # j. Ainsi, quand X = (Xi,...,X,,) est un vecteur gaussien, les
rapports
Cov Xi, X, . .
| ( J)| , (Z 7& ])
/Var(X;) Var(X;)

permettent de quantifier l’indépendance : plus ils sont élevés, moins X; et X; sont indépendants.

3.2.5 Image d’un vecteur gaussien par une application linéaire

A présent, nous allons énoncer un théoréme qui nous dit ce que devient un vecteur gaussien
lorsqu’on lui applique une application linéaire.

Proposition 3.2.16 Soit X = (X1,..., X,,) un vecteur gaussien d’espérance m et de matrice de

covariance ¥. Soit également A = (a;;)1<i<m € My, o(R). Soit Y le vecteur aléatoire de R™
1<j<n
défini par

Y = AX.

Alors, Y est un vecteur gaussien d’espérance Am et de matrice de covariance ALAT, on AT
désigne la transposée de A. On résume ceci sous la forme

10i(AX) = N(AE(X), AX(X)AT).

3.3 Le théoréme central limite vectoriel

Nous avons déja vu au chapitre 2 que les variables aléatoires gaussiennes apparaissaient de
maniére naturelle dans les théorémes limites concernant les variables aléatoires i.i.d.. Nous pouvons
donner & présent une version multi-dimensionnelle du théoréme central-limite. Nous dirons qu’un
vecteur aléatoire est dans L? si et seulement si toutes ses coordonnées sont dans L2.

Théoréme 3.3.1 (Théoréme central limite vectoriel) Soit (X,,),>1 une suite de vecteurs
aléatoires i.i.d. de R appartenant o L?, d’espérance m € R? et de matrice de covariance ¥ €
My(R). Notons pour tout n > 1

Sy = X1 + .o+ X

On a la convergence en loi

loi (S"\;E"m> —— N(0,%).

Remarques : On pourra écrire ainsi une sorte de développement limité des moyennes empiriques

de vecteurs i.i.d. sous la forme
Sh 1
— ~m+ —=G

n vn

ol G est un vecteur gaussien de loi A'(0, ).

3.4 Carrés de gaussiennes

Nous allons introduire quelques lois apparaissant fréquemment en présence de carrés de gaus-
siennes et qui nous seront trés utiles pour les chapitres de statistique suivants.
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3.4.1 Les lois gamma
Définition 3.4.1 Soient a,b > 0. La loi 7y, est la loi sur R de densité
c(a,b) exp(—ax)z® 11,5 0dx

ot c(a,b) est tel que [, c(a,b) exp(—ax)z’~ldx =1, i.e.

o(a,b) = ( /O h exp(—am)xbldx>

Les lois gamma forment une classe assez importante de lois. En particulier, cette classe contient
les lois exponentielles. En effet, la loi 74,1 n’est autre que la loi exponentielle de paramétre a.
Nous pouvons calculer la transformée de Laplace d’une loi 7 p.

-1

Proposition 3.4.2 Soient a,b > 0 et X, une variable aléatoire de loi v, p. Pour tout t > 0,

a+t

b
E (exp(—tX,p)) = ( a4 ) .
Preuve : Nous allons faire la démonstration, qui est simple. Soit ¢ > 0. Nous avons par définition de vq,p,
E (exp(—tXap)) = c(a,b) /00 exp(—ax)z" ! exp(—tx)dz
0
= ¢(a,b) /OO exp(—(a + t)z)z" 'dz.
0

Nous faisons le changement de variables = ;27 u. 1l vient

E (exp(—tXap)) = (a j_ t) ' c(a,b) /0OC exp(—au)u’du

b
_ a
o (a+t> ’
O

Le calcul de cette transformée de Laplace nous permet d’obtenir une propriété de somme des lois
gamma qui rend leur usage particuliérement pratique. On admet que la transformée de Laplace
jouit des mémes propriétés que la transformée de Fourier.

Proposition 3.4.3 Soit a,b,b' > 0 et soient X, et Xqp deux variables aléatoires indépen-
dantes de lois respectives Yo €t Yo, La variable aléatoire

Y = Xa,b + Xa,b’

suit alors une loi vg ptpr -

Preuve : Nous allons calculer la transformée de Laplace de Y. Soit donc ¢ > 0. Nous avons par indépen-
dance de X, et X, pr

E (exp(—tY)) = E (exp(—t(Xap+ Xap))
= E(exp(—tXap)exp(—tXayr))
= E(exp(—tXa))E(exp(—tXap)) -

b b
a a
(:5) (%)
B a b+b’
- a+t )

La transformée de Laplace de Y est donc celle d’'une loi <, p+5. Comme les tranformées de Laplace

D’aprés la proposition 3.4.2, nous obtenons donc

E (exp(—tY))

caractérisent les lois, Y suit une loi v4 p4p. O
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3.4.2 Carrés de gaussiennes - Lois du chi-deux

Les lois gamma vont nous étre utiles en présence de carrés ou de somme de carrés de gaussiennes.
Nous commengons par une proposition simple.

Proposition 3.4.4 Soit X une variable aléatoire gaussienne centrée réduite. La loi de X? est
Vi1 loi appelée aussi loi du chi-deux G un degré de liberté et notée x*(1).

Preuve : Soit f une fonction continue et bornée. Posons Y = X2. On a

=

“+oo .’L‘2
B0 =E((XY) = @nb [ e G

—o00
2

_1 [T 9 T
= 2(2m)" 2 / f(z )exp(f?)dx.
0
On fait le changement de variables x = u? de sorte que

L (e u 1
E(f(Y)) = (2m) "} / Fw)exp(~2)u” Fdu,

La variable aléatoire Y a donc pour densité

N[=

(2m) exp(—%)u_% lysodu

et suit bien une loi v1 1. O

L3202 R . , .
Grace a la Proposition 3.4.3 nous allons connaitre la loi de la somme de n carrés de gaussiennes
indépendantes.

Proposition 3.4.5 Soient X1,..., X, n v.a. gaussiennes centrées réduites indépendantes. La

v.a.
V=X{+..+X]

suit la loi Vi, loi appelée loi du chi-deux a n degrés de liberté et notée x2(n).

Preuve : Puisque X? suit une loi 71,1 pour tout 1 <4 < n par la proposition 3.4.4, et comme les variables

X%, ..., X2 sont indépendantes, on peut appliquer la proposition 3.4.3 & n — 1 reprises pour obtenir que
Y suit une loi Vi |
On admet le lemme suivant :

Lemme 3.4.6 On appelle matrice de projection orthogonale toute matrice A € M, (R) telle que
(AT désignant la transposée de A)

AT = A et A? = A,
Soit A = [a, ;| une matrice de projection orthogonale. On a alors :
1. le rang de A est rg(A) =31 ai;
2. il existe une matrice orthogonale P € M, (R), c’est-a-dire tel que P est inversible et PT =

P~ pour laquelle
A A |
A=P ( 0 0 P.

En outre, r est le rang de A.

Nous terminons par un théoréme important en statistique qui nous donne un critére pour
reconnnaitre une lois du chi-deux. On rappelle qu'un vecteur gaussien centré réduit est un vecteur
gaussien d’espérance le vecteur nul et de matrice de covariance la matrice identité, i.e. un vecteur
aléatoire dont les coordonnées sont des v.a.i.i.d. de loi N(0,1).
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Proposition 3.4.7 Soit X = (X1, ..., X,,)T un vecteur gaussien centré réduit (le symbole de trans-
position T signifie qu’on le considére comme un vecteur colonne). Soit A € M, (R) une matrice
de projection orthogonale. Alors, la variable aléatoire

Y = qa(X)
suit une loi x(r) ou r = rg(A).
Remarque : Le fait qu’on considére X comme un vecteur colonne permet d’avoir ’équation :
ga(X) = XTAX.

Preuve : Soit donc r = rg(A) et une matrice P associée & A comme dans le lemme précédent. Posons
Z =PX =(Z,..., Z). Par la proposition 3.2.16, Z est un vecteur gaussien d’espérance PE(X) = 0 et de
matrice de covariance

PCov(X)P" = P"P =1d,
ot 'on a utilisé le fait que X est centré réduit et I’identité PT = P~!. Ainsi, le vecteur gaussien Z est
egalement centré réduit et donc 71, ..., Z,, sont n variables aléatoires gaussiennes centrées réduites et i.i.d..
On note par ailleurs que

qA(X)szAX:XTPT( éd"" 8 )PX:ZT< éd’” 8 )Z

et par conséquent,
Y =27 +..+ Z2.
Comme 71, ..., Z, sont gaussiennes centrées réduites et i.i.d.,on peut affirmer d’aprés la proposition 3.4.5
que Y suit la loi x*(r). O
L’exercice suivant étend ce résultat au cas ou X n’est pas centré réduit.

Exercice 3.4.1 Soit X = (Xi,..., X,,)T un vecteur gaussien d’espérance nulle et de matrice de
covariance C (le symbole de transposition T signifie qu’on le considére comme un vecteur colonne).
On admet D'existence d'une matrice symétrique M telle que C' = M?2.

a) Montrer que la loi de X est celle de MY, ou Y est un vecteur gaussien de R™ centré réduit
(considéré comme un vecteur colonne).

b) Montrer que la loi de X7 + -+ + X2 est une loi du chi-deux & r degrés de liberté, ott r est le
rang de C.

Indication : Montrer que X2 +---+ X2 = XTX. Lav.a. X? +--- 4+ X2 a donc la méme loi que Z7CZ,
puis établir ZTCZ = qc(2).

3.4.3 Lois de Student
Introduisons encore une nouvelle loi, qui apparait aussi souvent en statistiques.

Définition 3.4.8 Soit X une v.a. de loi normale centrée réduite et soit Y une v.a. indépendante
de X suivant une loi x*(n). Alors, la v.a.

suit une lot de densité sur R

ot

+oo 2\ — n;rl
Cn = </ (1 + a:) dx)
o n

Cette loi est appelée loi de Student de paramétre n.
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Chapitre 4

Statistiques

Introduction : probléme fondamental de la Statistique

Nous cherchons & étudier le caractére aléatoire de n expériences fournissant les résultats chif-
frés x1,..,x,. Dans tout ce chapitre, nous nous placerons dans le cas ol ces n expériences sont
réalisées a l'identique et indépendamment les unes des autres. Nous faisons donc ’hypothése que
les résultats x1,.., 2z, (on appelle aussi (x1,...,2,) une observation) proviennent de n variables
aléatoires X1, ..., X,, i.i.d.. La famille (X7, ..., X,,) est appelée un n-échantillon et la loi commune
des X; est notée L£(X). L’aléa lié a notre expérience est tel que

X1 =, ,Xn = Tp-

Dans ce qui suit, nous tacherons de désigner les variables aléatoires par des majuscules et les
résultats des expériences par des minuscules pour bien distinguer ce qui est aléatoire de ce qui ne
Iest pas.

Le probléme fondamental de la Statistique est de déterminer la loi commune des X; supposée
inconnue & partir des résultats (x1,..,2,). Il s’agit donc du probléme inverse de la théorie des
probabilités dont l’objet est I’étude des propriétés de variables aléatoires de lois données. Ce
probléme est dit “mal posé” dans le sens ou il est illusoire d’espérer obtenir une réponse exacte.
Autrement dit, les valeurs 1, ..., x,, peuvent trés bien étre les mémes avec des lois différentes pour
X1, ..., X, (regarder par exemple le cas de variables de Bernoulli). Ainsi, le statisticien ne donnera
pas de réponse absolue; il cherchera & déterminer une réponse approchée “la plus probable” selon
des critéres définis a ’avance.

4.1 Modéles & paramétres

4.1.1 Définition

Pour obtenir des résultats précis et intéressants, nous faisons un certain nombre d’hypothéses
liées a I’expérience effectuée sur la loi commune £(X) des variables X7, ..., X,, de ’échantillon. Nous
restreindrons notre étude a la statistique paramétrique. Dans cette approche les différentes
lois considérées possibles a priori pour les variables X; sont les Py, 6 € ©, ou {Py/0 € O} est un
ensemble de lois de probabilités sur R :

L(X)€e{Py; 0 €O}

Définition 4.1.1 (Modéle a paramétre) Un modele a parametre (ou modéle paramétrique) est
un ensemble {Pg/0 € ©} de lois de probabilités sur R.

Le statisticien cherche alors a determiner le paramétre € © inconnu pour lequel £(X) = Py.
L’inconnue n’est plus une probabilité, c’est un élément de ©, ce qui est bien stir beaucoup plus
maniable quand © est un ensemble assez simple comme une partie de R"™.
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4.1.2 Exemples de modéles paramétriques
Le modéle de Bernoulli

Lorsque 'expérience admet deux résultats possible uniquement, que nous noterons simplement
0 et 1, le modéle paramétrique a utiliser est le modéle de Bernoulli. L'hypothése a faire est que

L(X)e{B(p); 0<p<1},
ot B(p) désigne une loi de Bernoulli de parameétre p. L’ensemble des paramétres est donc © =
[0,1] C R. Pour déterminer £(X), il s’agit donc de déterminer p.

Le modéle gaussien

Un des modéles statistiques les plus importants est le modéle gaussien. On suppose en général
inconnues ’espérance et la variance des variables X;. Autrement dit

L(X) € {N(m,0%); m R, o >0}
L’ensemble des paramétres est © = R x R, C R2. La famille (X1, ..., X,,) est appelée échantillon
gaussien
Autres modéles

Il existe bien str un trés grand nombre de modéles. On peut distinguer en particulier les
modéles discrets ou la loi est supposée étre une loi discréte (par exemple une loi de Bernoulli B(p),
0 < p < 1, de Poisson P(#), # > 0 ...) et les modéles & densité ou la loi de X est suppposée
avoir une densité de la forme fp(z) ot § € © est un paramétre inconnu (par exemple une loi v, s,
a,b > 0, une loi normale N'(m,0?), m € R, o >0 ...).

4.2 Estimateurs

4.2.1 Estimateur du maximum de vraisemblance
Cas discret

Supposons que (X7i, ..., X;,) soit un n-échantillon tel que la loi commune £(X) de Xy, ..., X,
soit une loi discréte. Autrement dit X ne prend qu’un nombre fini de valeurs dans un ensemble FE.
Supposons également que nous disposions d’un modeéle paramétrique {Py/0 € O} tel que

L(X)e{Py; 00O}

La probabilité d’obtenir une observation (z1,...,2,) dépend du parameétre § du modéle. Elle est
égale a

P((Xl,,Xn) = (1‘17...,1‘”)) = P(Xl :xl,...,Xn :.T,‘n)
= P(X; =x)..P(X, = x,) par indépendance

On définit donc la vraisemblance du modéle comme la fonction des variables 0, x4, ..., z,, définie
par

ln(z1, .y Tp, 0) = HPg(mi),
i=1
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pour tous 6§ € O, xq,...,z, € E. La log-vraisemblance du modéle est quant a elle définie par
Ly(x1, .., 2p,0) =logl,(x1, ..., 2y,0) = Zlong(Jci).
i=1

On pose log(0) = —o0, de sorte que la log-vraisemblance peut valoir —oo si un des Py(z;) vaut 0.
Si nous disposons d’une observation (z1, ..., Z,), la méthode du maximum de vraisemblance
consiste & rechercher le paramétre 6 pour lequel la vraisemblance est la plus élevée, c’est-a-dire
pour lequel l'observation est la plus vraisemblable. En général, sous de bonnes conditions, il existe
0, = 0, (x1,...,x,) tel que

ln(1, ooy Ty On) = reneae))( ln(21,eeey T,y 0).

Le paramétre 6,, est alors un estimateur appelée estimateur du maximum de vraisemblance.
Remarquons qu’on a aussi

Ly(z1, .y p,0n) = rgleaé( Ly(21, .oy, 0).

Cas continu

Supposons a présent que le modéle que nous considérons soit continu. La loi de X est supposée
avoir pour densité fy, (z)dz ot §y € ©. Si on regarde un n-échantillon (X1, ..., X,,), la vraisemblance
est définie comme la fonction des variables x1, ..., z,, et 6 définie par

n

In(21, 00y, 0) = [ [ fo(zi), 0 €0,

=1

tandis que la log-vraisemblance est définie par

Lﬂ('rlv "'axnve) = Zlog f@(mi)
=1

L’estimateur du maximum de vraisemblance est alors défini par

ln(1, ey Ty Or) = g.lea@Xln(xl’ ooy Ty, 0).

Sous de bonnes conditions, cet estimateur est convergent.

4.2.2 Estimateurs sans biais, estimateurs convergents

La méthode du maximum de vraissemblance est la méthode la plus naturelle pour estimer
0 € © a partir de n observations, mais son utilisation suppose deux choses :

— Va € E™, la fonction 6 — (1, ..., Ty, 0) admet un maximum en un unique ponit de ©

— on sait calculer ce maximum

Ce n’est pas toujours le cas. Aussi, on a va s’interesser a des estimateurs qui permettent pas
d’identifier 6 directement, mais qui donnent une approximation d’une certaine fonction Y de 6.
Considérons un n-échantillon (X7, .., X,;). La loi commune des X; est toujours notée L£(X).

Supposons que nous ayons choisi un modeéle paramétrique pour la loi £(X). Il existe un en-
semble O et une famille de lois Py, 6 € O, telle que

L(X) e {Py: 6O}

Nous cherchons a estimer le paramétre 0 inconnu tel que £(X) = Py ou plus généralement une
fonction de la forme Y (0) dépendant de 0, c’est-a-dire en fait de la loi £(X). Supposons avoir
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choisi un estimateur Y, ¢’est & dire une fonction Y, : R"™ — R telle que la v.a. Y,,(X1,...,X,) est
censée nous donner une valeur approchée de Y (). Si notre expérience nous a fourni les résultats

Xl =T, 7Xn = Tnp,

la valeur ¥ = Y, (x1, ..., x,) sera la valeur choisie pour approcher (ou estimer) l'inconnue Y (0).

Il s’agit ensuite d’étudier la qualité de cette estimation. La valeur y est aléatoire, elle dépend des
résultats de notre expérience. Une propriété souhaitable est qu’en moyenne, elle soit égale a Y ().
C’est ce qui nous améne & donner la définition suivante :

Définition 4.2.1 (Estimateur sans biais) Soit {Py/0 € ©} un modeéle & paramétre, i.e. un
ensemble de lois de probabilités sur R. Soit Y : © — R. Soit, pour tout n > 1, Y, : R" — R.

On dit que (Yy,) est une suite d’estimateurs sans biais pour Y (ou de Y') si pour tout 6 € ©,
pour toute suite (X;)i>1 de v.a.i.i.d. de loi Py,

Vn > 1,E(Yn (X1, ..., X,)) = Y(0).

Notons que cette relation doit étre vraie quel que soit le paramétre # dont nous ne connaissons
pas la valeur a priori.
Considérons a présent une suite infinie de variables aléatoires i.i.d. X,,, n > 1, de loi commmune

L(X)e{Py; 00O}

Supposons que nous cherchions a estimer une quantité Y (f) et que nous disposions pour cela
d’une suite d’estimateurs (Y;,),, > 1, de telle sorte que Y;, soit un estimateur associé a I’échantillon
(X1,...,X,) pour tout n > 1. Il est trés souhaitable que notre suite d’estimateurs se rapproche de
Y (0) quand n augmente, d’autant plus que le théoréme fondamental de la statistique affirme que
cela est possible.C’est ce qui nous améne & donner la définition suivante :

Définition 4.2.2 (Suite convergente d’estimateurs) Soit {Py/0 € ©} un modele & para-
meétre, i.e. un ensemble de lois de probabilités sur R. Soit Y : © — R. Soit, pour tout n > 1,
Y, : R = R. On dit que (Y,) est une suite convergente d’estimateurs pour Y (ou de Y) si
pour tout 6 € ©, pour toute suite (X;);>1 de v.a.i.i.d. de loi Py,
Yo(X1,...,Xn) —— Y(0)
n—oo

Il sera trés judicieux de choisir des estimateurs sans biais et convergents.

Un probléme important est de mesurer la “qualité” d’un estimateur et de pouvoir alors comparer

deux estimateurs. Il n’y a pas de maniére simple et absolue de le faire. Nous pouvons cependant in-
troduire un concept appelé “risque quadratique”. Supposons disposer d’un échantillon (X7, ..., X,,)
tel que L(X) € {Py; 0 € O}.
Définition 4.2.3 (Risque quadratique d’une suite d’estimateurs) Soit {Py/0 € ©} un mo-
déle a paramétre, i.e. un ensemble de lois de probabilités sur R. Soit Y : © — R. Soit, pour tout
n>1,Y, : R®" — R. Pour tout n > 1, on définit le risque quadratique de [’estimateur Y,, de
Y comme la fonction R, définie sur © par

Rn(0) =B ((Ya(X1,...,X,) = Y(6))?)
pour (X;)i>1 v.a.i.i.d. de loi Py.

Remarques :
- Lorsque les estimateurs sont sans biais, pour tout € ©, on a

R, (0) = Var(Y, (X1, ..., X,))

pour (X;);>1 v.a.iid. de loi Py.

- Intuitivement, plus le risque quadratique est faible, plus I’estimateur est proche de la quantité
qu’il estime. Il sera donc préférable de choisir des estimateurs au risque quadratique le plus faible
possible.

- Le risque quadratique donne aussi un ordre de grandeur de 1’écart entre Y, (X1,...,X,) et Y(6)
(voir la remarque (4.2.6)).
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4.2.3 Estimateurs de ’espérance et de la variance

Soit (X1, ..., X;,) un n-échantillon. Il est trés classique de devoir estimer 'espérance et la va-
riance de X. Dans un modéle de Bernoulli par exemple, I'espérance caractérise la loi. Dans un
modéle gaussien, ’espérance et la variance caractérisent la loi.

Définition 4.2.4 (Estimateur pour ’espérance) Soit {Py/0 € O} un modéle & parametre,
i.e. un ensemble de lois de probabilités sur R. On suppose que pour tout 0 € © toute v.a. de loi
Py est integrable, d’espérance notée Eg(X). SoitY : © = R, 6 — Ey(X). Soit, pour tout n > 1,
M, :R" =R, z+— 157" .

Alors (M,,) est une suite convergente et sans biais d’estimateurs pour Y.

Preuve : Soit 6 € O, soit X; une suite de v.a.i.i.d. de loi P;heta.
Soit n > 1.

1 n
E(Mp(X1,...,Xn)) = — E(X;) = Eo(X).
(M (X2 )= 5 LX) = Es(X)
Donc les estimateurs sont sans biais, le caractére convergent est donné par la LGN. [

Proposition 4.2.5 Soit {Py/0 € ©} un modeéle a paramétre, i.e. un ensemble de lois de pro-
babilités sur R. On suppose que pour tout § € © toute v.a. de loi Py est de carré integrable,
d’espérance notée Eo(X) et de variance notée Vy(X). Alors pour tout n > 1, le risque quadratique
de lestimateur M, de l’esperance est donné par la formule :

Vo (X
V0 € ©,R,(0) = o(X)
n
Remarque 4.2.6 On en déduit que si, & la suite de n observations &1, . .., xn, on assimile M, (x1,. ..

a lespérance des X, lerreur commise est en moyenne de l'ordre de 7=, ot o2 est la variance des
X;.

Preuve : Soit 6 € O, soit X; une suite de v.a.i.i.d. de loi Py.
Soit n > 1.

VQ(X) .

E((Mn (X1, ..., Xn) — Eg(X))?) = % Var(X1 + ... + X») =
O

Définition 4.2.7 (Estimateur pour la variance) Soit {Py/0 € ©} un modéle a paramétre,
i.e. un ensemble de lois de probabilités sur R. On suppose que pour tout 0 € © toute v.a. de loi
Py est de carré integrable, d’espérance notée Eg(X) et de variance notée Vy(X). Soit V. : © —
R, 0 — Vp(X). Soit, pour tout n > 1,

V,:R* — R
l’ﬂ

r o > (@i = My (x))?
i=1

Soit V,, = -V

n—1""1"

Alors (V) et (Vy,) sont des suites convergentes d’estimateurs pour V, et (V,,) est sans biais.

Preuve : Soit 0 € O, soit X; une suite de v.a.i.i.d. de loi P;heta.
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Soit n > 1. Notons que

<l
3

[

\
7
2%
o
><
<
_l’_
S

La loi des grands nombres nous dit que

et que

7ZX — E(X).

Par conséquent,
Vo, —— E(X?) - E(X)* = Var(X).

n—oo

L’estimateur V, est donc un estimateur convergent de la variance donc V, aussi (car lim-"5 = 1).

Calculons I’espérance de V,,

wa - (5)-35((54))
= fZE —12 Z E(X;X;)

n

B E R DI C SR S )

1<i,j<n, i#j i=1

En utilisant le caractére i.i.d. des variables X;, on obtient

E(V,) = %m&(x% - %n(n —1)E(X)? — %nE(X2)
= ol gx?) - E(x)?)
= n; L Var(X).

Donc V,, est sans biais. O
L’estimateur V,, n’est donc pas un estimateur sans biais de la variance de X. En revanche,

n n n
Vn:n—l EZ:X — M) n—lz:Xi2 n—l <ZX>

=1

est bien un estimateur sans biais et convergent de la variance. C’est cet estimateur qui est géné-
ralement utilisé. Néanmoins, lorsque n est trés élevé, il est trés proche de V,,.

4.3 Intervalles de confiance non asymptotiques

4.3.1 Définitions

Nous disposons d’un n échantillon (X7, ..., X,) et d’'un modéle paramétrique de telle sorte
que L(X) € {Pg ; 6 € ©}. Nous cherchons des renseignements sur une fonction de la forme
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Y (#) a partir d’une observation (z1,...,2,). Plus précisément, nous cherchons une région (nous
nous restreindrons ici & un intervalle) déterminée a partir de (z1,...,z,) a laquelle appartient
“vraisemblablement” Y (9).

Définition 4.3.1 Soit Y une fonction de © vers R. soit, pour n > 1, a,, et b, des fonctions de
R™ vers R. Soit 0 < av < 1.
- On dit que [an,by] est un intervalle de confiance de niveau 1 — «v si et seulement si pour tout
€O,

Plan(X1,...,Xn) <Y(0) <bp(X1,...,Xpn))=1—«

pour Xq,...,X, v.a.i.i.d. de loi Py.
- On dit que [an,by] est un intervalle de confiance par excés de niveau 1 — « si et seulement si
pour tout 6 € O,

Plan(X1,...,X,) <Y(0) <b,(X1,..., X)) > 1 -«

pour Xi,...,X, v.a.i.i.d. de loi Py.

Remarque : Si [a,, b,] est un intervalle de confiance (respectivement par excés) au niveau
1 — a, et Py la loi des X;, alors

P(Y(0) & [an(X1,...,X0n),bn(X1,...,X,)]) = « (respectivement < «).

En pratique, si on dispose d’un estimateur Y,, de Y (6) et on cherche un intervalle de confiance de
niveau 1 — « de la forme [Y,, —¢,Y,, +¢]. Supposons avoir construit un tel intervalle. Si par exemple
a = 0.05, la probabilité que le paramétre recherché soit dans l'intervalle construit [V, —¢,Y,, + €]
est de 95%, soit une probabilité trés proche de 1. Etant donnée une observation (z1, ..., 2, ), nous
dirons qu’au niveau de confiance 95%, Y (6) vaut Y, (x1,...,2,) £ e.

Pour déterminer des intervalles de confiance, nous aurons trés souvent besoin de la notion de
quantile d’une loi.

Définition 4.3.2 Soit X une variable aléatoire de loi L et soit 0 < § < 1. On apelle quantile de
nweau (ou d’ordre) B de L un réel ag tel que

P(X < ag) = ﬁ

Remarque : Pour trouver un quantile d’ordre (3, si F' est la fonction de répartition de X, il
faut trouver ag tel que
F(ag) = 5.
Il s’agit donc quand cela est possible d’inverser F' et de prendre ag = F~'(3). Nous pourrons
toujours le faire lorsque X admet une densité continue strictement positive sur R.

4.3.2 Exemple : le modéle de Bernouilli
Soit, pour 6 € © =]0, 1], Py la loi de Bernouilli de paramétre 6.

Proposition 4.3.3 Soit 6 €]0,1[. Soit X1,..., X, une famille de v.a.i.i.d. de loi Py. Alors pour
tout € > 0,

1 & 1
P(’n§Xi_9| 22) <

Preuve : Soit € > 0. On a

n n

P(‘% iXi — 9{ > 5) = P(! ZX,' — 0‘ > nz—:) < n21€2 Var (ZXZ) par Chebichef
i=1

=1 =1

1
n2e?

0(1—6)

1 n
donc par indep. des X;, P(}; ZXi — 9} > 5) < —
i=1

Z Var(X;) =

Or le maximum de la fonction 6 — 6(1 — ) sur [0, 1] est 1/4, d’ou le résultat. O
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Corollaire 4.3.4 Pour tout o €]0,1[, pour tout n > 1, en prenant € > 0 tel que o = ﬁ, les
fonctions de R™ vers R an(z) = 237" @, — ¢ et bp(x) = 230 | @; + ¢ définissent un intervalle
de confiance par excés [an,by] de niveau 1 — v pour estimer 6 dans le modéle paramétrique de
Bernouilli.

Exercice 4.3.1 On considére un sondage dans lequel deux réponses sont possibles, “oui” et “non”.
)

Combien faut-il interroger de personnes pour avoir une estimation a 3% prés du pourcentage de

gens en faveur de “oui”, et ce au moins 19 fois sur 20.

Solution : Soit 6 €]0, 1] la proportion de la population totale favorable au “oui”. Quand on interroge
n personnes prises au hasard, indépendement, comme c’est le cas dans les sondages, en notant 1
lorsque la réponse est “oui” et 0 lorsque la réponse est “non”, on observe n v.a.ii.d. de loi B(6).

On sait, par ce qui précéde, que si x1, ..., T, sont les réponses successives, on a, pour tout € > 0,
1 — 1 —
P(— T, —e<f< -~ r;,+e)>1— .
(n 21 ! - T n Zl ! )= 4ne?
i= i=

4
On veut n tel que pour & = 0,03, 5 > 4. Tl faut donc n > 10",

4.3.3 Exemple : le modéle gaussien

Considérons un échantillon gaussien (X1, ..., X,;) Autrement dit Xy, ..., X,, sont des variables
aléatoires i.i.d. de loi N'(m,0?), ot m € Ret o > 0.

Reésultats préliminaires

Nous avons des résultats trés précis sur les estimateurs M, et V,, introduits plus hauts.

Proposition 4.3.5 Supposons que (X1, ..., X,,) soit un n-échantillon gaussien avec L(X) = N (m,o?),

m € R, 0 > 0. Soient
1 n
M, = — X;

et
Vi, =

n—14

1 n
Z(Xi - Mn)2~
1=1

(1) M,, suit une loi N'(m, %2)

[oa

(2) 5V, suit une loi x*(n — 1) (loi du chi-deux & n — 1 degrés de liberté = loi 7%7%).
(3) M, et V,, sont indépendantes.
(4) \/ﬁ% suit une loi t,—1 (loi de Student a n — 1 degrés de liberté).

Remarque 4.3.6 On rappelle que pour tout k € N*, la loi de Student o k degrés de liberté est la

loi de densité
1 dt
Ch—%37 wec cx = [ ———57-
t2 2 R +2 2
(1 + f) (1 + ?)

Preuve :
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1. Notons déja que le vecteur X = (X1, ..., X,) est un vecteur gaussien de loi N'((m,...,m),oId)
d’aprés un théoréme du chapitre précédent. Par conséquent, la v.a. M,, comme combinaison linéaire
de X1, ..., X,, suit une loi normale. En outre, E(M,,) = m (M, est sans biais) et puisque X1, ..., X,
sont indépendantes,

Var(M,) = %Var(Xl ..+ X, = inc72 =7,
n n n

Ainsi, M,, suit une loi N'(m, %) et (1) est démontré.
X;—m
o

. Pour tout 1 <4 < n, notons Y; =

indépendantes. Notons que
n—1 "X — Mo\
V., = _—

n n 2
- £6-18)
=1

i=1 i=

- iy,hi(in) . (4.1)

i=1

, de sorte que Y1, ..., Y, sont n gaussiennes centrées réduites

Un petit peu de calcul matriciel et 'introduction d’une forme quadratique nous permettra d’y voir
plus clair dans cette formule. Posons Z = (1, ..., l)T (le symbole T est mis pour la transposition, de
sorte que Z est une matrice & n lignes et 1 colonne). Soit A = Id — %ZZT, dont on notera les coef.
aij. ZZ" est la matrice carré de taille n dont tous les coef. valent 1 :

1 ... 1

ZZT = . . .

1 ... 1
donc A est la matrice carré de taille n de termes diagonaux égaux a 1 —% et de termes non diagonaux
égaux a —%. La forme quadratique ga associée & A est donc donnée par la formule : Vo € R",

galx) = D aiw;
i

n n
2 1
= E r; — — E TiTj
© n
=1

ig=1
n n
Z 2 1 Z 2
= Tr; — — ZX; .
° e
=1 =1

En combinant les équations (4.1) et (4.2), on a 2V, = qa(Y1,...,Yy).
D’autre part, on a donc AT = A et

A = (Id - lZZT> <Id — %ZZT)
n n

= 1d-2277+ %ZZTZZT.
n n

Or Z" Z est la matrice a 1 ligne et 1 colonne de coef 1 + ... + 1 = n. Donc
2 1, 7
A"=1d— -7 7Z = A.
n
Donc d’aprés la derniére proposition du chapitre Vecteurs Gaussiens, "U—_zl n=qa(Y1,...,Y,) suit

une loi x*(r) ot r = >0  aii=n—1.

Ainsi, %Vn suit une loi du chi-deux a n — 1 degrés de liberté, ce qui prouve (2).
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3.

O

Intéressons-nous & présent a la propriété (3). Posons G; = X; — M, pour tout ¢ compris entre 1 et

n. En particulier,
I 0
Vo= p— Zl Gji.

Pour montrer que M, est indépendant de V,,, il suffit par conséquent de montrer que M, est
indépendant du vecteur G = (G4, ..., Gn). Or, le vecteur aléatoire de R™ ™ (M,,G1,...,Gy) est
gaussien. D’aprés le chapitre Vecteurs Gaussiens, il suffit donc de montrer que Cov(M,,G;) = 0
pour tout 1 <i < n. Or

COV(]\Jn7 Gl) - (Mn7 X Mn)
= Cov( X;) — Var(My)
2
o
= - ZCOV(Xj,Xi) -
j=1
1 o’
= —Var(X;) —
" ar(X;)
= 0.
Ainsi, (3) est démontrée.
Pour montrer (4), on note que
Mn _ My—m
yatlnom VT
VVn ar (5 V)
Or d’apreés (1),
M o1t
L= \/HT’" ' N(0,1)
et d’apres (2),
K — lO’L ( 1)
En outre, d’aprés (3), L et K sont indépendanteb. Par définition
L My, —m
=/n—
E TV

suit donc une loi de Student a n — 1 degrés de liberté.

Intervalle de confiance pour m lorsque o est connu

Nous supposons dans un premier temps connue la variance o2 de X alors que l’espérance
m est inconnue. On travaille donc avec le modéle paramétrique {N'(m,o?)/m € R}. Soit Y,, =

/Ay —m)

—m) D’ apreés la proposition 4.3.5, (1),
L(Y,) =N(0,1).

Fixons un niveau de confiance 0 < o < 1. Soit @ = a; 2 un quantile de niveau 1 — § de N'(0,1).

Nous

avons donc
«o

PNO.D)<a)=1-73.

De plus

P (N(0,1) > a) =

|2

et par symmétrie de la loi normale,

P(N(0, )] <a) = 1-P(N(0,1) >a) =P (N(0,1) < —a)
= 1-2P(N(0,1) > a)

= 1—oqa.
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Donc, nous avons également

IN

P (Y, <a)=P (—a

ce que nous pouvons écrire
o
Vn

On a donc montré la proposition suivante.

P<Mn—a SmSMn—FaG):l—a.

N

Proposition 4.3.7 En prenant a le quantile de niveau 1 — 5 de N(0,1), les fonctions de R™ vers
R an(z) = 30 @ — aﬁ et by(x) = 250 @ + a% définissent un intervalle de confiance

[an,by] de niveau 1 — o pour estimer m dans le modéle paramétrique {N (m,o?)/m € R}.

Intervalle de confiance pour m lorsque o est inconnu

Abordons a présent le cas plus réaliste ol 'écart-type o est inconnu. On travaille donc avec le
modeéle paramétrique {N'(m,o?)/m € R, > 0}. Soient M,, et V,, respectivement I'estimateur de
Pespérance et de la variance de X introduits précédemment. D’aprés la proposition 4.3.5, (4),

M. —
loi (\/M> =t,—1 (loi de Student & n — 1 degrés de liberté).
VVn

Fixons un niveau de confiance 0 < o < 1. Soit a = a1—g -1 UN quantile de niveau 1 — § pour la
loi de Student & n — 1 degrés de liberté. Comme précédemment, on montre que

P(|ty_1| <a)=1-a.

P(_G<W<a):1_a

Ainsi,

ce qui donne

NIA
NG

On a donc montré la proposition suivante.

P(Mn—a <m<M,+a n):l—a.

Proposition 4.3.8 En prenant a le quantile de niveau 1—5 de t,—1, my, et v, les fonctions de R™

vers R : my(x) = % S et v, (z) = ﬁ S (@i —my(2))?, Imy, — a\/\/vg,mn + a\/\/vg

intervalle de confiance de niveau 1—a pour estimer m dans le modéle paramétrique {N'(m,o?)/m €
R, > 0}.

| est un

Intervalle de confiance pour ¢ lorsque m est inconnu

On travaille encore avec le modéle paramétrique {N'(m,0?)/m € R,o > 0}. Cherchons a
présent un intervalle de confiance pour 0. D’aprés la proposition 4.3.5, "U—Qan suit une loi x?(n—1)
(loi du chi-deux a n — 1 degrés de liberté). Fixons un niveau de confiance 0 < a < 1. Soient alors
a4 = Qq,n €t b= by, deux réels positifs avec a < b (on autorise le cas b = +00) tels que

Pla<x*n—-1)<b)=1-a.

On a alors

—1
P(ag” _ Vn§b>1o¢.
g

P(WSOQSWL;)‘/;I):l—a.

On a donc montré la proposition suivante.
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Proposition 4.3.9 En prenant a < b < oo tels que
P(aﬁxQ(n—l)gb)zl—a,
(n—1)v, (nfl)vn]
a

vy, la fonction de R™ vers R définie a la proposition (4.8.8), [*——=, est un intervalle de
confiance de niveau 1 —a pour estimer o® dans le modéle paramétrique {N(m,o?)/m € R0 > 0}.

Remarque : Si b = 400, ce qui signifie que P (XQ(n -1)> a) =1 — «, l'intervalle

P}nn%}

a

est un un intervalle de confiance de niveau 1 — a pour o2.

Région de confiance pour le couple (02, m)

On travaille encore avec le modéle paramétrique {N'(m,o?)/m € R,0% > 0}. On dispose d'un
n-échantillon X7,. .., X,, de v.a.i.i.d. de loi gaussienne A/(m, 0?). On voudrait maintenant trouver
une région de R x Rt ot se trouve “vraissemblablement” (02, m). Plus précisement, étant donné
a €]0, 1] fixé, on voudrait trouver une partie de A de R x R (la plus petite possible, sinon ga n’a
pas d’interét) telle que la probabilité que (o2, m) se trouve dans A soit égale 4 1 — a.

Définition 4.3.10 Soit d > 1 et © une partie de R?. Soit a €]0,1[. Soit {Py/0 € O} un modéle
paramétrique. Une suite de fonctions (An)n>1 tels que pour tout n

A, R" = P(O) (ensemble des parties de ©)

est une suite de régions de confiance de niveau 1 — « pour 0 si pour tout n, pour tout 6 € ©, pour
tout X1,...,X, v.a.i.i.d. de loi Py,

P(0 € Ap(X1,.... X)) =1—a.

Choisissons 3,7 €]0, 1] tels que 1 — a = (1 — §)(1 — 7).
Soit ¢ un quantile de niveau 1 — g de N(0,1).
Soit a < b < 400 tels que
P(a§X2(n71) §b) =1-—7.

On sait tout d’abord que

P<Mn—c\/\;§§m§Mn+c\/\;§>:1—ﬁ. (4.2)

Soit, pour A € R et 7 > 0, C;\FT et C, . les courbes d’équations d’equations respectives y =

A+ 7z et y = XA — 7/x pour x € [0,+00[. On remarque que CIT est située au dessus de C; .

L’equation (4.2) nous dit que la probabilité que (o>

+ —
courbes C7, . etC,, . vautl-—a.
Mn,ﬁ Mm\ﬁ

n

,m) soit dans le domaine situé entre les deux

Par ailleurs, on a

—1
P<a§”02 vngb)—17.

Don WY, WV,
P(W—b)n§02§(7”‘—)n):1_% (4.3)
a
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2

(n—1)V,, (n—=1)V,,
b et a

i.e. la probabilité que (¢, m) aie son abscisse entre vaut 1 — 1.

En combinant les équations (4.2) et (4.3), et par indépendance de V,, et de M, (proposition
4.3.5),

1:)(_C<\/H(Mn—m)<ceta<TLU_21V,1<IJ>:(1—/6’)(1—7):1—@7

Vo?

i.e. la probabilité que (o2

,m) soit dans le domaine situé entre les deux courbes C]CI . et
"o n

(n_;)v" et (”_;)V” vaut 1 — .

Cys _c et aie son abscisse entre
v

On a donc montré la proposition suivante.

Proposition 4.3.11 Soit, pour n > 1, A, : R" — P(RT x R) qui @ * € R" associe le domaine

de RT x R situé entre les courbes C; (), €t C. (), = et délimité par les droites verticales
n )ﬁ n )ﬁ

d’abscisses (n_ly"(m) et (n_ly}”(m). Alors (A,) est une suite de régions de confiance de niveau
1 — « pour (6, m) dans le modéle {N (m,o?)/m € R, o2 > 0}.

4.4 Intervalles de confiance asymptotiques

4.4.1 Deéfinition

Les cas des modéles de Bernouilli et gaussiens sont trés particuliers. En général, on ne posséde
pas de renseignements aussi précis sur la loi des estimateurs. En revanche, lorsque le nombre
d’observations est trés grand, on sait souvent que les lois des estimateurs sont proches de lois
connues et souvent des lois gaussiennes par le théoréme central limite. C’est ce principe qui est
a la base du concept d’intervalles de confiance aymptotiques. lautre interét des intervalles de
confiance asymptotique est que, méme pour le modéle de bernouilli, il peut donner des résultats
plus précis et plus pratiques a utiliser que ceux que l'on a déja vu lorsque n est grand.

On suppose disposer d’une suite de variables aléatoires i.i.d. X,;,n > 0 avec L(X) € {Py ; 0 € O}.
On cherche a obtenir un intervalle de confiance pour une fonction de 6 notée Y (9).

Définition 4.4.1 Soit 0 < a < 1.

Soit (an), (by) deux suites de fonctions de R™ vers R.

On dit que les intervalles [ay, b, sont des intervalles de confiance asymptotiques de niveau 1 — «
pour'Y si et seulement si pour tout 8 € ©, pour toute suite X,, de v.a.i.i.d. de loi Py,

P (an(X1,..., X)) Y (0) < bp(X1,..., X)) —— 1 — .

Remarque : On pourrait aussi définir les intervalles de confiance asymptotique par excés.

4.4.2 Intervalles de confiance asymptotiques pour 1’espérance - Cas gé-
néral

Considérons une suite de v.a. i.i.d. X,,n > 1 telle que X € L? et X est non constante. Posons
m = E(X) et 02 = Var(X). Nous cherchons des intervalles de confiance asymptotiques pour m a
partir de I'estimateur

et de I'estimateur sans biais de la variance de X donné par V;, = ﬁ S (X — M)
Le théoréme central limite permet d’affirmer que

VM =m) o N(0,1).

o n— o0

40



Nous savons par ailleurs que

V, —— a?.

n—oo

On peut assez facilement en déduire que 'on a aussi :

ﬁ(%_ m) L N(0,1).

Fixons 0 < a < 1. Soit alors a = a;—¢ le quantile d’ordre 1 — § de N(0,1), de sorte que
P(-a<N(0,1)<a)=1-a.

Nous avons donc

On a donc montré la proposition suivante.

Proposition 4.4.2 En prenant a le quantile d’ordre 1 — § de N'(0,1), m,, et vy, les fonctions de

Un

R™ vers R définies a la proposition 4.3.8, [m, — a\/%",mn + a\/ﬁ’] est un intervalle de confiance

asymptotique de niveau 1 — o pour estimer mg ot pour tout 8 € ©, my est l’espérance d’une v.a.
de loi Py.

Lorsque n est grand (en pratique, quand n > 30), nous dirons (en faisant une approximation)
qu’a 100(1 — a)%, m est dans l'intervalle [Mn - a‘/?, M, + ¢

Vi
|-
Exercice 4.4.1 On veut estimer la taille poyenne des hommes adultes dans une polulation. Un
échantillon de 100 individus a donné une moyenne de

1 .
100 Z taille = 175cm,

individus testés

1
% > (taille — 175)% = 49cm?.
individus testés

Donner un intervalle de confiance a 95% pour la taille moyenne de la population.

Solution : Soit c tel que P(—c < N'(0,1) < ¢) = 0,95, i.e.c = 1,96. L'intervalle [175— 22649 175

V100
% “049] convient.

4.4.3 Intervalles de confiance asymptotiques pour ’espérance - Modéle
de Bernouilli

Un cas particulier fréquent est celui des modéles de Bernoulli. On suppose que L(X) €
{B(0) ; 0 < 8 < 1}. On garde les mémes définitions pour M, et V,.
On a la convergence en loi, pour p paramétre de la loi des X,

\/E(Mn - p) loi
St ).

En utilisant le fait que X? = X;, on a V,, = -2= M, (1 — M,,).

n—1 n
On en déduit que l'on a aussi la convergence en loi

\/E(Mn *p) loi N(O 1)
M, (1 — M,) n— e
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Sion fixe 0 < a <1etsia=a;_a estle quantile d’ordre 1 — § de N(0,1), alors

P (v - STETETED o)

n 1—a.
n—oo

Notons que

pour tout 0 < x < 1, si bien que

_ay/My(1 - M,) ay/ M, (1 —M,) _a a
[Mn —\/ﬁ ,Mn+—\/ﬁ ]c {Mn 2\/E’M"+2\/ﬁ

On a donc montré la proposition suivante.

Proposition 4.4.3 En prenant a le quantile d’ordre 1 -5 de N'(0,1) my, la fonction de R™ vers R
définie a la proposition (4.3.8), [m, — ﬁ, my, + ﬁ] est un intervalle de confiance asymptotique
de niveau 1 — o pour estimer 6 dans le modéle paramétrique {B(0) ; 0 < 6 < 1}.

Par exemple, si o = 5%, a = 1,96 et & 95%, on pourra dire que p est dans Uintervalle [p, —
~ 0 98 . . N . .

0\/%8, DPn + f] Si n = 1000, % ~ 3%. L’erreur due a I'estimation est au plus de ’ordre de 3%.
Exercice 4.4.2 Sur le site http ://www.csa-tmo.fr/fra/dataset,/data2003/0pi20030321a.htm, on
peut lire que lors d’un sondage réalisé en France par le CSA pour le journal Le Parisien en mars
2003 que sur 1000 personnes de 18 ans et plus choisies au hasard, 750 ont répondu “non” a la
question “Pensez-vous que 'intervention américaine en Irak est de nature & ramener la paix et la
stabilité dans cette région du monde ?”. Donner un intervalle de confiance a 95% de la proportion
des habitants de la France majeurs qui auraient répondu “oui”. On pourra utiliser le fait que pour
c=1,96, P(—c < N(0,1) < ¢) =0,95.

Exercice 4.4.3 Refaire ’exercice 4.3.1 & la lumiére de ce qu’on vient de faire, et comparer les
réponses. Commenter.

Solution : Soit 6 €]0, 1[ la proportion de la population totale favorable au “oui”. Quand on interroge
n personnes prises au hasard, indépendement, comme c’est le cas dans les sondages, en notant 1
lorsque la réponse est “oui” et 0 lorsque la réponse est “non”, on observe n v.a.ii.d. de loi B(6).
Comme pour ¢ = 1,96, P(—c < N(0,1) < ¢) = 0,95, on sait, par ce qui précéde, que si x1, ..., T,
sont les réponses successives, on a, pour n grand,

1TL
P(E;xi Q\f* < Zxﬂr— ~ 0,95(= 19/20).

On veut donc n assez grand tel que 2\0/5 < 0,03, soit n > 4%(’)?(?; = 1067,1. Il faut donc
n > 1068, ce qui est inférieur & la borne précédente. Cette estimation est plus précise pour de

grandes valeurs de n.

Exercice 4.4.4 Sur le site http ://pollingreport.com/religion.htm, on peut lire que lors d’un
sondage réalisé aux USA en 2003 pour la chaine de télévision nationale FOX News que sur 900
citoyens américains votant choisis au hasard dans les Etats Unis, 639 ont répondu oui a la question
“Croyez-vous personnellement au diable” (aussi impressionnante que soit la proprotion, ce sondage
est trés sérieux). Donner un intervalle de confiance & 95% pour la proportion des citoyen ameéricains
croyant au diable. Avec quelle probabilité peut-on dire que cette proportion est située entre 67%
et 75% 7
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4.5 Tests

Nous nous intéressons a présent aux problémes de tests d’hypothéses.

4.5.1 Formulation

Nous disposons d’un n-échantillon (X, ..., X,,). Les variables aléatoires X7, ..., X,, sont donc
ii.d. de loi commune £(X). Nous supposons avoir un modéle paramétrique de telle sorte que

L(X)e{Py; 00O}

Nous cherchons a tester une hypothése faite a priori sur la loi de X, c’est-a-dire en fait sur 6, a
partir d’'une observation (x1,...,x,). Plus précisément, on fixe un ensemble Oy C O et on veut
“tester” ’hypothése

Hy: 6 €06

contre son alternative

Hl NS @1 = @\@0

Nous voudrions une “régle” qui, en fonction de (1, ..., x,) nous dise d’accepter Hy ou de rejetter
Hy, autrement dit d’accepter Hj.

En général, le probléme sera résolu de la maniére suivante. On fixe un seuil de tolérance 0 <
a < 1 (« est en général petit, par exemple a = 10,5,1%). Soit une fonction Y;, : R™ — R (si
0 € R, Y, est souvent un estimateur de 6) et D,, une fonction de R™ vers I’ensemble des parties de
R. Dans ce cadre, un estimateur sera aussi appelée une statistique. On se propose d’accepter Hy
si Y, (X1,...,X,,) appartient & un sous-ensemble D,,(X7,...,X,,) bien choisi de R (la région de
rejet) et de la rejeter si Y, (X1,...,X,) € D, (X1,...,X,). Pour un tel test, le niveau du test
est la quantité

o= sup P (Vu(x{?, . X)) ¢ Du(x”, .. X)),
2SS

ou pour tout 6 € O, X{e), e ,X,(LQ) sont des v.a.i.i.d. de loi Py.

Cette quantité est le plus petit majorant de la probabilité de rejeter Hy lorsque Hy a effectivement
lieu. Avec ce test, si I’hypothése est vérifiée, on se trompera, i.e. on rejettera I’hypothése alors
qu’elle a effectivement lieu avec une probabilité inférieure a a(D,,). Ainsi, le statisticien fait en
sorte de choisir D,, tel que le niveau du test soit égal au seuil de tolérance, c’est-a-dire que

a(Dy) = a,

ceci afin que le niveau du test reste faible.
Un tel estimateur Y, et une telle région D,, étant choisis, on appelle puissance du test la fonction
définie sur ©1 = ©\O par

7(0) = P (YVa(x{”,... . X) ¢ Du(X(", .. X))

ou pour tout 0 € O, Xl(e), cee XT(LG) sont des v.a.i.i.d. de loi Py.

Autrement dit, mp_ (6) est la probabilité de rejeter ’hypothése Hy lorsque Hy est fausse. Il est done
trés souhaitable que la puissance soit grande. A I'extréme limite, si on accepte systématiquement
Ihypothese Hy, on a un test de niveau 0 (c’est bien) mais de puissance 0 (ce qui hote tout interét
au test).

Il est souhaitable mais difficile d’avoir un test & la fois de niveau bas et de puissance haute.

Il faut bien comprendre que les hypothéses Hg et H; ne jouent pas le méme role. Lorsqu’on
teste Hy contre Hp, on veut avoir une faible probabilité de rejetter 'hypothése Hy alors qu’elle
est vraie (cette probabilité est au plus égale au niveau du test), mais on ne peut pas en méme
temps exiger d’avoir une faible probabilité de retenir Hy alors qu’elle est fausse (cette probabilité
est donnée par la puissance du test). Voici un exemple simple ot apparait asymétrie entre les
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roles de Hy et de Hy. Les parents d’un nouveau né trouvent un matin leur enfant avec un tout petit
peu de fievre. Ils ne savent pas si c’est di au fait qu'il est en train de “faire une dent” (auquel cas il
n’y a pas a s’alarmer) ou si leur enfant a attrapé une petite maladie (auquel cas il faut le soigner).
Ils vont alors tester 'hypotheése il est malade contre il fait sa dent et non 'inverse. En effet, ils ne
veulent pas ne pas s’apercevoir qu’il est malade, mais ¢a n’est pas grave s’ils 'emmeénent chez le
meédecin pour rien. Tester I’hypothése il fait sa dent contre il est malade aurait revenu a tenir a
ne pas aller chez le médecin pour rien, au prix éventuel d’'une maladie non décelée chez ’enfant.

Exercice 4.5.1 Dans la campagne présidentielle espagnole de 2004, le président Aznar avait fait
de la lutte contre les terroristes indépendantistes basques de 'ETA un des piliers de son argumen-
taire. Le 11 mars 2004, peu de temps avant les élections, des attentats font de nombreuses victimes
a Madrid. Pendant une courte période, l'origine de ces attentats est restée incertaine. Lequel du
président Aznar ou de son rival Zapatero avait interét a tester ’hypothése “'ETA est a I'origine
de ces attentats” contre “I’ETA n’est pas & l'origine de ces attentats”, et lequel avait interét a faire
le test inverse ?

Exercice 4.5.2 Lors de la campagne présidentielle américaine 2004, lequel des deux candidats
avait intérét a tester ’hypothése “la guerre en Irak a rendu le monde plus stir” contre “la guerre
en Irak a rendu le monde moins stir”, et lequel avait interét & faire le test inverse 7

4.5.2 Lien avec les intervalles de confiance

Proposition 4.5.1 Soit {Py/0 € ©} un modéle paramétrique. Soit Y une fonction de © vers R.
Soit yg € R. On veut tester Uhypothése Hy : Y (0) = yo, contre Hy : Y (0) # yo. Soit, pour n > 1,
an et by, des fonctions de R™ vers R telles que [an,by] est un intervalle de confiance de niveau
1 — « par excés pour Y.

Alors le test défini par : on retient Hy si yo € [an(X1,..., Xn),bn(X1,..., X,)] et on la rejette
sinon est un test de niveau au moins o de Hy contre Hy.

Preuve : Soit 6 tel que Y (6) = yo. Soit Xy, ..., X, des v.a.ii.d. de loi Py. On a alors
P(yo € [an(X1,. .., Xn),0n(X1,.... X)) =P (Y(0) € [an(X1,..., Xn),0n(X1,.... Xp)]) > 1—au
O
Remarque : La puissance de ce test est la fonction définie sur ©\Y ! ({yo}) par

7(0) =P (30 ¢ [an(X}”, . X, 00 (X0, X))

ou pour tout 0 € ©, Xl(g), cee X,(f)) sont des v.a.i.i.d. de loi Py.

Exercice 4.5.3 Donner un test pour 'hypothése 8 = 6y (contre son alternative) dans le modéle
de Bernouilli {B(#)/0 < 6 < 1}, dans le cas ou n est considéré comme grand, et dans le cas n
quelconque.

Solution : C’est une application immeédiate de la proposition pécedente, et de la proposition
4.4.3 dans le cas ot n est considéré comme grand, et du corallaire 4.3.4 dans le cas n quelconque.

Exercice 4.5.4 Donner un test pour 'hypothése 6 < 6y (contre son alternative) dans le modele
de Bernouilli {B(6)/0 < 8 < 1}, dans le cas ot n est considéré comme grand.

V(M —6)
M, (1—M,)

i i . i0< a. est > 3 Y2WMn—0o)
proximatevement une loi N (0,1). Or si 6 < 6, cette v.a. est > a NETATETAL donc pour tout

Solution : On sait, par le paragraphe 4.4.3, que pour n grand, la v.a. suit ap-

a €R,
Ja(M, — 0)
M, (1 - M,)

\/H(Mn - 90)

P( Mn(l - Mn)

>a) = P( > a),
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i.e., modulo notre approximation,

\/?L(Mn — 90)

P(N(0,1) > a) > P~ =

> a).

Si a > 0 est un quantile de niveau au moins 1 — o de A/(0,1), on a donc

\/B(Mn — 00)

o« =P T

> a),

ce qui s’écrit aussi
ar/M,(1 - M,)
> P(M,, > 0y + N0 T )y
a =z ( > b+ \/ﬁ )
Or M, € [0,1] et a > 0, donc a/M, (1 — M,) < af2, donc M, a plus de chances d’étre > a

O + I que & 6y + 5o Ainsi

a

> P(M, >0
o2 P(M, = ot o m

);

et en acceptant 0 < 6 si
a

o/n’

on a un test de niveau au moins « de 6 < 6y contre 8 > 6.

M, >0y +

Exercice 4.5.5 Sur le site http ://pollingreport.com/guns.htm, on peut lire que lors d’un sondage
réalisé aux USA en 2004 pour The Gallup Poll que sur 1012 américains adultes choisis au hasard
dans les Etats Unis, 385 ont répondu oui a la quesion “Avez-vous une arme & votre domicile ?” (il
convient néanmoins ce relativiser ce chiffre impressionnant : ces armes peuvent provenir d’héritages,
et n’avoir pas été acquises par leur propriétaires eux mémes, de la méme fagon que de nombreux
frangais possédent un fusil de chasse ayant appartenu a un ailleul). Testez & niveau 5%, a partir
de ces données, I’hypothése “Plus d’un tiers des américains adultes ont une arme chez eux” contre
I’hypothése inverse. Quel est le plus grand p tel que le test de niveau 5% de I’hypothése “Plus de
p% des américains adultes ont une arme chez eux” contre I’hypothése inverse a pour réponse “Plus
de p% des américains adultes ont une arme chez eux” ?

Solution : C’est une application facile de I’exercice précédent.

4.5.3 L’exemple des modéles gaussiens

L’exemple le plus classique concerne le cas important des modeéles gaussiens. Considérons dans
un premier temps un échantillon gaussien (X1, ..., X,,) avec £(X) € {N(m,0?); m € R, o > 0}.
Nous allons voir comment on peut tester différentes hypothéses sur les paramétres m et o du
modéle, paramétres supposés inconnus. L’hypothése que nous cherchons & tester sera toujours
notée Hy. Les estimateurs classiques de ’espérance et de la variance de X seront notés M,, et V.
La probabilité P, ,) désignera la probabilité sous laquelle X suit une loi normale N (m, o). Nous
fixons un seuil 0 < a < 1. les fonctions my, et vy, de R™ vers R sont celles définies & la proposition
4.3.8.

1. Hy:m =my
Il s’agit donc d’une hypothése sur I'espérance de la loi recherchée. D’aprés la proposition
4.3.5, (4), la statistique
Vn (M;, —mo)

U, =
VW
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suit, par la proposition 4.3.5, une loi de Student a n — 1 degrés de liberté sous P, »), pour
tout o > 0 (i.e. si Hy est vérifiée). Soit ¢; o un quantile d’ordre 1 — & de la loi de Student
a n — 1 degrés de liberté, de sorte que pour tout o > 0,

Pmo,0) (|Un| > t1_%) = Q.

En définissant u,, la fonction de R™ vers R

v (mn —mg)
Von
étant donnée une obervation (z1, ..., x,), le test de Student consiste a rejeter Hy (et donc

a accepter Hy) si [un (w1, ...,2,)|] > t1-2a et & accepter Hy sinon. C’est bien un test de niveau
a.

Up =

Remarque : Ce test est le méme que celui donné par la proposition (4.5.1) et V'intervalle
de confiance pour m dans le modéle {N(m,0?); m € R, o > 0} lorsque o2 est inconnu.

. HO tm > mo.

Nous allons utiliser la méme statistique pour ce test, i.e.

Vi (M, — mo)

U, =
V'V

Sim > mg,
U, > 7, = \/ﬁ(]\j%—m)

Ainsi, pour tout t € R, tout m > myq et tout o > 0,
Pmo) (Un <) < Plooy (Zn < 1)

Par ailleurs, par la proposition 4.3.5, Z,, suit dans tous les cas une loi de Student a n — 1
degrés de liberté. Soit donc t, un quantile de niveau 1 de la loi de Student & n — 1 degrés
de liberté. Pout tout m > mg et tout o > 0,

P(m,o’) (Un < ta) < P(mvg) (Zn < ta) = Q.
Par ailleurs, si o > 0,
P(mo,o) (Un < ta) = P(mO,U) (Zn < ta) = .

En résumé,
sup Pino) (Un < to) = a.
m>mg
On conserve la méme définition de la fonction u,,. Etant donnée une obervation (x1, ..., z,),
nous rejetterons donc Hy lorsque uy, (1, ..., ;) < t, et nous accepetons Hy sinon. C’est bien
un test de niveau a.

. HO m < mo.

Ce cas est trés similaire au précédent. Nous n’entrerons pas dans les détails. Nous utilisons
la méme statistique U que ci-dessus. Soit t1_, un quantile d’ordre 1 — « de la loi de Student
an — 1 degrés de liberté. Etant donnée une obervation (z1, ..., xy), Si Up (21, ..., Tn) > t1—qa,
on rejette Hy. Sinon, on accepte Hy. C’est bien un test de niveau a.

. Hy:0=o0y.
Introduisons la statistique
n—1)V,
99
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D’aprés la proposition 4.3.5, (2), pour tout m € R, la statistique W), suit sous P(,, ,,) une
loi du chi-deux & n — 1 degrés de liberté. Soit donc 0 < a, < by < 400 tels que

P(aQSXQ(n—l)gba)zl—a.

Alors si o = oy,
P(aagwngba)zl_av

En définissant w,, la fonction de R™ vers R

n—1v
= (2=
90

étant donnée une obervation (z1,...,z,), le test consiste a rejeter Hy (et donc a accepter
Hy) siaq < wp(x1,...;2,) < by et & accepter Hp sinon. C’est bien un test de niveau «.
Remarque : Ce test est le méme que celui donné par la proposition 4.5.1 et 'intervalle de
confiance pour o2 dans le modéle {N(m,0?); m € R, o > 0}.
. Hy:0 > 0g.
Nous allons utiliser la méme statistique pour ce test, i.e.

n—1V,
w, = =DV
90
Sio > oy,
-1V
WnZRn::w-
o

Ainsi, pour tout t € R, tout m € R et tout o > oy,
P(m,o) (Rn > t) < P(m,o‘) (Wn > t) .

Par ailleurs, par la proposition 4.3.5, R,, suit dans tous les cas une loi du chi-deux & n — 1
degrés de liberté. Soit donc t, un quantile d’ordre « de la loi du chi-deux & n — 1 degrés de
liberté. Pout tout m et tout o > oy,

l-a= P(m,a) (Rn > tcx) < P(m,g) (Wn > ta) .
Par ailleurs, si m € R,
P(myﬂo) (R” 2 ta) :S(m,og) (Wn > ta) =1-a.

En résumé,

inf P(m,o) (Wp>ty)=1—a.

o>0p
On conserve la méme définition de la fonction w,,. Etant donnée une obervation (x1, ..., ),
nous rejetterons donc Hy lorsque wy, (1, ..., T,) > t, et nous accepetons Hy sinon. C’est bien
un test de niveau a.

. Hy:0<oyg.
Nous allons utiliser les mémes statistiques pour ce test, i.e.

(n—1)V,

Wn:72n et Rn =
[ory g

(n—1)V,

Si o < oy,



Ainsi, pour tout t € R, tout m € R et tout o < oy,
P(mﬁ) (Rn < t) < P(m,o) (Wn < t) .

Par ailleurs, par la proposition 4.3.5, R,, suit dans tous les cas une loi du chi-deux & n — 1
degrés de liberté. Soit donc t;_, un quantile d’ordre 1 — « de la loi du chi-deux & n — 1
degrés de liberté. Pout tout m et tout o > oy,

l-—a= P(Tn,o‘) (Rn < tlfoz) < P(m,o‘) (Wn < tlfa) .
Par ailleurs, si m € R,
P(m,cro) (Rn S tlfa) :S(m,ag) (Wn S tlfa) =1-qa.

En résumé,

inf P(m,o) (Wn < tl—a) =1—-a.

o>0g
On conserve la méme définition de la fonction w,,. Etant donnée une obervation (x1, ..., ),
nous rejetterons donc Hy lorsque wy, (21, ..., 2,) < t1—, et nous accepetons Hy sinon. C’est
bien un test de niveau a.

4.6 Modéle de regression simple

4.6.1 Introduction

Une usine manufcture une certaine piéce du moteur de voitures, et la comande (donc la pro-
duction) pour cette piéce varie d’année en année. On aimerait trouver une relation entre le nombre
de piéces produites et le nombre d’heures de travail. On numérote dix années successives de 1 a 10,
a chaque année 7 correspond une production de x; piéces, qui a nécessité un travail de Y; heures.
Voici ces données :

1= 1 2 3 4 5 6 7T 8 9 10
T = 30 20 60 8 40 50 60 30 40 60
Y, = 73 50 128 170 87 108 130 74 88 139

Un graphe faisant apparaitre les dix points de coordonnées (z;,Y;) donne I'impression qu’ils sont
disséminés le long d’une droite (non verticale), mais pas tout & fait sur la droite (par exemple,
les points correspondant & ¢ = 1 et 8, de méme abscisse mais d’ordonnée différente, ne peuvent
appartenir a la méme droite).

Dans cette situation, o les Y; ont toutes les chances d’étre aléatoires, on pourra, dans une
modélisation, supposer que la relation liant les z; et les Y; est du type :

Vi,Y; =ax; + b+ U;,

ol a et b sont des constantes, et les U; sont des v.a.i.i.d. de loi N'(0,02).
11 faut ensuite déterminer a,b et o2, avec des estimateurs ou des intervalles de confiance, et
puis on ferra des tests sur leurs valeurs.

4.6.2 Théorie

Avertissement : ce passage est trés calculatoire. Les calculs pourraient étre éclaircis par une
vision géométrique des choses, mais cette approche géométrique requiére la connaissance de la
théorie des espaces euclidiens.

Une famille de variables deterministes (i.e. non aléatoires) z1,...,x, est liée & une famille
Yi,...,Y, de v.a. par la relation

VEe{l,....,n}, Yy =axy + b+ Uy
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olt a,b € R et les Uy sont des v.a.i.i.d. de loi N(0,0?).
Les z; sont supposées connues, non toutes égales, et fixées une fois pour toutes. Le probléme est
d’estimer a,b et o & partir des observations yi,...,y, de Y7,...,Y,,.

Définition 4.6.1 On appelle estimateurs des moindres carrés les fonctions E,?i de R™ vers R
définies pour y € R™, par

D1 @k —T)(yk — )

ay) = -
22:1(55/6_37)2
bly) = y—a(yz
1 n
our = — Tk
k=1
1 n
ety = — > Yk
n
k=1

n

n—2 (yk —bly) - a(y):vk)2 :
k=1

Q)
S
&
Il
—

Théoréme 4.6.2 Pour tout y € R™, le couple (g(y),a(y)) réalise Punique minimum, sur R?, de
la fonction

Qe B) = 3 (e — oz - B)*.

k=1

Ce résultat a été démontré dans un des TD du chapitre 3 en optimisation dans le probléme nommé
Regression linéaire - Méthode des moindres carrés.

Remarque : (pour ceux qui connaissent les espaces euclidiens) Ce théoréme signifie que pour
tout y € R™, a(y) et E(y) sont les deux réels tels que le projeté orthogonal de y sur Vect(x,1)
s’écrit g(y)l +a(y)x, ou 1 est le vecteur de R™ dont toutes les coordonnées valent 1. D’autre part,
52(y) est le carré de la norme euclidienne de y — (E(y)l +a(y)x).

Théoréme 4.6.3 (Qualité des estimateurs b, a et 52 de a, b et 02) Ils sont sans biais : E (E(Y)) =
a, E@Y))=b et E (2(Y)) = 02, et minimisent le risque quadratique.

Remarque : L’ estimateur (E, 6) de (a,b) est aussi 'estimateur du maximum de vraissem-
blance de (a,b).
Preuve (partielle) : On ne calcule que les espérances E (a(Y)) et E (E(Y))

E@(Y)) = ZZ=1(“$>Z@,§ET§;]€ %@ZL&(H»

Or pour tout k, E(Y) = axy + b, donc

E@(y) - =l ;)Zwlaz;k _g/;) Sy )
>t (k= T) (azy, — aT)

>k (ke — T)?

= a
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E(@(Y)) = (1/n) Zn:IE —7E @(Y))
=1

Or pour tout k, E(Y}) = axy, + b, donc

E(E(Y)) (1/n) z": axy +b) — Ta
=1
= aT+b—Ta=0
(]

Théoréme 4.6.4 - la loi du couple (E(Y), a(Y)) est celle d’un vecteur gaussien de R? de moyenne

(a,b) et de matrice de covariance

o? < 1 -z )
ZZ:l(xk - T)z - % Zzzl x%
7("_23520/) est x2(n —2)
- le couple (B(Y),&(Y)) et 32(Y) sont indépendants

- la loi de

Preuve : Ces résultats sont assez faciles & démontrer avec le théoréme de Cochran quand on
connait la structure euclidienne de R™. Sans utiliser ces outils, nous n’allons démontrer que (1).
Onpose Y =150  YietU=2137 Up.OnaalorsY =az+b+U.

- les U; étant i.i.d. de loi gaussienne, toute combinaison linéaire des U; et de constantes a une loi
gaussienne, donc tout combianaison linéaire de b(Y') et a(Y) a une loi gaussienne. Ainsi, la loi du

couple (Z(Y),G(Y)) est celle d’un vecteur gaussien de R? de moyenne (a, b).

Calculons sa matrice de covariance.
Commencons par calculer a(Y) —a :

Dk (T — 7)%a — Dby (T — ) (Yk — ?)
i (2 = 7)?
> (@e = 7) (a(zx —7) — (Vi —Y))
>y (2 = T)?

a—aY) =

OrY,—Y = —a(zy —7) + U, — U, donc
i1 (@ —7)(U — Uy)

a—aY) = SN
_ Ek (ke — @) 22:1(1% —z) = Uy
Zl (T —T)? S (z —T)?
Or .
Z(xk —T)=nT—nT =0
k=1
donc
a—7a — (@ — T
v Yz =3
Donc
E ((E(Y) - a)2) = Var (@) —a)

o Yy (w7
(S (@ —7)2)°

o2

Y (@ —m)*

a0



Calculons b(Y) — b :

bY)—-b = Y-—zaY)—b
= a¥+b+U—-7a(Y)—b
= zTa—a)+U

donc par ce qui précede

VY — ka 1@k —T)Uy
S S

- (oS

Donc

E((B(Y)—b)z) = Var (B(Y)—b)

= o n— 27@M 272 S (z —T)?
" Sl P2 (S~ 2

2 (1 T’
- (n+W)
o (1/n) S0 (g, — 7)% + (1/n S5 (e — 7))

Il
)

(@ =)
_ (1/”) > o1 Th
Zl 1(17l_x)
Calculons (a(Y) — a)(b(Y) — b)
bY)—b = T(a—aY))+U
donc
@y)—a)b(y)—b) = -F(a—a(Y))*-T(a—a(y))
- _m(a—3 E 1(xk_x)Uk
= (a—a(Y))*+U Z}El (@ —7)?
V) G b)) = g T 2 ST
E<(a(y) o) b)) a S =72 oy (o —5)
=0
N _EZ?:l(afz—f)Q
U

ol



4.6.3 Test d’hypothéses
Tests sur a
1. Question Donnez une v.a. observable lorsque I'on connait a, et dont la loi est connue.

On sait que
1

(W) @) - a)

suit une loi normale centrée réduite, et que cette v.a. est indépendante de
suit une loi x?(n — 2). Donc la v.a.

(ﬁik—w)_é @y) - a)

(n=2)3%(Y)

o, qui

soit .
(o2 —2)%) % @) - a)
a(Y)

suit une loi du Student a n — 2 degrés de liberté.

2. Déduisez-en un test de niveau a de l’hypothése a = ag
Notons t1_g (n—2) le quantile de niveau 1 — § de la loi de Student & n — 2 degrés de liberté.
Alors en acceptant ’hypothése lorsque

(S0 (e —3)2)* [B(Y) — a
(V) =

on a un test de niveau «.

3. Déduisez-en un test de niveau o de ’hypothése a < ag
Notons t1_4(n — 2) le quantile de niveau 1 — « de la loi de Student & n — 2 degrés de liberté.
Alors en acceptant '’hypothése lorsque

(S0 (2 —3)2) % (B(Y) — ao)
()

S tl—a(n - 2)3
on a un test de niveau a.

Tests sur b

1. Question Donnez une v.a. observable lorsque I'on connait b, et dont la loi est connue.

On sait que
1
n 92 9 -3
x50 ~
(=) @) -o)
n g1 (e — )
~2
suit une loi normale centrée réduite, et que cette v.a. est indépendante de ("_237;7(}/), qui
suit une loi x?(n — 2). Donc la v.a.
l
( = 1J3k‘7 ) 2 )
Zk 1 (e —7)?
Y b
soit

N

(n oz = 7)) (@(Y) — b)
(Zk: 1 xk)i a(Y)

suit une loi du Student & n — 2 degrés de liberté.
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2. Déduisez-en un test de niveau o de ’hypothése b = b,
Notons t;_a (n—2) le quantile de niveau 1 — § de la loi de Student & n —2 degrés de liberté.
Alors en acceptant ’hypothése lorsque

Nl=

a(y) — b
a(Y)

< tl*%(n - 2)a

( ny p_i(ax—7T 2)
(ko1 77)? 0

on a un test de niveau «.

3. Déduisez-en un test de niveau o de ’hypothése b < by
Notons t1_4(n — 2) le quantile de niveau 1 — « de la loi de Student & n — 2 degrés de liberté.
Alors en acceptant 'hypothése lorsque

(n >k ( k—xZ)% (a(y’) — bo)
(k=1 23)? 0(Y)

< tlfa(n - 2)7

on a un test de niveau o.

Tests sur o2

1. Questlon Donnez une v.a. observable lorsque ’on connait o, et dont la loi est connue.

w suit une loi du chi-deux & n — 2 degrés de liberté.

2. Déduisez-en un test de niveau a de I’hypothése o2 < o3
Notons t1_4(n —2) le quantile de niveau 1 — « de la loi du chi-deux & n — 2 degrés de liberté.
Alors en acceptant '’hypothése lorsque

(n—2)5%(Y)

) S tl—a(n_z)a

g

on a un test de niveau a.
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