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Préface

Les briques de base de ce manuel sont le chapitre 1 sur les méthodes
de Monte Carlo, le chapitre 2 sur les chaines de Markov en temps discret
a valeurs dans un ensemble fini ou dénombrable, et les chapitres 6 et 7 sur
le processus de Poisson et les processus markoviens de sauts, qui sont des
processus en temps continu, a nouveau a valeurs dans un ensemble fini ou
dénombrable.

A partir de ces bases, ce manuel présente des applications de ces outils
probabilistes dans plusieurs domaines. Le chapitre 3 traite d’algorithmes sto-
chastiques. Il s’agit d’une part de la méthode de Monte Carlo par chaines de
Markov inventée dans les années 50 pour la mécanique statistique, utilisée
en traitement d’images, et qui est devenue 1'outil de calcul indispensable en
statistique bayésienne, dés que les données a traiter sont complexes. Il s’agit
d’autre part d'un algorithme d’optimisation, a savoir le recuit simulé.

Une autre application concerne la biologie moléculaire, avec deux aspects
bien distincts. L’un, présenté au chapitre 4, concerne ’annotation des sé-
quences d’ADN (autrement dit la recherche de génes) et I'alignement des
séquences. L’outil principal est ici les chaines de Markov cachées, qui est par
ailleurs une technique utilisée dans bien d’autres domaines que la biologie
moléculaire (en particulier en traitement du signal et en reconnaissance de la
parole). Une seconde application en biologie a trait a la phylogénie, qui est
I’étude des relations entre espéces vivantes, ces relations s’illustrant en parti-
culier par un “arbre phylogénétique”. Plusieurs des méthodes de construction
de tels arbres font appel a des modéles probabilistes d’évolution sur ’arbre
en question. Il s’agit de modeles de processus markoviens de sauts. Cette
application est traitée dans le chapitre 7.

Auparavant, le chapitre 5 présente une introduction au controle et au
filtrage, avec en particulier une présentation du célébre filtre de Kalman—
Bucy, un algorithme trés utilisé en particulier dans le guidage des fusées et
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des satellites.

Le chapitre 8 présente une application des processus markoviens de sauts
aux files d’attente et aux réseaux (informatiques, téléphoniques, etc..).

Enfin le chapitre 9 donne une introduction aux mathématiques finan-
ciéres, partant des modeéles discrets, avec un traitement des modéles continus,
y compris une présentation du calcul stochastique d’Ito et des processus de
diffusion, qui sont encore des processus de Markov, mais cette fois a la fois
en temps continu, et a valeurs dans l’espace euclidien IR®.

Chaque chapitre est suivi d’'un certain nombre d’exercices. Certains de
ces exercices sont suivis de la mention (en gras) Programmation. Cela veut
dire qu’ils proposent de réaliser des simulations, par exemple sous Matlab,
avec le plus souvent visualisation des résultats sous forme de courbes. Enfin
les chapitres 2 et 7 se terminent par des problémes corrigés.

Ce livre a commencé a exister comme polycopié de divers cours, en
deuxiéme et troisiéme année d’Ecole d’ingénieurs (tout d’abord a 1’Ecole Su-
périeure de Mécanique de Marseille, puis & 'EGIM /Ecole Centrale de Mar-
seille) et a I’Université de Provence, en DESS, puis en Master. Il contient
la matiére pour plusieurs cours sur les chaines et processus markoviens et
leurs applications, qui doivent pouvoir étre suivis par des étudiants en Mas-
ter de Mathématiques et Applications, et des éléves d’Ecoles d’Ingénieurs.
Le contenu convient & des cours de second semestre de M1, et des options de
M2. 11 peut aussi étre utilisé avec profit par des étudiants préparant 1'option
“Probabiliés—Statistique” a 'oral de ’agrégation de Mathématiques.

La lecture compléte de cet ouvrage (en particulier celle du chapitre 9)
suppose que le lecteur a acquis le niveau d’'un cours de probabilités basé
sur la théorie de la mesure, y compris la notion d’espérance conditionnelle,
tel qu’enseigné normalement au premier semestre du Master 1 de Mathéma-
tiques. Cependant, une trés grosse partie de I'ouvrage ne fait appel qu’aux lois
discrétes, et a quelques lois a densité, ainsi qu’aux théorémes limites usuels
(loi des grands nombres et théoréme de la limite centrale). Tout ce matériel
est normalemnt enseigné au cours des années de Licence de Mathématiques,
et en premiére année de nombreuses Ecoles d’Ingénieurs.

Je remercie Geneviéve Foissac qui a assuré l'essentiel de la dactylogra-
phie de ce texte, et mes Collegues Julien Berestycki, Fabienne Castell, Yuri
Golubev, Arnaud Guillin et Laurent Miclo, qui ont relu certaines portions
de cet ouvrage, et m’ont fait des remarques et critiques qui m’ont permis
d’améliorer le manuscript original.

Marseille, Septembre 2006.



Chapitre 1

Simulations et méthode de Monte
Carlo

Introduction

Pour donner une premiére idée de la méthode de Monte Carlo, nous allons
considérer un probléme d’intégration numérique. Il existe de trés nombreuses
méthodes d’approximation de l'intégrale :

f(x)dx

[0,1]

par des formules du type Y ., w;f(z;), avec les w; qui sont des nombres
positifs dont la somme vaut 1 et les z; sont des points de I'intervalle [0, 1].
Par exemple, lorsque wy = w, = 2/n, w; = 1/n sinon, les points z; =
i/n étant régulierement répartis, on a affaire a la méthode des trapézes.
Mais il existe bien d’autres méthodes comme la méthode de Gauss ou de
Simpson. Une méthode de Monte Carlo est du méme type : on choisit w; =
1/n et l'on tire les z; “au hasard” (mais pas n’'importe comment, il faut tirer
les points selon la loi uniforme sur [0, 1]). Comme on le verra ci—dessous,
la convergence est assurée par la loi des grands nombres, et la vitesse de
convergence, de l'ordre de K/v/n, est donnée par le théoréme de la limite
centrale. Evidemment, cette vitesse de convergence peut paraitre faible si on
la compare aux autres méthodes d’intégration en dimension 1. Mais toutes ces
méthodes numériques s’effondrent lorsque la dimension augmente. En effet,
dans toutes ces méthodes, la précision est fonction de la distance entyre deux

11



12 CHAPITRE 1. MONTE CARLO

points voisins de discrétisation. Mais si I’on utilise n points de discrétisation
de [0,1]%, la distance entre deux points voisins est de I'ordre de n~'/?, donc
pour assurer un précision de l'ordre de 1/n pour une méthode d*ordre 1”
d’approximation d'une intégrale sur [0,1]%, il faut de 'ordre de n? points
de discrétisation. Par contre la méthode de Monte Carlo est insensible a la
dimension.

Historiquement, la méthode remonte au comte de Buffon qui, en 1777,
a décrit une méthode de calcul de 7 basée sur la réalisation d’expériences
répétées. Mais la vraie naissance de la méthode de Monte Carlo est lie a
I’apparition des premiers ordinateurs et a leurs utilisations dans le cadre des
projets secrets du département de la défense des Etats Unis dans les années
40 — 45. Les premiers articles décrivant ce type de méthodes datent de la
fin des années 40 et du début des années 50. Ces méthodes numériques sont
maintenant de plus en plus utilisées, a cause de leur facilité de program-
mation, et de la possibilité de réaliser en un temps raisonnable un nombre
gigantesque de “tirages aléatoires” sur les ordinateurs modernes.

1.1 Description de la méthode

Pour utiliser une méthode de Monte Carlo, on doit tout d’abord mettre
sous forme d’une espérance la quantité que 'on cherche a calculer. C’est
souvent simple, comme pour le cas d’un calcul d’intégrale, mais ca peut étre
plus compliqué, comme lorsque 1'on cherche a résoudre une équation aux
dérivées partielles parabolique ou elliptique (cf. les sections 7.9 et 9.3). Nous
reviendrons longuement par la suite sur cette étape dans des cas particuliers.

A Tissue de cette étape, il nous reste a calculer une quantité de la forme
IE(X), o X est une variable aléatoire. Pour pouvoir calculer IE(X), il

convient de savoir simuler des variables aléatoires indépendantes X1, ..., Xy,
ayant toutes la loi de X. Il ne reste plus alors qu’a approximer IE(X) par :
1
E(X)~ N(Xl + -+ Xn).

On va donner un exemple d’application de la méthode de Monte Carlo, au
cas du calcul d'une intégrale, en détaillant les deux étapes citées : mise sous
forme d’espérance et simulation de la variable aléatoire.

Imaginons que 1’'on cherche & calculer une intégrale de la forme :

I = fug, ... ug)duy ... dug.
[0,1)¢
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On pose, X = f(Uy,...,Uy), ou les Uy, ..., U, sont des variables aléatoires
indépendantes suivant une loi uniforme sur le cube [0,1]%. On a :

EX)=E(f(U,...,U) = flug, ... ug)duy ... dug,

[0,1)¢

par définition de la loi du n—uplet, (Uy,...,Uy). On vient de réaliser la
premiére étape (mise sous forme d’espérance).

Pour la simulation, supposons que (U;,7 > 1) est une suite de variables
aléatoires indépendantes suivant une loi uniforme sur [0, 1] (obtenue par des
appels successifs & une fonction random) et posons Xy = f(Uy,...,Uy), Xy =
f(Ugst, ..., Usq), ete. Alors la suite (X;,7 > 1) est une suite de variables alé-
atoires indépendantes suivant toutes la loi de X. On est en mesure d’appliquer
une méthode de Monte Carlo.

Une remarque importante est la trés grande facilité de programmation
de la méthode. Il est & noter aussi que cette méthode ne dépend pas de la
régularité de f, qui peut étre simplement mesurable.

Souvent, on cherche a évaluer une intégrale dans IR", plus générale, du

type :
I:/ng(:c)f(:c)dx:/ng(xl,...,xn)f(:cl,...,xn)dxl...dxn,

avec f(z) positive et [ f(z)dz = 1. Alors I s’écrit sous la forme E(g(X)) si
X est une variable aléatoire a valeurs dans IR" de loi f(z)dz. Le probléme est
alors de savoir comment simuler une variable aléatoire selon cette loi. Pour
beaucoup de lois usuelles, c’est simple (loi gaussienne, loi exponentielle, .. .).

Nous allons maintenant répondre a deux questions :

— Quand et pourquoi cet algorithme converge—t—il ?

— Quelle idée peut on se faire de la précision de I'approximation ?

1.2 Théorémes de convergence

La réponse a ces deux questions est donnée par deux des théorémes les
plus importants du calcul des probabilités, la loi forte des grands nombres
qui permet de justifier la convergence de la méthode et le théoréme de la
limite centrale qui précise la vitesse de convergence.
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Loi forte des grands nombres et méthode de Monte Carlo

Théoréme 1.2.1. Soit (X,,,n > 1) une suite de variables aléatoires indépen-
dantes suivant toutes la méme loi qu’une variable aléatoire X . On suppose que
E(|X|) < +o0, alors, pour presque tout w (cela signifie qu’il existe N C €,
avec IP(N) =0 et que siw ¢ N) :

1
E(X)= lim —(X;+--+X,).
n—-+oo N
Ce théoréme impose une limite théorique aux méthodes de Monte Carlo :
on ne peut l'utiliser que pour des variables aléatoires intégrables (ce n’est
pas vraiment surprenant).

Théoréme de la limite centrale et méthode de Monte Carlo Pour
avoir une idée de l'intérét de la méthode il faut étre en mesure d’évaluer
lerreur :

1

en = IE(X) — E(Xl + -+ X,).

Le théoréme de la limite centrale donne un asymptotique de l'erreur ¢, mais
de nature aléatoire. Il dit que la loi de ¢, finit par ressembler a une loi

gaussienne centrée.

Théoréme 1.2.2. Soit (X,,,n > 1) une suite de variables aléatoires indépen-
dantes suivant toutes la méme loi qu’une variable aléatoire X. On suppose
que TE(X?) < +00. On note o la variance de X :

o? = E(X?) ~ E(X)’ = E (X - E(X))?).
alors :

NG | ‘ o
——=¢, converge en lot vers une gaussienne centrée réduite Z.
o

Cela signifie que pour tout a < b,

b

o o 2 dx
lim P(—a <e, < —=b) = e 7T —.
n—-too (\/ﬁ - "—\/ﬁ) a V2

En pratique, dés que n n’est pas trop petit (ce qui est toujours le cas dans

les calculs de Monte Carlo), la probabilité ci-dessus est pratiquement égale &

sa limite, donc on remplace €, par une gaussienne centrée de variance o2/n.



1.2. THEOREMES DE CONVERGENCE 15

Remarque 1.2.3. Ce résultat est extrémement positif, puisqu’il donne
presque toujours une vitesse de convergence facilement estimable a ['aide des
tirages déja réalisés.

C’est une grande force de la méthode de donner une approximation fiable
de ’erreur, sans pratiquement aucun calcul supplémentaire.

Remarque 1.2.4. Cependant, le théoréme de la limite centrale ne permet
jamais de borner ’erreur, puisque le support de la gaussienne est égal a R
en entier. On présente souvent l’erreur de la méthode de Monte Carlo soit en
donnant lécart type de €, c’est a dire o/+/n, soit en donnant un intervalle
de confiance a 95% pour le résultat. Ceci signifie que le résultat cherché se
trouve avec 95% de chance dans lintervalle donné (et avec 5% de chance
en dehors, ce qui ne rassure pas!). Evidemment, la valeur de 95% peut étre
remplacée par nimporte quelle autre valeur proche de 1.

Notons I'importance de la variance de la variable aléatoire X dans l'es-
timation de l'erreur. Comme on a le choix de la loi de X pourvu que E(X)
reste constant, il est tentant de remplacer la variable aléatoire X par une
autre de méme espérance mais de variance inférieure. On appelle ce type de
technique technique de réduction de variance (voir la section 1.4).

Il faut aussi noter que la vitesse de convergence de l'erreur n’est pas
excellente. Cependant, il existe des cas ol cette méthode lente est malgré
tout la meilleure accessible (intégrale ou équation parabolique en dimension
plus grande que 4,...). Il est aussi remarquable que la vitesse de convergence
de la méthode, pour des calculs d’intégrale, ne dépende pas de la régularité
de f.

Nous allons donner deux exemples d’utilisation du théoréme de la limite
centrale. Nous verrons que ce résultat impose des limites pratiques a la mé-
thode de Monte Carlo.

Un cas confortable Supposons, que 'on cherche a calculer p = IP(f(U) <
A). On va poser X = 1yyuy<ay, avec U v. a. de loi quelconque. Alors IE(X) =
p, et 02 = var(X) = p(1 — p). Donc, a l'issu de n tirages indépendants selon
laloide X, Xq,...,X,, ona:
Xy 4+ X, o
n = R —Z.
b n P NLD
Comme p(1 —p) < 1/4, si 'on veut faire une erreur moyenne % de I'ordre
de 0.01 sur la valeur de p, il convient de prendre n de I'ordre de 2500. Si I'on
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choisit, n = 2500, I'intervalle de confiance a 95% pour p est alors, en utilisant
le théoréme de la limite centrale [p, —1.96%0.01, p,, +1.96 % 0.01]. Si la valeur
de p a estimer est de 'ordre 0.50 ceci conduit & une erreur acceptable.

Par contre lorsque la valeur de p a estimer est trés faible le nombre de
tirages précédent peut étre insuffisant pour évaluer son ordre de grandeur par
simulation (puisqu’il faut que 'ordre de grandeur de l'erreur soit inférieur
a celui de la quantité a évaluer). On doit (et c’est intuitivement évident)
prendre un nombre de tirages nettement supérieur a 1/p.

Un cas difficile Imaginons que 'on cherche & calculer IE (exp(872)), ou Z
est une gaussienne centrée réduite. Il est facile de vérifier que :

FE = ]E(eﬁg) = eg.

Si I’on applique dans ce cas une méthode de Monte Carlo, on pose X = %%,
La variance de X vaut 02 = €2%° — ¢%°. Au bout de n tirages selon la loi de
X, Xq,...,X,ona:

X, 4+ X,
JoN I S P B
n NLD
L’erreur relative moyenne est de 'ordre de E:T/ﬁ = 652”_1. Si l'on se fixe un

ordre de grandeur de l'erreur ¢ a respecter, on voit qu’il convient de choisir
n~e?2e” —1).Sie=1et [ =5, cela donne n = 7 x 10'°, ce qui est
beaucoup (et méme trop!). Par exemple, dans le cas § = 5, la valeur exacte
est de l'ordre de 27 x 10*, et aprés 10° tirages, on pourra obtenir comme
valeur estimée une quantité de I'ordre de 85 x 10%, avec comme intervalle de
confiance a 95% [—467647,2176181]. Le seul coté rassurant est que 'on est
au courant de ce que 'approximation est trés mauvaise.

Cet exemple montre une des limites pratiques de la méthode de Monte
Carlo lorsqu’on utilise des variables aléatoires de variance grande, et donc
conduit a formuler une :

Reégle : dans tout calcul de Monte Carlo, on doit systématiquement es-
timer a l'aide des simulations réalisées la variance de la v.a. dont on cherche
a approcher 'espérance.

Un exemple plus concret Dans les applications a la finance (cf. ci-
dessous le chapitre 9), on est amené a calculer des quantités du type :

C=E (- K).), (1.1)
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7 étant une gaussienne centrée réduite et x, = max(0,z). Ces quantités
représentent le prix d’une option d’achat appelée call. Evidemment, dans le
cas précis cité on peut trouver une formule explicite (pour I'essentiel c’est la
célébre formule de Black et Scholes; mais on verra ci—dessous des cas ou il
n'y a guére d’alternative a la méthode de Monte Carlo) :

EU&Z—KL>:fWF<mr@QQ)—KF<J%ﬁQ), (1.2)

o o

avec

1 v 2
F(z) = \/—2_7T/ e~/ 2du.

Mais nous allons ici supposer que l'on cherche a calculer ces quantités par
simulation, soit

C~Nt [(e"zl—K) +---+(e"ZN—K)+].

+

Supposons maintenant que 1’on cherche & évaluer une option de vente appelée
put, c’est a dire :

P=E((K-e?),), (1.3)

donc

P:N*UK—f%)+~44K—§%L]

+

Il est assez clair que
oZ o7
Var [(K—e )J < Var [(e —K)J,
et puisque 'on a la “formule de parité call-put
C—P=e¢"?_K,

il vaut mieux calculer P par Monte Carlo, et utiliser la formule de parité
call-put pour obtenir C, plutét que de calculer directement C' par Monte
Carlo (cf. 'exercice 1.5.10 ci-dessous).

Nous venons d’indiquer une “méthode de réduction de variance”. Nous
passerons en revue la plupart de ces méthodes a la section 1.4.
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1.3 Simulation de variables aléatoires

Simulation d’une loi uniforme sur [0,1] Tous les langages de pro-
grammation des ordinateurs possédent un générateur de nombres pseudo—
aléatoires. 11 s’agit d’'un programme qui génére une suite de nombres parfai-
tement déterministe, et en plus périodique, mais dont les propriétés statis-
tiques lui donnent beaucoup de caractéristiques de la réalisation d’une suite
de v. a. indépendantes, toutes de loi uniforme sur [0,1]. La difficulté est de
construire en un temps de calcul raisonnable une formule de récurrence qui
génere une suite que les tests statistiques acceptent comme étant une suite i.
i. d. de loi uniforme sur [0, 1], avec une période aussi grandes que possibles.
L’étude de ces algorithmes reléve de la théorie des systémes dynamiques. On
trouvera une présentation des algorithmes classiques de génération de nombre
pseudo—aléatoires dans [26] et [37] notamment. Plus récemment, Matsumoto
et Nishimura [29] ont proposé un générateur de période 219937 — 11

Il reste & examiner comment simuler les lois usuelles, sachant que 1’on sait
simuler des v. a. de loi uniforme.

Inversion de la fonction de répartition Rappelons le résultat tres clas-
sique :

Lemme 1.3.1. Soit X une v. a. r. de fonction de répartition F' continue.
Posons, pour 0 <t <1,

F7Yt) = inf{x, F(z) > t}.
Alors si U suit la loi U[0,1], F~Y(U) a méme loi que X .
PREUVE On utilise la définition F(z) = P(X < x). Alors
P(F Y (U) <x)=PU < F(x)) = F(x).

g

Donc chaque fois que I'on a une formule explicite pour l'inverse de la
fonction de répartition, cette méthose est utilisable. C’est en particulier le
cas pour la loi exponentielle.
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Simulation d’une loi exponentielle Rappelons qu’'une variable aléatoi-
re X suit une loi exponentielle de paramétre A si et seulement si pour tout
te IR,

IP(X > t) = exp(—At).
At

Donc si F' désigne la fonction de répartition de X, F\(t) =1 —e " et
N log(1 — )
Fl(g) = — 2800
(@) = 8L
Si U ~UJ0,1], il en est de méme de 1 — U, et
logU
- ~ E(N).
20 e

Simulation de variables gaussiennes (Algorithme de Box-Miiller) Une
méthode classique pour simuler les variables aléatoires gaussiennes repose sur
la constatation que, si U et V sont deux variables aléatoires uniformes sur
[0, 1] indépendantes :

—2log(U) cos(2nV) et —21log(U) sin(27V)

sont indépendantes et de loi N (0, 1). Ce résultat se vérifie par exemple comme
suit. Si X et Y sont indépendantes et de loi N(0,1), f: R* — R,

]Ef(X,Y):%/R/ReXp (_x ;ry )f(x,y)d:cdy

1 2 00 7,2
=5 i /o T exp (—5) f(rcos@,rsinf)drdd

= /1 /1 f (\/—QIOgucos(Zﬂv), \/—QIOgusin(27rv)> dudv
o Jo
=1Ef (\/—QIOgUCOS<27TV), \/—QIOgUSiH(Qﬂ'V)>

Pour simuler une gaussienne de moyenne p et de variance o2, il suffit de
poser X = p+ oY, ouY ~ N(0,1).

Simulation d’une variable aléatoire poissonienne Une variable alé-
atoire de loi de Poisson de paramétre A est une variable & valeurs dans IN
telle que :
A
P(X =n)=e?

n
—, sin>0
n!



20 CHAPITRE 1. MONTE CARLO

On verra au chapitre 6 que si {T;, i > 1} est une suite de variables alé-
atoires indépendantes, de loi exponentielle de paramétre A, alors la loi de
Ny = Zn]‘{Tl+"'+Tn§t<Tl+“'+Tn+1} est une loi de Poisson de parametre At.
n>1

N; a donc méme loi que la variable X que l'on cherche a simuler. D’autre
part, on peut toujours mettre les variables exponentielles T; sous la forme
—log(U;)/A, ou les (U;);>1 sont des variables aléatoires suivant la loi uniforme
sur [0, 1] et indépendantes. N; s’écrit alors :

Ny = E N0y U1 <e-A <UL Uz Un }-

n>1

Cela donne un algorithme pour simuler une variable aléatoire de Poisson.

Méthode de rejet On veut simuler une v.a. de loi de densité f (par
exemple par rapport a la mesure de Lebesgue sur IR?), et on suppose qu'il
existe une loi de densité g facile & simuler, telle que

Vo € RY f(z) < k g(a),

ou k est une constante réelle. On pose a(z) = /(@) .

kg(x)
Proposition 1.3.2. Soit (X1, U;) un couple de v.a. indépendantes telles que
Xy suit la loi de densité g et Uy suit la loi uniforme sur[0,1]. SiU; < a(Xy),
on pose X = Xj.

Sinon on rejette Xy et on recommence en générant une suite (X, Up)n>2
de v.a. indépendantes de méme loi que (X1,Uy), jusqu’a Uinstant p o U, <
a(X,). On pose alors X = X,,.

La v.a. X ainsi simulée a pour densité f.

Remarque 1.3.3. 1. La probabilité d’acceptation a linstant 1 de la v.a.
X, vaut

= P(U: < a(X))) = / P(U, < a(x)) Py, (dr) = / a(x)g(x)dz

— [ =

par l'indépendance de Uy et X;.
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Si on ne veut pas trop de rejets lors de la simulation de X, il faut que
cette probabilité d’acceptation py soit la plus grande possible, et donc
que k soit le plus petit possible. Comme f et g sont des densités et que
f < kg, le réel k est en fait nécessairement > 1.

f(x)

k g(x)
1 et donc si la fonction g a une allure similaire a celle de f.

Remarquons de plus que les rejets seront limités si

est proche de

2. L’algorithme ci—dessus est encore valable si la v.a. X a simuler a une
densité f par rapport & une mesure positive u quelconque majorée par
kg ot g est la densité par rapport a p d’une variable Y facile a simuler.
Ceci se traduit par

P(X € A) = /Af(x)u(d:c) < /Akg(:r)u(dx) =kIP(Y € A).

Si la v.a. X a une loi portée par un ensemble discret I/, on peut choisir
pour p la mesure de comptage sur E et la méthode de rejet est ausst
valable pour des lois discrétes, f(x) étant dans ce cas égal o P(X = x).

PREUVE DE LA PROPOSITION 1.3.2 Remarquons tout d’abord qu’au bout
d’un nombre fini d’essais, la relation U, < a(X,) sera vérifiée; en effet

P(7p e N X £ X,) = lim P([){X £ X))

= lim P([{U, > a(X,)})

N—oo
p<N

= lim P(U; > al X))
= 1\}1{2@(1 —p)V

)

puisque les v.a. (X, U,) sont indépendantes et de méme loi. Par conséquent
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PIX € A]= ) P[X=X,,X €A

neN*

= > P {0, > alX,)} U < alX) )X, € A}

neN* p<n—1

= > (W =p)" ' PHU < (X} (X0 € 4Y]

_ pilp[{Ul < (X))} N{X; € A)]
=P[X; € A|U; < a(X))].

Laloi de X est donc la loi de X; conditionnée par I’ensemble d’acceptation
{U; < a(X;)}. Elle satisfait par indépendance de X; et Uy,

IPIX € A] = pil /A]P(Ul < ax))Px,(dx) = k/Aa(:C)g(:c)d:c = /Af(:c)dx.
U

Pour la simulation d’autres lois que nous n’avons pas citées, ou pour
d’autres méthodes de simulation des lois précédentes, on pourra consulter en
particulier les ouvrages [3], [11], [5] et [42].

1.4 Méthodes de réduction de variance

Nous avons vu que la vitesse de convergence de la méthode de Monte Carlo
est de 'ordre de o /+/n. Pour améliorer cette méthode il existe de nombreuses
techniques, dites de réduction de variance, qui cherchent a diminuer la valeur
de 02. Nous allons passer en revue plusieurs de ces méthodes.

Echantillonnage préférentiel Supposons que l'on cherche a calculer
E(g(X)) et que la loi de X soit f(z)dz (sur IR pour fixer les idées). On a :

EMXMIAm@ﬂ@M-
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Mais si f est la densité d'une loi telle que f > 0 et il f(x)dx =1, il est clair
que [E(g(X)) peut aussi s’écrire :

Cela signifie que [E(g(X)) = IE (%), ot Y suit la loi f(z)dz sous IP.
On a donc une autre méthode de calcul de IE(g(X)), en utilisant n tirages
Yi,...,Y, de Y, et en approchant IE(g(X)) par :

(A0S0 o005
n\ fn) f(Yn)
Si Pon pose Z = g(Y)f(Y)/f(Y), on aura amélioré I’algorithme si var(Z) <
var(g(X)). Il est facile de calculer la variance de Z :

var(Z) = (22) — B(Z)? = /R @I ) gx)2

()

Si g(z) > 0, il est facile de voir que, en choisissant f(z) = g(z)f(z)/Eg(X)
on annule var(Z)! Il ne faut pas donner trop d’importance a ce résultat, car
il repose sur le fait que I'on sait calculer IE(g(X)), et c’est justement le but
de la méthode.
Cela permet cependant de justifier I’heuristique suivante : prendre f (x)
aussi proche que possible de |g(x)f(z)| puis la normaliser (diviser par
i f(x)dz) de facon a obtenir une densité dont la loi est facilement simulable.
Evidemment, les contraintes que I’on s’impose sont largement contradictoires.
Donnons un exemple simple pour fixer les idées. Supposons que 1'on
cherche a calculer :

/0 ' cos (m/2) d.

On peut alors remplacer le cos par un polynéme du second degré. Comme la
fonction sous le signe somme est paire, vaut O en z = 1 et 1 en x = 0, il est
naturel de prendre f(z) de la forme A(1 — 2?). En normalisant on obtient,
f(x) = 3(1 — 22)/2. En calculant les variances, on peut constater que cette
méthode a réduit la variance d’'un facteur 100.
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Variables de contrdle Dans sa version la plus simple, il s’agit d’écrire
E(f(X)) sous la forme :

E(f(X)) = E(f(X) = h(X)) + E(h(X)),

avec IE(h(X)) qui peut se calculer explicitement et var(f(X) — h(X)) pe-
tit devant var(f(X)). On utilise alors une méthode de Monte Carlo pour
E(f(X)— h(X)) et le calcul direct pour IE(h(X)).

Commencons par un exemple simple. Supposons que 1'on veuille calculer
fol e*dx. Comme au voisinage de 0, ¢* =~ 1 + z, on peut écrire :

1 1 3
/ emdx:/ (e —1—x)dx+ —.
0 0 2

Il est facile de vérifier que la variance de la méthode diminue alors sensible-
ment.

On peut donner un exemple plus convainquant en considérant le probléme
du calcul du prix call (1.1). Il est facile de vérifier que les prix du put et du
call vérifient :

C—P=E(’-K)="-K.

L’idée est alors d’écrire C = P + ¢ /2 — K et de réaliser une méthode de
Monte Carlo pour P. On a déja vu que l'erreur est alors trés sensiblement
réduite.

Variables antithétiques Supposons que ’on cherche & calculer :
1
I= / f(x)dx.
0

1
Comme x — 1 — x laisse invariante la mesure dz sur [0,1], [ = 3 / (f(z)+
0

f(1—2x))dz. On peut donc calculer I de la fagon suivante. On tire n variables
aléatoires uniformes sur [0, 1] indépendantes Uy, ..., U,, et on approxime [
par :
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Lorsque 'on compare cette méthode a une méthode de Monte Carlo di-
recte a l'issue de n tirages, on peut montrer que la qualité de I’approximation
s’améliore pourvu que

Ef(U)f(1-U) <EfU),

qui est vrai dés que le v. a. f(U) et f(1—U) sont linéairement indépendantes.
On peut généraliser ce genre d’idée en dimension supérieure et & d’autres
transformations préservant la loi de la variable aléatoire.
Par exemple, si 'on cherche a calculer le prix d’un put (1.3), on peut
utiliser le fait que la loi de Z est identique a celle de —Z et réduire la variance
d’un coefficient proche de 2.

Méthode de stratification C’est une méthode bien connue de nos statis-
ticiens sondeurs. Supposons que 'on cherche a calculer I :

I =TE(y(X)) = / 9(2) (2)d.

ot X suit la loi f(z)dx. On commence par décomposer [ en :

= Z Z 1{X€D 1% X))
i=1 i=1

ou D; est une partition de ’ensemble sur lequel on intégre. On utilise alors
n; tirages pour estimer l'intégrale I;. Si 'on note o7 = var(1{xep,39(X)), il
est facile de voir que la variance de I'approximation est donnée par :

m 2

g;
=1 i
m
Et si on minimise cette erreur a an = n fixé, on obtient n; = nzl =
=1
m 2
Le minimum vaut alors — Zoi . On peut montrer qu’il est inférieur a

n
la variance que 'on obtiendra:itlavec n tirages aléatoires par une méthode de
Monte Carlo. Evidemment on ne peut que rarement calculer les o;, ce qui
limite la portée de cette technique (mais on peut toujours les estimer a 'aide
d’une méthode de Monte Carlo!). Pour des considérations approfondies sur

cette technique on pourra consulter [9].
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Valeur moyenne Supposons que ’on cherche a calculer :

E(g(X,Y)) = /g(fv,y)f(ﬂij)dwdy,

ou f(x,y)dzdy est la loi du couple (X,Y).
1
Si l'on pose h(z) = (@) /g(fv,y)f(ﬂf,y)dy, avec m(z) = [ f(z,y)dy, il
m(z

est facile de voir que :
E(g(X,Y)) = E(h(X)).

En effet la loi de X est m(z)dz, et donc :

E(h(X)) = / m(z)h(z)dz = / d / g, 9) @, y)dy = E(g(X,Y)).

On peut d’autre part montrer, en interprétant h(X) comme une espérance
conditionnelle, que :
var(h(X)) < var(g(X,Y)).

Ainsi, si 'on peut calculer explicitement la fonction h(z), il est préférable
d’utiliser une méthode de Monte Carlo pour h(X).

Remarque 1.4.1. On a dit en introduction de ce chapitre que les méthodes
de Monte Carlo étaient particulierement intéressantes pour calculer des in-
tégrales multiples. On verra un exemple typique d’un tel calcul, dans un pro-
bleme de mathématique fiannciére, a l'exercice 9.7.5 qui clét le dernier cha-
pitre de ce manuel.

1.5 Exercices

Exercice 1.5.1. Soit X une v.a. de loi géométrique de parameétre p :
P(X=k=pl-p " k>1

1. Rappeler la méthode classique de simulation a [’aide de tirages a pile
ou face.

2. Donner une autre méthode de simulation de cette loi utilisant la fonc-
tion de répartition et comparer efficacité des 2 méthodes.

Exercice 1.5.2. 1. Rappeler les méthodes classiques de simulation d’une
loi N(0,1).
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2. Proposer un algorithme de rejet permettant de simuler une variable
aléatoire gaussienne a partir de la loi double exponentielle de densité
(A/2) exp (= Alz]).

3. Soit X etY des variables aléatoires indépendantes et de méme loi ex-
ponentielle de parameétre 1.

(a) Trouver la loi conditionnelle de X sachant que {Y > (1 —X)?/2}

(b) Soit Z une variable aléatoire suivant la loi ci dessus et S une
variable aléatoire indépendante de Z prenant les valeurs +1 avec
la probabilité 1/2. Trouwver la loi de SZ.

(c) En déduire une méthode de simulation d’une loi N(0,1).

Exercice 1.5.3. On dit qu’un processus {X(t), t > 0}, est un processus de

Lévy sl posséde les deux propriétés :

P1 : Pour tout systeme (0 =tg < t1 <ty <...<t,) les variables aléatoires
X(ty) — X (tg—1) (1 <k < n) sont indépendantes (on dit alors que X (t)
est un processus 4 accroissements indépendants).

P2 : Laloide X(t+h)— X(t) est indépendante de t (on dit alors que X (t)
est un processus homogéne) et de plus X (0) = 0.

Dans le cas d’un mouvement brownien c’est a dire dans le cas d’un processus
de Lévy tel que X (t) suive une loi N(0,t), trouver la loi de X (t) sachant que
X(t—h)=x et X(t+h) =y. En déduire une simulation récursive de ce
processus.
Meéme question pour le processus de Cauchy c’est a dire dans le cas ot X (t)
suit une loi de Cauchy de densité m (on précisera la méthode de simu-
lation de la loi conditionnelle ci dessus).
Exercice 1.5.4. Soit (X1, X3) un couple gaussien de coefficient de corréla-
tion p et tel que pouri = 1,2 la variable aléatoire X; suive une loi N(p;, 0?).
1. Montrer que si (Y1,Y2) est un couple de variables aléatoires indépen-
dantes de loi N(0,1) alors le couple Z1 = p+01Y1, Zo = ps+o9(pY1+
V1= p2Y3) a méme loi que (X1, Xs). En déduire une méthode de si-

mulation de la loi de ce couple.
2. Généraliser au cas d’une dimension quelconque.
Exercice 1.5.5. Soit X une variable aléatoire réelle de fonction de réparti-

tion F'. On supposera cette fonction de répartition inversible et ’on note F !
s0m tnuverse.
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Comment simuler la loi de X conditionnellement a X > m a Uaide
d’une méthode de rejet ? Fvaluer efficacité de la méthode ? Que se
passe—t—il, en particulier, si m devient trés grand ¢

Si U est une variable aléatoire uniforme sur [0, 1], on pose :
Z=F'"(F(m)+(1—-Fm)U).

Calculer la fonction de répartition de Z et en déduire une méthode de
simulation de X conditionnellement a X > m. Comparer efficacité de
cette méthode a la méthode du rejet.

Généraliser la méthode précédente au cas ot l'on cherche a simuler X
conditionnellement a a < X < b.

On cherche maintenant a simuler X, de loi normale N(u,o0?), condi-
tionnellement a X > m. Montrer que l’on peut se ramener au cas centré
réduit, avec m arbitraire.

Proposer une méthode du rejet basée sur la loi exponentielle translatée

de densité donnée par He_g(x_m)l{m>m}. Comment chotsir le parametre
07

Exercice 1.5.6. Echantillonnage préférentiel : On veut calculer par une
méthode de Monte-Carlo :

pe=P(X €, L+1]),

X étant une variable aléatoire exponentielle de parametre 1.

1.
2.

Donner l'estimateur classique de p, ainsi que sa variance.

Déterminer une fonction d’importance telle que les nouveaux tirages
sotent tous dans Uintervalle [¢, £+ 1]. Calculer la variance de ce nouvel
estimateur et conclure pour les grandes valeurs de (.

Exercice 1.5.7. Réduction de variance

1.

2.

Proposer une méthode d’échatillonage préférentiel pour le calcul de

I =T (1ge=0p exp 5€) ,

st € est une gaussienne centrée réduite et § = 5.

Proposer une méthode de variable de contrdle pour le méme calcul.
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3. Améliorer votre estimateur a l'aide d’une technique de variables anti-
thétiques.

Exercice 1.5.8. Le but de cet exercice est de prouver que la méthode des va-
riables antithétiques réduit bien la variance lorsque la fonction est monotone
en chacune de ses variables.

1. On suppose que f et g sont deux fonctions croissantes bornées de IR
dans IR. Montrer que, si X etY sont deux variables aléatoires réelles,
on a :

E(f(X)g(X)) + E(f(Y)g(Y)) = E(f(X)g(Y)) + E(f(Y)g(X)).

En déduire que si X si est une variable aléatoire réelle :
E(f(X)g(X)) = E (f(X)) E (9(X)) & Cov(f(X),9(X)) =0
2. Montrez que, si Xq,...,X, sont n variables aléatoires indépendantes :
E(f(Xy,...,X0)9(X1,..., X,)|Xn) = &(X,),

® étant une fonction que l'on explicitera sous forme d’une espérance.
En déduire que, si f et g sont deux fonctions croissantes en chacun de
leur arguments :

E(f(X1, .., X)g(X1s o X)) > E (F(X1, o, X)) E (g(X1, .., X)) -

3. Soit h une fonction de [0,1]" dans IR monotone en chacun de ses arqu-
ments, et Uq,...,U, des variables aléatoires indépendantes suivant la
loi uniforme sur [0,1]. Montrer que :

Cov(h(Uy, ..., U R —Uy,...,1—Uy)) <0,

et en déduire que le méthode des variables antithétiques réduit la va-
riance dans ce cas.

Exercice 1.5.9. Soit (Uy,...,U,) un échantillon i.i.d. de loi uniforme sur
0,1] et (Vi < Va... < V) Uéchantillon ordonné. On convient que V1 =
1,Vo=0 et pouri=20,...,n on pose A; = V1 — V.
1. Trouwver la loi du couple (V;,Viy1) pouri=1,...,n—1 et la loi de A
pouri=20,...,n
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2. Montrer que supy<,<, A; converge presque sirement vers 0.

3. Soit h une fonction continue nulle en 0. Montrer que [’estimateur :
Zn = Ah(V)
=0

converge presque sturement vers I = fol h(u)du.

4. Montrer que : X
E(Z,) = /0 (1 —=2")f(v) dv

En déduire que Z,, est un estimateur asymptotiquement sans biais de
I. Pouvait-on prévoir ce résultat sans calcul ?

5. On suppose de plus que h est de classe C*. Montrer quil existe une
constante K avec :

Z, — 1| < KiAf

=0

En déduire la vitesse de convergence de Z,, vers I dans L'.

Exercice 1.5.10. Programmation On reprend les formule (1.1) pour le
priz d’une option d’achat (call) et (1.3) pour le priz d’une option de vente
(put). On déduit de Uidentité x =z — (—x)" la formule de parité call-put

C — P =IEe? - K,

ot lespérance TEe°? se calcule explicitement, et vaut exp(o?/2), d’ou une
méthode de variable de controle, dont il est clair (pourquoi?) qu’elle réduit
la variance.

Par ailleurs, puisque Z et —Z ont la méme loi, on peut appliquer au calcul
par Monte Carlo du call comme du put la méthode de réduction de variance
par variable antithétique.

Dans l'expérimentation numérique on choisira o = 1.5 ainsi que K = 1.
On fera tous les calculs de Monte Carlo avec des tailles d’échantillon N =
1 000, 10 000 et 100 000. Pour chaque résultat, on donnera [’estimateur de
Monte Carlo, et un intervalle de confiance a 95 %, basé sur le TCL et une
estimation de la variance.

1. Calculer la valeur donnée par la formule de Black-Scholes (1.2).
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2. Calculer la valeur de C' par Monte Carlo, en utilisant la formule (1.1),
puis en utilisant la formule de parité call-put et (1.3) pour le calcul de
P par Monte carlo.

3. Effectuer les deux mémes calculs, en utilisant une méthode de variable
antithétique.
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Chapitre 2

Chaines de Markov

Introduction

Une chaine de Markov est une suite aléatoire {X,;n =0,1,2,...}, définie
sur un espace de probabilité (2, F,IP), a valeurs dans un ensemble E qui
peut étre arbitraire, mais qui sera ici soit fini soit dénombrable, et qui jouit
de la propriété de Markov. Sans donner tout de suite une définition formelle,
indiquons qu’une suite de Markov a la propriété que connaissant X,,, on peut
oublier le passé pour prédire ’avenir. Une facon de fabriquer une telle suite
est de se donner une suite de v.a.{Y,, n > 1} qui sont mutuellement indé-
pendantes, et globalement indépendantes de X, a valeurs dans F', et une
application f:IN x F x FF — E, t.q. pour n > 1,

Xn = f(n7 anh Yn)

D’une certaine fagon, c’est le modéle le plus simple d’une suite de v. a. non
indépendantes.

Les deux chapitres qui suivent donneront un apercu des nombreuses ap-
plications des chaines de Markov. Notons que nous allons présenter la théorie
des chaines de Markov homogeénes (dans la formule de récurrence ci—dessus,
cela revient a prendre f indépendante de n, et les Y,, de méme loi), méme
si dans plusieurs applications on a besoin de chaines non homogeénes. Méme
dans ces cas-la, les propriétés asymptotiques des chaines homogénes sont
cruciales.

33
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2.1 Définition et propriétés élémentaires.

Nous allons définir et étudier les chaines de Markov {X,;n € IN} a va-
leurs dans un espace (fini ou) dénombrable E. On notera x,y, ... les points
de E. Pour alléger la rédaction, on conviendra que pour chaque condition fai-
sant intervenir une probabilité conditionnelle IP(A|B), celle—ci n’est supposée
vérifice que dans le cas o IP(B) > 0.

Définition 2.1.1. Le processus stochastique {X,;n € IN} a valeurs dans
E est appelé une chaine de Markov si pour tout n € IN, la loi condition-
nelle de X, 11 sachant Xy, X1, ..., X, est égale a la loi conditionnelle sachant
X, t.eVrg,...,x,, Yy € E,

IP(Xn+1 = y|X0 = ZL‘Q,Xl =T1y... ,Xn = l‘n) = IP(Xn_H = y|Xn = ZL‘n)

Un critére simple qui permet dans la plupart des cas de vérifier qu'un
processus est une chaine de Markov est donné par le :

Lemme 2.1.2. Soit E et F' deux ensembles dénombrables, et f une applica-
tion de IN x E X F dans E. Soit Xo,Y7,Ys,... des v.a. mutuellement indé-
pendantes, Xo a valeurs dans E et les Y, a valeurs dans F, et {X,,, n > 1}
le processus a valeurs dans E défini par

Xn+1 = f(n7Xn7 Yn—l—l)a n € IN.
Alors {X,,, n € IN} est une chaine de Markov.

PREUVE

P(X,1 =y|Xo=x0,..., X, =x,)
P(Xp=w0,..., X0 =20, Xpp1 = 9)
P(Xy=xg,..., X, =)
B P(Xo=x0,...,Xn=2Tpn,Yni1 = 2)
B Z IP(Xo=z0,..., X, =)

{zf(n,xn,2)=y}
= Y PYa=2)
{Z;f(nvxnvz):y}
IP(Xn = Ty, Xpnp1 = y)
P(X, =z,)
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O

Une chaine de Markov est I’analogue d’un systéme déterministe défini par
une relation de récurrence du type :

Tn41 = f(n7$n)>

par opposition aux systémes “avec mémoire’du type :
Tpi1 = [N, Tpy Tp1, .., T1,X0).
Ici la fonction f(n,-) est remplacée par la “matrice de transition” :
P, =P(X, 41 =y|X, =2).

Dans toute la suite, cette matrice P = (P,,; =,y € E) sera indépendante de
I'instant n. On dit que la chaine de Markov est homogéne.

La matrice P est dite markovienne (ou stochastique), au sens ou elle
vérifie la propriété que Vo € E, le vecteur ligne (P,,; y € E) est une mesure
de probabilité sur F, c’est a dire :

P,y >0,Vy€E; Y Ppy=1

yek

Comme on va le voir, la loi d’une chaine de Markov est entiérement détermi-
née par la donnée d’une “loi initiale” (u,; = € E), qui est la loi de Xy, et de
la matrice de transition de la chaine.

Définition 2.1.3. Soit u une probabilité sur E, et P une matrice marko-
vienne. Un processus stochastique {X,; n € IN} a valeurs dans E, et défini
sur un espace de probabilité (2, F,IP), est une chaine de Markov (u, P) (i.e.
de lot initiale v et de matrice de transition P) si :

(i) TP(Xo==zx)=p,, Vx € E.
(ZZ) IP(Xn_H = y|X0 = Zgy..- aXn—l = Tp-1, Xn = l‘) = ny,
vx()u sy Tp—1, T, Y.
Proposition 2.1.4. Une CNS pour qu’un processus {X,, n € IN} a valeurs

dans E soit une chaine de Markov (u, P) est que ¥Yn € N, la loi du v.a.
(Xo, X1,...,X,) soit donnée par

]P(XOZIL'Q,Xl:l‘l,...,Xn:l‘n):,uxOPmoml XX P

Tn—1Tn*
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PREUVE
CN. Si IP(XO =20,...,Xp_1 = xn—l) > 0,

IP(XO =20, .- ,Xn = fL'n) = IP(Xn = xn|X0 = Tpy .- aXn—l = xn—l)
X - x P(Xy = 21| Xo = 20)IP(Xo = o)

et I'égalité ci—dessus résulte de la définition. Sinon, les deux membres de
I’égalité de I’énoncé sont nuls (considérer le plus petit indice & tel que IP( Xy =
{L‘Q,...,Xk :ZL‘k) :0)

CS. Le (i) de la définition résulte de I'égalité de I'énoncé. Le (ii) s’en
déduit aisément. Démontrons en fait plus que (ii).

]P(Xn+1 — xn+1, . e 7Xn+p — :Cn+p|X0 — .ﬁCO, . e ,Xn - .Tn)
_/~L£B0P$0:B1 XX P,

Tntp—1Tn+p

PaoProzy X =+ X Pry_1a,

(ii) s’en déduit en choisissant p = 1. O

On a en fait montré le :

Corollaire 2.1.5. Si {X,,; n € IN} est une chaine de Markov (u, P), alors
pour tous n,p, To, ..., Tnip

]P(Xn+1 = Tn+ls--- 7Xn+p = $n+p|Xo =T, Xp = $n)
= Pl'nl'n+1 XX Pl'n+p—lxn+p'

Une probabilité p sur F est considérée comme un vecteur ligne, une ap-
plication g : ' — IR est considérée comme un vecteur colonne, ce qui justifie

les notations
(NP)y = Z,uxpmy

zeFE
(Pg)x = Z Pa&ygya
yeE
et I'intégrale d’une fonction g par rapport & une mesure p s’écrit (si la somme
converge absolument)
Hg =Y lhale

zel

Proposition 2.1.6. Soit {X,,,n € IN} une chaine de Markov (u, P). Alors
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(1) P(Xn=y[Xo=2) =P (Xnyp = y|Xp =) = (P")ay

(i) P(X,=vy)=(uP"),
(i) IE[g(X,)|Xo = 2] = (P"g),

PREUVE
(i)

P(X,=ylXo=2)= > P(X,=y,Xp1 =20 1,..,X1 = 21| X0 = 2)

(i)  On remarque que

:Z]P(Xn:y,onx)

zel

= Z IP(Xn = y|X0 = $)Mm>

el
et on utilise (i).

(iii)  On utilise & nouveau (i) a partir de :

Elg(X,)[Xo = 2] =Y g,P(X, = y|Xo = 2)

yerR

2.2 Exemples

2.2.1 Marche aléatoire sur FE = Z¢

Soit {Y,,;n € IN*} une suite de v.a. i.i.d. & valeurs dans Z?, de loi commune
A, et Xy une v.a. a valeurs dans Z? indépendantes (Y,,). Alors

XnJrl =X, + Yn+17 €N
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est une chaine de Markov (p, P), avec p=loi de Xy, et P, = A\,_,. Le cas le
plus classique des marches aléatoires dans Z? est le cas des marches aléatoires
symétriques partant de 0, i.e.

= do
1
Aey = —,
DY
oil (ey,...,eq) est une base orthonormée de IR%.

2.2.2 Processus de Galton—Watson

C’est un processus de branchement {Z,;n € IN} ou Z,, désigne le nombre
d’individus de sexe male de la n-iéme génération portant un nom donné,
ces individus étant tous issus d’un méme ancétre, 'unique male formant la
génération 0 (Zy = 1 p.s.). On suppose que chacun des maéles de la n—iéme
génération engendre £ enfants males (1 < i < Z,,) de telle sorte que

Zn

n

Zny1 = E &
1=1

Notre hypothése fondamentale est que les v.a. {£fi = 1,2,...,n =
0,1,2,...} sont i.i.d., de telle sorte que en particulier Z, et {{f,..., &), ...}
sont indépendants.
Les {Z,, n € IN} forment une chaine de Markov (u, P), a valeurs dans
IN, avec pu = 4y,
Pry = (0™)y,

ot p*®, la z—éme puissance de convolution de la loi p sur IN des &) i.e. la loi
de la somme de z v.a. i.i.d. de loi commune p.

2.2.3 File d’attente en temps discret

On considére une file d’attente qui se forme a un guichet. X,, désigne le
nombre de clients dans la file en attente ou en train de se faire servir a 'instant
n. Entre les instants n et n+1 arrivent Y, clients, et si X,, > 0 partent 7,1
clients. On suppose que Xy, Y1, 71, Y3, Z5... sont indépendantes, vérifiant
0 <IP(Y, =0) <1, etles Z, vérifiant P(Z,, = 1) =p=1—-1P(Z, = 0).
C’est a dire que

Xnr1 = Xo + Yo — Lix, >0 Znt1-
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2.3 Propriété de Markov forte

Soit {X,;n € IN} une chaine de Markov a valeurs dans F, définie sur
I'espace de probabilité (2, F,IP). Etant donné p une probabilité sur E, on
utilisera la notation IP,, pour désigner n’importe quelle probabilité sur (€2, F)
telle que sous IP, la suite { X,,, n > 0} est une chaine de Markov de loi initiale
i, i. e. la loi de X est la probabilité u, soit

IP,(Xo=12)=p,, x € E.

Dans le cas u = J,, on notera IP, pour IPs,. IP, s’interpréte comme la pro-
babilité conditionnelle, sachant que X, = x. Pour tout n > 0, on notera F,
la tribu des événements “déterminés par Xg, Xq,..., X, i.e.

Fo = {{w; (Xo(w), ..., Xn(w)) € Bn}, B, € P(E™)}.

Théoréme 2.3.1. Soit {X,;n > 0} une chaine de Markov (u, P). Alors
pour tout n € IN, x € E conditionnellement en {X,, = x}, {X,4,;p > 0} est
une chaine de Markov (0, P) indépendante de (Xo, ..., X,), autrement dit
pour tout A € F,, et pour tout m >0, x1,...,x, € E,

PAN{X,i1=21,..., Xpim = 2 }| X, = 2)
=P(AIX, =2)P, (X1 =21,..., X =2,)

PREUVE

Il suffit de faire la preuve dans le cas A = {Xog = yo, X1 = v1,..., X,y =
Yn} (A est une réunion au plus dénombrable d’événements disjoints de cette
forme, et le cas général s’en déduira donc par la o—additivité de IP). II suffit
de considérer le cas ¥y, = x, car dans le cas contraire les deux membres de
I’égalité sont nuls. Le membre de gauche de I'égalité de I’énoncé vaut

]P(XO :yo,...,Xn :.Z',XnJrl :.Z'l,...,Xner :.ﬁCm)
P(X, =x)

ce qui vaut, en appliquant deux fois la Proposition 2.1.4,

IP(A)

I S Pmn1 lem ce P
IP(Xn — .7}) X X X X

Tm—1Tm)

soit
PAIX, =2)P.(Xy =x1,..., X = 2m).
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n

Le résultat précédent dit en particulier que le passé et le futur sont condi-
tionnellement indépendants, sachant la position de la chaine a 'instant pré-
sent n.

Nous allons maintenant étendre la propriété de Markov en remplagant
I'instant fixe n par un instant aléatoire qui vérifie une propriété particuliére.

Définition 2.3.2. Une v.a. T a valeurs dans IN U {+o0} est appelée un
temps d’arrét si Vn € IN,

{T =n} € F,.

Autrement dit, 'observation de Xg, X1, ..., X, la chaine jusqu’a l'instant
n, permet de décider si oui ou non 7" vaut n.

Exemple 2.3.3. i) Vi€ n, Uinstant S; du premier passage a l'état x :

g _ inf{n > 0; X,, =z} si un tel n eziste,
’ 400, stnon;

est un temps d’arrét, ainsi que linstant du “premier retour 7 a [’état x

T _ inf{n > 1, X,, =z} si un tel n existe,
’ +00, stnon.

Remarque 2.3.4. Avec la convention que l'inf de l’ensemble vide vaut +oo,
il est inutile de définir ces temps sur deuz lignes :

T, =inf{n > 1; X,, = x}.
T, est bien un temps d’arrét, puisque
{T,=n}={X1#z}n...N{Xp_1 # 2} N{X, =z}
ii) VYA C E, le temps d’atteinte de A
Ty=1inf{n > 1; X, € A}

est un temps d’arrét.
iii) Par contre, l'instant de dernier passage en A

Ly=sup{n>1,X, € A}

n’est pas un temps d’arrét.
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On notera Fr la tribu des événements “déterminés par Xg, X1, ..., X77,
définie comme la tribu des événements B € F tels que Vn € IN,

BNA{T =n} € F,.

Théoréme 2.3.5. (Propriété de Markov forte) Soit {X,, : n > 0} une chaine
de Markov (u, P), et T un temps d’arrét. Conditionnellement en {T < co}N
{X7r =2}, {Xrin;n > 0} est une chaine de Markov (0, P) indépendante de
Fr. Autrement dit, pour tout A € Frp, et pour tout m >0, xq,...,x, € F,

PAN{Xri1=21,.. ., Xpym = 2} X =2, T < 0)
=PAXr=2,T <00) x P (X1 =21,...,X;m =)

PREUVE Il suffit de montrer que Vn € IN,

]P(A N {T = TL} N {XT+1 =T1y... 7XT+m = ZL‘m}|XT = l‘)
=PAN{T =n}| Xy =2)P.(Xy =21,..., X;n = ),

ce qui résulte du Théoréme 2.3.1, puis de sommer sur n.

2.4 Etats récurrents et transitoires

On définit comme ci—dessus
T, = inf{n > 1; X,, = z}, et on pose la

Définition 2.4.1. L’état x € E est dit récurrent si P, (7, < c0) = 1, et
transitoire dans le cas contraire (i.e. si P, (T, < 00) < 1).

On définit le nombre de retours a l'état z :

NJ: - Z 1{Xn:x}

n>1
Proposition 2.4.2. a) Six est récurrent,
P, (N, = +00) = 1.
b) Six est transitoire,
P, (N, = k) = (1 — II)II*, k >0,

avec 11, = P, (T, < 00) (en particulier N, < oo, P, p.s.)
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PREUVE Posons
T? = inf{n > T,, X,, = x}
=T, + inf{n >0, X1 4, = z}.
On vérifie (exercice) que T2 est un temps d’arrét.

P, (T2 < 00) = P,(T? < o0|T, < 00)IP,(T, < 0)

=Y P (T} =T, +n|T, < 00)P,(T, < ).
n=1

Mais, en utilisant le Théoréme 2.3.5 on obtient

P,.(T? =T, + n|T, < )
=P, (Xr,41 # 2, ., Xryyn1 # 2, Xy = 2|1 < 00)
=P, (X #x,..., X1 #2,X,=2)
— P,(T, = n)

Finalement

P, (T? < 00) = (IP,(T}, < 00))?, soit
Py (N, > 2) = (P4 (T < 00))*,

et on montre en itérant le méme argument que
P.(N, > k) = (IP(T, < 0))*, k€ IN.
Les deux parties de la Proposition se déduisent aisément de cette relation.

Corollaire 2.4.3. L’état x est récurrent ssi

e}

n=0
PREUVE

E.(N,) = S P,(X, = )

n>1

=D (P

n>1
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D’aprés la proposition, cette quantité est infinie lorsque x est récurrent. Mais
si x est transitoire,

(V) = 3 k(- )
= 1__[(1 — 1) < o0

Définition 2.4.4. On dit que l’état y est accessible a partir de x (noté
x —y) sl existe n > 0 tel que IP.(X,, = y) > 0. On dit que les états x ety
communiquent (noté <) six —y ety — x.

La relation x < y est une relation d’équivalence (exercice), et on peut
donc partitionner E en classes d’équivalence modulo la relation «.

Notons que z — y < 3In > 0 t.q. (P"),, > 0, puisque P,(X, = y) =
(P™)4y (Proposition 2.1.6(i)).

Théoréme 2.4.5. Soit C' C E une classe d’équivalence pour la relation <.
Alors tous les états de C' sont soit récurrents soit transitoires.

PREUVE Soit x,y € C. 1l suffit de montrer que x transitoire = y transitoire
(car alors par 'absurde y récurrent = x récurrent). Comme z < y, d’aprés
la derniére remarque 3 n,m > 0 t.q. (P"), > 0 et (P™),, > 0. Mais ¥r > 0,

(P ) g 2 (P")ay (P7)yy (P™)ya)

et
o0 1 o0
(P")yy < e S (P, < o0,
; " (P")my(Pm)yan:O

Définition 2.4.6. Une chaine de Markov (u, P) est dite irréductible si
E est constitué d’une unique classe d’équivalence. Elle est dite récurrente
irréductible si elle est irréductible et si tous les états sont récurrents.

Proposition 2.4.7. Toute chaine de Markov irréductible sur un espace fini
E est récurrente irréductible.

PREUVE Par I'absurde, puisque E est fini, il y a au moins un état qui est
visité une infinité de fois avec une probabilité non nulle, donc p.s. d’aprés la
dichotomie de la Proposition 2.4.2, et cet état (donc tous les états) est (sont)
récurrent(s).
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2.5 Le cas récurrent irréductible

Dans cette section, on suppose la chaine irréductible récurrente. Nous
allons commencer par étudier les excursions successives de la chaine entre
deux retours successifs a I'état x :

gk; = (XT;WXTQQC—I—I? e ,XTQICC-H), kf 2 O

Ces excursions sont des suites aléatoires de longueur aléatoire finie > 2,
formées d’états de E distincts de x, sauf le premier et le dernier qui sont
égaux a x. Notons U I'ensemble des suites

u=(x,T1,...,Tpn, ),

avecn > 0, xy # x,1 < { < n.U est dénombrable, et constitue I’ensemble des
valeurs possible des excursions £y, &1, . ... Ces v.a. prennent donc leurs valeurs
dans un ensemble dénombrable, et leur loi de probabilité est caractérisée par
les quantités

]P(gk = u), ueU.

Proposition 2.5.1. Sous P, la suite (Ey, &, ...) des excursions est i.i.d.,
c’est a dire qu’il existe une probabilité {p,, u € U} telle que pour tout k > 0,
Ug, ..., up € U,

k
P, (& = ug, &y = u, ..., E = ug) = HPW-
=0

PREUVE C’est une conséquence de la propriété de Markov forte. En effet,
{& = up} € Fr,, et 'événement

{E&1=uy,...,&E =u}
est de la forme
X, =21, Xy = 10,
pour p >0, z1,...,x, € E. Donc
P.(& = uo, & = ur,y ..., E = ug)
=P, {& =w}N{Xnn =21,.... X4 = 2}T, < 00)
=P, (& =up)P(Xy =a1,..., X, =12)
=1P,.(E = up)Pp(E = w1, ..., Ep1 = ug)
=1P,.(& = up)P.(E = uy) X ... x P.(E = ug)

= PugPui X+ X Puys
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si {py,u € U} est la loi de & sous IP,. O

On appelle mesure sur E un “vecteur ligne” {v,;z € E} tel que 0 <, <

00, Vz. Dans le cas ol la mesure est finie, g Yz < 00, on peut la normaliser
zelR
Yz

Zz ’YZ

invariante (par la matrice de transition P) si

pour en faire une probabilité sur F, , T € E) . Une mesure 7 est dite

YP =1, ie.

nyyPyx =Y, ¢ € F.

yek

Une mesure 7 sera dite strictement positive si v, > 0, Vo € E.

Une mesure de probabilité v est invariante ssi la chaine (v, P) a la pro-
priété que 7 est la loi de X,,, Vn € IN, donc Vn, {X,1n;m € IN} est une
chaine (v, P).

Remarque 2.5.2. Soit w une probabilité invariante, c’est a dire une proba-
bilité qui vérifie 1P = mw, ou encore Vx € E,

> Py = mo(1 = Pua),
y#x

sott
P(X, #z, X =2) =P(X, =z, X,,11 # ),

ce qui signifie qu’a l’équilibre, le nombre moyen de départs de l’état x entre
les instants n et n 4+ 1 est égal au nombre moyen d’arrivées a [’état x entre
n et n+ 1. On voit que ’équation qui caractérise la probabilité invariante est
tres intuitive.

Théoréme 2.5.3. Soit {X,;;n € N} une chaine de matrice de transition P
récurrente irréductible. Alors il existe une mesure strictement positive inva-

riante v, unique & une constante multiplicative pres.

PREUVE Existence Posons 7, =nombre moyen de visites a I'état y lors de
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I'excursion &, partant de x, soit

T
f}/y - IEJE Z 1{Xn7y}
n=1

= (Z ]Px(Xn—l =zn—-1< TJ:)) sz
E

Notons que 'on a utilisé la récurrence a I’avant derniére égalité. On va main-
tenant utiliser l'irréductibilité de la chaine. 3 n,m tels que (P"),, > 0,
(P™)ye > 0. Donc, puisque 75 =1,

0 < (P")ay =75 (P")ay < 7;
0<(P")ay =7 (P")ey < (V"P")y = 75

Donc 7* est bien une mesure strictement positive, qui vérifie v¥ = 1.

Unicité Soit A invariante telle que A, = 1. On va montrer que A > ~%, puis
que A = 7*. notons que cette partie de la preuve du théoréme n’utilise que
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lirréductibilité.

Ay = Poy + Z)‘zlpzw

Z17T
= Loy + ZPJJZ1PZ1y+ Z Azy Py Py
z17x 21,227

00
ZZ Z sznpznzn_lx"'xpzly

n=0 z1,...,z2n#x
= Z]Pm(XnH =y, T, >n+1)
n=0

Donc 4t = A — ~* est aussi une mesure invariante, et p, = 0. Soit y € E, et
n tel que (P"),, > 0. Alors

0=p, = ZNZ(Pn)zm > 1y (P")ya-

zeE

Donc p,, = 0, et ceci Vy € E. O

On a vu qu'un état x est récurrent si
P, (T, <o) =1.

Posons m, = IE,(T,).
Si cette quantité est finie, ’état x est dit récurrent positif, et sinon
récurrent nul.

Théoréme 2.5.4. On se place a nouveau dans le cas irréductible. Un état x

est récurrent positif ssi tous les états sont récurrent positifs, ssi il existe une

1
probabilité invariante, et dans ce cas elle est donnée par m = (1, = —, = €
m

E). :

PREUVE Notons que

=3
yeE
X
Donc si z est récurrent positif, la probabilité = = (7, = V—y, y € E) est une

probabilité invariante. ’
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Réciproquement, si 7 est une probabilité invariante, par l'irréductibilité
(cf. la fin de la preuve de l'existence dans le Théoréme 2.5.3), 7 est strictement
T
positive, donc si x est un état arbitraire, A = [\, = £, y € F'| est une
Trl‘
mesure invariante qui vérifie \, = 1. Par lirréductibilité et la preuve de
I'unicité dans le Théoréme 2.5.3,

mx:Zﬁ:Z%:ﬁi<oo.

yer yer z

Donc 'état x, comme tous les états, est récurrent positif. Il

La dichotomie suivante résulte des deux théorémes précédents : dans le
cas récurrent irréductible, la chaine est récurrente positive s’il existe une pro-
babilité invariante, récurrente nulle si toute mesure invariante est de masse
infinie (Y, m; = +o00). En particulier, si |E| < oo, il n'existe pas d’état
récurrent nul, tout état récurrent est récurrent positif.

Corollaire 2.5.5. Soit {X,,} une chaine de Markov irréductible, récurrente
positive. Pour tout x € E, on pose T,, = inf{n > 0, X,, = x}. Alors pour tout
ye kL,

E,(T,) < co.

PREUVE Remarquons que
Te > Tolir, <10},
d’ou en prenant ’espérance sous IP,,
my > B, (T,|T, < T,)P.(T, < T,).

Mais il résulte de propriété de Markov forte que IE,(T,|T, < T,) > E,(T;),
et de l'irréductibilité que IP, (7, < T) > 0. Le résultat est établi. O

Remarque 2.5.6. Cas non irréductible. Limitons nous pour simplifier
au cas |E| < oco. 1l existe au moins une classe récurrente (nécessairement ré-
currente positive), donc il ezxiste au moins une probabilité invariante. Toute
probabilité invariante ne charge que les états récurrents. S’il y a une seule
classe récurrente, alors la chaine posséde une et une seule probabilité inva-
riante. Sinon, a chaque classe récurrente on associe une unique probabilité
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mvariante dont le support est cette classe, et toutes les mesures invariantes
s’obtiennent comme combinaison linéaire convexe des précédentes. Donc dés
qu’tl existe au moins deux classes récurrentes, il y a une infinité non dénom-
brable de probabilités invariantes.

Revenons au cas irréductible. On peut maintenant établir le théoréme
ergodique, qui constitue une généralisation de la loi des grands nombres.

Théoréme 2.5.7. Supposons la chaine irréductible et récurrente positive.
Désignons par m = (m,, x € E) son unique probabilité invariante. Si f : E —
IR est bornée, alors IP p. s., quand n — oo,

LS = Y mf (@),

zel

PREUVE Par hypotheése, il existe ¢ tel que |f(z)| < ¢, Vo € E.

Définissons
Nx(”) = Z 1{Xk=:v}7
1<k<n
le nombre de retours a ’état z avant 'instant n. On veut étudier les limites

quand n — oo de

n

Désignons par S S ... S* ... les longueurs des excursions
E0,E1,...,&, ... partant de z. On a

SO g SNl <y < S0 g g SN0,

Donc
S0t 4SS s
N,(n) ~ Ng(n) — N (n)

Mais par le caractére i.i.d. des & (donc aussi des S¥),

Nz (n)

Sp+--+5:

— E.(T,) =m, P, ps.

Comme N, (n) — 400 P, p.s.,

N, (n)

— m, P, p.s.
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N.(n 1
(n) — — [P, ps.
n my
Cette convergence a également lieu IP,, p.s., Vu loi initiale, puisque les li-

mites de N””T(”) sont les mémes pour la chaine {X,,;n > 0} et pour la chaine

Soit maintenant F' C E. On note f = Z . f ().

zeFE

1 & - N,(n)
£ -] =[5 () o
k=1 el
N, N,
<c) n) x—l—cZ( <n)+m>
el n ¢ F n
N, Ny
3 B N A
zeF n el " z¢F
Ny
<2e | N S,
el " ¢ F
On choisit F fini tel que Z Ty < 45, puis N(w) tel que Vn > N(w),
z¢F ¢
Z Nm(n) — Ty < i’
n 4c
zeF
et le résultat est établi dans le cas f bornée. U

On va maintenant établir un théoréme de la limite centrale, en nous li-
mitant - pour simplifier - au cas F fini.

Théoréme 2.5.8. Soit {X,;n € IN} une chaine de Markov a valeurs dans
E fini, de matrice de transition P irréductible. Soit m ['unique probabilité
invariante de la chaine, et f: E — IR telle que

Wf:mem:O

zeFE

Alors il existe oy > 0 tel que, quand n — oo,

1 n
N E f(Xk) converge en loi vers o7,
n
1
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ot Z ~ N(0,1).
PREUVE
1y N g (Ne)
ﬁzlzf(Xk)—;ffm< ) )
_ Na(n) [ /Na(n) n
_;mfx\/ . ( —— Ngg(n))

Par le méme raisonnement que dans la preuve du théoréme ergodique, cette
derniére quantité se comporte quand n — oo comme

N, GO 4 ...y GNe(n)
S g S
n

z€FE V Nx <n) ’

Gk _ gk _ 1
avec Sy = S; — —.

x
Par le théoréeme de la limite centrale pour les v.a. i.i.d., le vecteur dont
la x—iéme coordonnée est

S04 4 Gt

converge en loi quand n — oo vers un vecteur aléatoire gaussien centré. En
outre, on a les convergences p.s.

N (n)

— My, ¢ € F.

On en déduit la convergence en loi de la somme ci-dessus vers une v.a.
gaussienne centrée. OJ
Le calcul de la variance UJ% ne se déduit pas aisément de la preuve ci—
dessus. On va donner - sans démonstration - une formule pour aj%. Au moins
sous les hypothéeses du Théoréme 2.6.7 ci—dessous, la quantité suivante est
bien définie :

(Qf)e =Y [ Eu[f(Xn)), x € E.

Notons que

(I-P)Qf =7
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On a

o2 =3 m(Qf)2 Zm PQf)?

zeFE

_2271 Qf Zﬂ-xfa

2.6 Le cas apériodique

On vient de montrer en particulier que dans le cas irréductible récurrent
positif,

1 n

— 1y, — .S.

LS L = b
k=1

quand n — co. En prenant ’espérance sous IP,, on obtient que
1, o
" Z(P Jay — Ty, Y,y € E.

On voit que les moyennes de Césaro des (P*),, convergent. On peut se poser
la question : est—ce que

(P")gy — 1y, Yo,y € £ 7

Il est facile de voir que ce n’est pas toujours le cas sous ’hypothése irréduc-
tible et récurrent positif.

Considérons une marche aléatoire sur £ = Z/N, N entier pair (i.e. on
identifie 0 et N)

avec les Y, i.i.d. a valeurs dans {—1, 1}, autrement dit
X,=Xo+Yi+---4Y,) mod N.

Cette chaine est irréductible, et récurrente positive car E est fini. Mais
(P?+1),, = 0, pour tout € E. Dans le cas particulier N =2, on a P?* =T
et P2+l = p.

Pour espérer avoir la convergence souhaitée, il faut faire une hypothése
supplémentaire
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Définition 2.6.1. Un état x € E est dit apériodique si AN tel que

(P")zr >0,  pour tout n > N.

Lemme 2.6.2. Si P est irréductible et s’il existe un état apériodique x, alors
Vy,z € B, 3IM tel que (P"),. > 0, Yn > M. En particulier, tous les états
sont apériodiques.

PREUVE D’apreés l'irréductibilité 3r,s € N tels que (P")y, > 0, (P*),. > 0.
En outre

(P9 2 (P P™)a(P)e > 0,

dés que n > N. Donc on a la propriété désirée avec M = N +r + s.

Remarque 2.6.3. Placons nous dans le cas irréductible, récurrent positif.
Soit w la probabilité invariante. m, > 0, Vy € E. Donc (P")y, > 0 a partir
d’un certain rang N est une CN pour que (P")y, — m,. On va voir mainte-
nant que c’est une CS.

Théoréme 2.6.4. Supposons P irréductible, récurrent positif et apériodique.
Soit m l'unique probabilité invariante. Alors si {X,;n € IN} est une chaine
de Markov (u, P), Vy € E,

soit

(p’Pn)y - 7Ty7

pour toute loi initiale p. En particulier, Vx,y € E,
(P") gy — Ty

PREUVE On va utiliser un argument de couplage. Soit {Y,,,n € IN} une
chaine de Markov (, P), indépendante de {X,,;;n € IN}, et x € E arbitraire.
On pose

T=inf{n>0; X, =Y, =z}
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Etape 1 Montrons que IP(T' < c0) = 1.

{W,, = (X,,,Yn);n € IN} est une chaine de Markov a valeurs dans E x E,
de loi initiale A (avec A(yu) = jtoTy), et de matrice de transition p(x,u)(y,v) =
P,,P,,. Comme P est apériodique, Vz,u,y, v, pour n assez grand

(P") @) = (P")ay(P")uw > 0.
Donc P est irréductible. En outre, P posséde la probabilité invariante
T(zu) = TaTy-

Donc, d’aprés le Théoréme 2.5.4, P est récurrent positif. 7" est le premier
temps de passage de la chaine {W,} au point (z,x); il est donc fini p.s.

Etape 2 On pose

Z = Xn, n<T;
Y,, n>T.

On va maintenant montrer que {Z,;n € IN} est une chaine de Markov (u, P).

Notons que par la propriété de Markov forte, les deux processus { X7,;
n >0} et {Yry,);n > 0} sont des chaines de Markov (4., P), indépendantes
de (Xo, ..., Xr). Par conséquent, {Z,,n € IN} est, comme {X,}, une chaine
de Markov (u, P).

Etape 3 On va conclure. On a trois identités

P, =y)=m,
P(Z, =y) =

3

)

(Xo=yn<T)+PY,=y,n>T)
Donc

[P(Xn =y) —my| = [P(Zn = y) = P(Ys, = y)]
<IPP(n<T)

— 0,

quand n — oc. 0]
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On va maintenant préciser la vitesse de convergence dans le théoréme
précédent, sous une hypothése supplémentaire, dite condition de Doeblin :
dng € N, B> 0 et une probabilité v sur E tels que

(D) (P")ay > Bvy, Yo,y € E.
Remarque 2.6.5. La condition (D) est équivalente a la condition

dre E, ng>1 tels que inﬁj(P"“)ym > 0.
yE
Elle entraine que cet état x est apériodique. Mais elle n’entraine pas l'irréduc-
tibilité (il est facile de construire un contre—exzemple). On verra a l'ezercice
2.9.5 que cette condition entraine [’existence d’une unique classe récurrente,
donc d’une unique probabilité invariante.

Lemme 2.6.6. Si P est irréductible et apériodique, et E fini, alors la condi-
tion (D) est satisfaite.

PREUVE Choisissons z € E. Vy € E, 3n, tel que n > n, = (P"),, > 0.

Posons 7 = sup n,,, @ = inf(P"),,. Alors a > 0, et Vy € E,
yeE Y

(P")ye > .

Donc la condition (D) est satisfaite avec ng = n, = «a, v = d,. O

Par ailleurs, la condition de Doeblin est trés rarement satisfaite dans le
cas cardE = 400, car alors typiquement Vn € IN, y € F,

inf (P"),, = 0.

zel

Théoréme 2.6.7. Supposons que P est irréductible et satisfait la condition
(D). Alors P est apériodique, récurrente positive, et siw désigne sa probabilité
mvariante,

D HPYay —my| <2(1=p)Ml va € B, neN,

yeE
ot [n/ng| désigne la partie entiére de n/ng.

Nous allons tout d’abord introduire un outil qui nous sera utile dans la
preuve du théoréme.
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Définition 2.6.8. On appelle couplage de deux probabilités p et q sur E tout
couple aléatoire (X,Y) de deuz v.a. a valeurs dans E, telles que p soit la loi
de X et q celle de'Y .

Lemme 2.6.9. Soit p et q deux probabilités sur E. On a [’égalité

lp-qhi=2  inf  PXAY),

(X,Y) couplage de p,q

PREUVE : Tout d’abord, si (X,Y") est un couplage de p et ¢,

P(X=Y)=) PX=Y =z

zeFE

<Y e A,

zeFE
d’olt

PX#AY)>1-) p, A

zeFE

= Z(pm - qg:)Jrv

zeFE
et

lp—alls =D [pe — al

zeFE

<2P(X £Y).

D’un autre coté, posons o = > _pps A e Si &, U, V et W sont des v.
a. indépendantes, avec P(§¢ = 1) = 1 —P(( = 0) = a, U de loi r t.q.
Te = a 'py A, Vdeloi ptq. p, = (1 —a) Hps — q.)", W de loi q t.q.
T = (1 —a) (¢ — p,)T, alors

X=¢U+(1-9V,
Y =¢U+(1-OW

réalise un couplage (X,Y’) de p et ¢ tel que 2IP(X #Y) = ||p — |- O

PREUVE DU THEOREME 2.6.7 : La chaine étant irréductible, la condition
(D) entraine clairement son caractére apériodique.
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Etape 1 On va tout d’abord montrer que pour toutes probabilités i et

vsur E,
| P™ — vP™||, < 2(1 — g)/mol, (2.1)

Pour cela, d’aprés le Lemme 2.6.9, il suffit de construire un couplage (X,,, Y;)
des probabilités uP™ et vP™, tel que
P(X, #Y,) < (1— g)h/ml,

Supposons que n = kng + m, avec m < ng. Etant donné (X, Yy) de loi
pxvsur Ex E pour £ =0,1,...,k =1, on définit (X(41yng, Yie+1)n,) €D
fonction de (X, Yon,) comme suit. On se donne une suite {&,, Uy, V;, £ > 0}
de v.a.indépendantes, les £, de Bernoulli t.q. IP({, = 1) = =1-1P(§ = 0),
les Uy de loi m = 7 m et les V; de loi uniforme sur [0, 1]. On note enfin

Quy = (1 - 5>71((Pn0)my — my),

et f: Ex0,1] — E telle que si V suit la loi uniforme sur [0, 1], f(x, V) suit
la loi Q,., z € E. On pose alors

Xerryno = &Ur + (1 = &) f(Xeng, Vi)
Yiesyng = &Ur + (1 = &) f (Yeny, V).

Notons que I'on a bien construit un couplage (X, Yon,) de pP et vPo,
pour £ =0,...,k, tel que

P(Xong # Yiny) < P(Mmpbm = 0) = (1 = B)".

Il reste a construire un couplage (X,,,Y,,) de uP"™ et vP", tel que {X, #
Yot C{Xkno # Yino}» ce qui est facile.

Etape 2 Montrons maintenant que pour toute probabilité u, {uP", n >
0} est une suite de Cauchy dans I'espace de Banach ('(E). Si v = uP™,
d’apres (2.1),
[P = Py = [P" — uP"y < 26",
oit ¢ = (1 — )™ d’ou le résultat.

Etape 3 Il résulte de la 2éme étape que la suite de probabilités {uP™, n >
0} converge dans ¢'(E), vers une probabilité 7 sur E. Mais

7P = lim puP"" =7,

n—0o0
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donc 7 est invariante, et la chaine est récurrente positive. En conséquence,
d’aprés (2.1), pour toute probabilité p sur F,

lnP" =l < 2(1 = g)t/rel,

ce qui établit la vitesse de convergence annoncée, et ’apériodicité.

2.7 Chaine de Markov réversible

On se place dans le cas irréductible, récurrent positif. La formulation de
la propriété de Markov “passé et futur sont conditionnellement indépendants
sachant le présent” nous indique que si {X,,;n € IN} est une chaine de Mar-
kov, alors VN, {X,iv = Xn-n;0 <n < N} est aussi une chaine de Markov. En
général, la chaine retournée n’est pas homogéne, sauf si {X,,} est initialisée
avec sa probabilité invariante 7.

Proposition 2.7.1. Soit {X,;;n € IN} une chaine de Markov (m, P), avec w
probabilité invariante et P irréductible. Alors la chaine retournée {XN.0 <
n < N} est une chaine de Markov (7, P), avec

Wypyx =Py, Va,y € E
PREUVE

]P(Xp-i-l = x|Xp =)
=P(X, = 2| Xp 1 =)
P(X, =x)
=P(X,.1=vylX,=2) X ——————.
( +1 y‘ ) IP(Xn+1 — y>
]

On dit que la chaine {X,,;n € IN} est réversible si P = P, ce qui a lieu
si et seulement si la relation suivante dite d“équilibre ponctuel’est satisfaite :

T Ppy = 1y Py, V2, y € F,

avec m probabilité invariante. Il est facile de vérifier que si une probabilité
7 satisfait cette relation, alors elle est invariante par P. La réciproque n’a
aucune raison d’étre vraie.
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Remarque 2.7.2. Si 7 est la probabilité invariante d’une chaine irréductible
(et donc aussi récurrente positive), la chaine n’est pas nécessairement réver-
sible par rapport a w. Supposons que cardEl > 3. Alors il peut exister x # vy
t.q. Py =0# Py,. Dot 7, P, =0 # m,P,,. Les transitions de y a x de la
chaine initiale correspondent aux transitions de x a y de la chaine retournée,
donc Py, #0 = ny 240, dow P+ P.

Remarque 2.7.3. Etant donné une matrice de transition d’une chaine de
Markov récurrente irréductible P, un probleme classique est de calculer sa
probabilité invariante.

Un autre probléme, qui apparaitra au chapitre suivant, est de déterminer
une matrice de transition P irréductible, dont la chaine associée admette
comme probabilité invariante une mesure ™ donnée.

Le second probleme est facile a résoudre. En fait il existe un grand nombre
de solutions. Le plus simple est de chercher P telle que la chaine correspon-
dante soit réversible par rapport a la mesure donnée . Autrement dit, il suffit
de trouver une matrice markovienne irréductible P telle que la quantité w, Py,
s0it symétrique en x, Y.

Pour résoudre le premier probléeme, on peut la aussi chercher a résoudre
[’équation

o Ppy = Ty Py, Va,y € L,

qui contrairement a [’équation mP = w, nimpose pas de sommation en 1.
Mazs cette équation n’a de solution que si la chaine est réversible par rapport
a son unique probabilité invariante, ce qui n’est pas forcément le cas.

Supposons maintenant que l'on se donne le couple (P,m), et que l'on
veuille vérifier si oui ou non m est la probabilité invariante associée a la
chaine de matrice de transition irréductible P. Si la quantité m, Py, est sy-
métrique en x,y, la réponse est oui, et on a méme mieux, la réversibilité. Si
non, il faut vérifier si ouwr ou non 1P = w. Une facon de faire ce calcul est
donnée par la Proposition suivante.

Proposition 2.7.4. Soit P une matrice de transition irréductible, et ™ une
probabilité sur E. On pose pour tout x, y € F,

p _ %Pyma Sil‘#y,
W P... stx=1.

Alors m est la probabilité invariante de la chaine de matrice de transition P
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et P est la matrice de la chaine retournée ssi pour tout x € E,

> Py =1

yek

2.8 Statistique des chaines de Markov

Le but de cette section est d’introduire des notions élémentaires sur la
statistique des chaines de Markov.

On a vu que pour tout n > 0, la loi du vecteur aléatoire (Xg, X1,...,X,)
ne dépend que de la loi initiale i et de la matrice de transition P.

La premiére question que 'on peut se poser en statistique des chaines
de Markov est : peut—on estimer le couple (i, P) au vu de l'observation
de la suite (Xo, Xi,...,X,), d'une telle facon que l'erreur d’estimation soit
“petite” quand n est “grand”. Comme on va le voir ci-dessous, on peut estimer
P. Par contre, on ne peut raisonnablement estimer la loi initiale p que si
celle—ci coincide avec la probabilité invariante, et que 1’on est dans le cas
irréductible et récurrent positif, ce que nous supposerons dans toute la suite
de cette section.

Commencons par I'estimation de la probabilité invariante .

Pour tout x € F,

1 n
An_ z : 1 7

est un estimateur consistant de p,, puisqu’une conséquence immédiate du
théoréme ergodique est que

Proposition 2.8.1. Pour tout x € E, i) — i, p.s., quand n — o0.

Passons maintenant & I'estimation des P,,, x,y € E. On choisit I'estima-

Yo
teur

n—

1
1 {Xe=2,Xp11=y}
0

n—1
> Lix—a)
{=0

. "
n _
P, =

On a la
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Proposition 2.8.2. Pour tout x,y € F, ng — Py p.s. quand n — oo.

PREUVE On a bien sir

n—1 -1 n—1

. 1,25: 17253
ny - (ﬁ 1{Xz::v}> ﬁ 1{Xz=:r7Xe+1=y}'

(=0 =0

On sait que
n—1
PRI
n {Xp=x} M-
=0

Pour n > 0, posons )?n = (Xp, Xpny1). Il n'est pas tres difficile de vérifier que
{X,, n > 0} est une chaine de Markov irréductible et récurrente positive
a valeurs dans E = {(z,y) € E x E, P,, > 0}, de matrice de transition
Ployyuw) = OyuPus, et de probabilité invariante fi(gy) = fyPyy. Le théoréme
ergodique appliqué a la chaine {X,} entraine que

n—1

1
ﬁ Z 1{XZ:1”7X£+1=3/} - Mmey
/=0

2.9 Exercices

Exercice 2.9.1. Montrer que la chaine (X,,, n € IN) a trois états 0, 1, 2, de
matrice de transition

1 0
Q=1|p 1-p—q q] (p.g>0,p+q<1)
0 0 1

et d’état initial 1 (P(Xo = 1) = 1) change d’état pour la premiére fois a un
instant aléatoire T' > 1 de loi géométrique. Montrer ensuite que X est une
v.a. indépendante de T, de loi (p/(p+q),0,q/(p+q)), et enfin que X; = Xp
sit>1T.

Exercice 2.9.2. Soit {X,; n € IN} une chaine de Markov de matrice de
transition

12 0 0 0 1/2
0 1/2 0 1/2 0
pP=]0 0 1 0 0

0 1/4 1/4 1/4 1/4
/2 0 0 0 1/2
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Déterminer les classes d’équivalence, les états transitoires et récurrents, et

les mesures invariantes.

Exercice 2.9.3. On considére une chaine de Markov{X,; n € IN} a valeurs
dans l’espace fini E = {1,2,3,4,5,6}, de matrice de transition P, dont les
termes hors—diagonaux sont donnés par

2/3 1/3 0 0 0

/4 - 0 0 1/5 2/5
p_| 0 0 - 12 0 0
“lo o0 23 - 0 0

o 0 0 0 - 1/2

o 0 0 0 1/2 -

1 Déterminer les termes diagonaux de la matrice de transition P.

2 Montrer que E est constitué de trois classes d’équivalence que [’on préci-
sera, l'une T étant transitoire, les deuxr autres R, Ro récurrentes.

3 Déterminer une probabilité invariante admettant R1 comme support, et
une probabilité invariante admettant Ro comme support. En déduire
toutes les probabilités invariantes.

Exercice 2.9.4. Soit P une matrice markovienne sur un ensemble fini £/ de
cardinal d.

a Montrer que la probabilité m est invariante ssi
7l — P+ A) =a,
ou A est la matrice d X d dont tous les éléments sont égaux a 1, et a le
vecteur de R dont tous les éléments sont égaux & 1.

b Montrer que P est irréductible ssi I — P + A est inversible.

c Déduire des questions précédentes une méthode de calcul de 7.

Exercice 2.9.5. Soit P une matrice markovienne sur un nensemble fini ou
dénombrable E, qui satisfait la condition (D) de la section 2.6.

1. Onsuppose d’abord la condition (D) satisfaite avec ng = 1. Montrer
qu’il existe un état récurrent, qui est p. s. visité par la chaine une
infinité de fois, quelque soit le point de départ. En déduire que la chaine
posseéde une unique classe récurrente. (Indication : on pourra montrer
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qu’il existe v € E, 3 > 0 tels que la chaine puisse étre simulée comme
suit : a chaque instant n, on va a l'état x avec la probabilité 3, et on
fait un autre mouvement (qui lui dépend de l’état ou est la chaine) avec
probabilité 1 — 3).

2. Montrer que le résultat est encore vrai dans le cas général de [’hypo-
theése (D). (Indication : considérer la chaine échantillonnée { Xy,,, k =

0,1,...}).

Exercice 2.9.6. Montrer que si x est récurrent, alors Z(P")w = 400 851
n>0

ey, =0ssix/y.
Exercice 2.9.7. Marche aléatoire sur Z On pose
Xn=Xo+ Y1+ -+ Y,

ot les X, prennent leurs valeurs dans Z, les Y, dans {—1,1}, Xo, Y1, .., Y,, ..
étant une suite indépendante, et pour tout n,

PY,=1)=p=1-1PY,=-1), 0<p<l1.

a Montrer que la chaine {X,} est irréductible.

b Montrer que dans le cas p # 1/2, la chaine est transitoire (utiliser la loi
des grands nombres).

c On considére le cas p = 1/2. Montrer que la chaine est récurrente (on
évalueray, . (P")oo en utilisant la formule de Stirling n!~/2mn(2)").
Montrer que la chaine est récurrente nulle (on cherchera une mesure
invariante). Préciser les valeurs de

limsup X,, et liminf X,,.

Exercice 2.9.8. Marche aléatoire sur Z¢ On pose

ot les X, prennent leurs valeurs dans Z?, les Y, étant i.i.d., globalement
indépendants de Xy, de lor donnée par

P(Y, = +e;) = (2d)™, 1<i<d,

{ey,...,eq} désignant la base canonique de Z°.
Montrer que {X,} est une chaine de Markov irréductible a valeurs dans
7%, récurente nulle si d = 1,2, transitoire si d > 3.
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Exercice 2.9.9. On reprend la marche aléatoire a valeurs dans Z dans le cas
symmétrique (cas p = 1/2), et on va établir la récurrence par un argument
totalement différent de celui de [’exercice 2.9.7. On suppose pour simplifier
que Xo =z € Z.
Pour tous a,b € Z, avec a < x < b, on pose
Top = inf{n > 0; X,, &la,b[},
T, =inf{n > 0; X,, = a},
Ty, = inf{n > 0; X,, = b},

et on remarque que

Xont,, =+ Z Yilir, ,>k-1}-
k=1

a Montrer que les v.a. Yy et 1¢r, ,~r—1} sont indépendantes. En déduire que
]EXn/\Ta,b =X.

b Montrer que | Xy, ,| < sup(lal, [b]), Tup < 00 p.s., et

]EXTa,b =X.
c Etablir les identités
b—=x r—a
]P(XTa,b = a) = b—a’ IP(XTa,b = b) = b—a’

¢ Montrer que P(T, < T,) — 1, quand n — oo.

d Montrer que T, < co p.s., et que de méme Ty, < oo p.s. En déduire que la
chaine est récurrente.

Exercice 2.9.10. Marche aléatoire réfléchie en 0 Les {Y,,} étant définis
comme a l'exercice 2.9.7, on définit la chaine de Markov{X,} a valeurs dans
IN par la formule de récurrence

Xpy1 = 1{Xn>0}Yn+1 + 1{Xn:0}'

On suppose bien sir que Xo € IN. On notera ci-dessous {X} la marche
aléatoire de exercice 2.9.7, avec le méme Xy et les mémes {Y,} que ceux
utilisés dans la définition de la chaine {X,}. On utilisera dans cet exercice
les résultats de [’exercice 2.9.7.
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— a Montrer que la chaine ainsi définie est irréductible a valeurs dans IN.
Préciser sa matrice de transition.

— b Montrer que p.s., X, > X, Vn. En déduire que {X,} est transitoire
dans le cas p > 1/2.

- ¢ On pose T = inf{n > 0, X,, = 0}. Montrer que X,, = X| si T > n.
En déduire que la chaine est récurrente dans le cas p < 1/2 (on pourra
par exemple montrer que l’état 1 est récurrent).

—d Montrer que la chaine est récurrente nulle dans le cas p = 1/2, ré-
currente positive dans le cas p < 1/2 (on montrera que dans le premier
(resp. le second) cas, la mesure (1/2,1,1,1,...) (resp. la mesure pu dé-
finie par

1—-2p 1 =2p pﬂﬁ_1 > 1

MO:Q—(l—p>’ IU/!L'_ 2 (1_p)x+17 =

est une mesure invariante).

Exercice 2.9.11. Chaine de naissance et de mort Soit {X,,} une chaine
de Markov a valeurs dans E = IN, de matrice de transition P définie par

PJ:,J:—l = {4z, PJ:,J: =Tz, Px,x+1 = Pz,

avec pour tout t € IN, pp +r.+q¢ =1, 9 =0, ¢ >0 stz >0, et p, >0
pour tout x € IN.

Pour x € IN, on pose 7, = inf{n > 0, X,, = x}. Etant donnés trois
états a, x et b tels que a < x < b, on pose u(x) = IP,(1, < 7). On définit
{Va, € N} par o =1 et pour x >0, v, = q1 X -+ X @z /p1 X +++ X Dy

1. Montrer que la chaine est irréductible a valeurs dans IN.

2. Pour a < x < b, établir une relation entre u(x) —u(z+1) et u(x —1) —
u(z). Caleuler u(a) — u(b) en fonction des v,, et en déduire que pour

a<x<b,
y=b—1 y=b—1

u(z) = Z Vy/ Z Ty

y=x
Traiter le cas particulier ot p, = q, pour tout x > 0.

3. Calculer P1(19 = o00) et montrer que la chaine est récurrente ssi
Yoo Yy = +oo.
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4. Détermainer les mesures sur E invartantes par P, et en déduire que la
chaine est récurrente positive $si

- PopP1 X =+ X Pg1
q1q2 X + -+ X (g

< Q.

r=1

5. Montrer que dans le cas récurrent positif la chaine est réversible. (Indi-
cation : on remarque tout d’abord que pour x > 0 la relation 7, = (7 P),
s’écrit

mex,xfl + mezv,:erl = 71'mflpmfl,m + 7Tm+1Pm+1,m-

On considere ensuite le cas x = 0, puits on montre par récurrence que
mez,x-l—l = 7Ta:+1Pa:+1,a:a Va > 0)

Exercice 2.9.12. File d’attente On considére une file d’attente en temps
discret qui se forme a un guichet, suivant le phénomeéne suivant : & chaque
instant n € IN, il arrive un client avec la probabilté p, (0 < p < 1) et pas de
client avec la probabilité 1 — p. Lorsqu’il y a au moins un client en attente,
a chaque instant un client est servi et quitte le systéme avec la probabilité
q, 0 < q < 1, et personne ne quitte le systeme avec la probabilité 1 — q
(un client qui arrive a l'instant n repart au plus tét a Uinstant n 4+ 1). Tous
les tirages ci—dessus sont indépendants entre eux. On note X,, le nombre de
clients présents dans la file a ["instant n.

1. Montrer que {X,, n € IN} est une chaine de Markov irréductible a
valeurs dans IN. Préciser sa matrice de transition Py, x,y € IN.

2. Donner une CNS sur p et q pour que la chaine {X,} posséde une pro-
babilité invariante. On supposera dans la suite que cette condition est
satisfaite et on notera {m,, x € IN} lunique probabilité invariante que
l’on déterminera.

3. Calculer IE,(X,).

4. On précise maintenant que les clients sont servis dans 'ordre de leur
arrivée. On désigne par T le temps de séjour d’un client quelconque. Le
systeme étant initialisé avec sa probabilité invariante, quelle est [’espé-
rance de T ¢

Exercice 2.9.13. File d’attente On considére une file d’attente qui se
forme a un guichet. X,, désigne le nombre de clients dans la file en attente ou
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en train de se faire servir a l’instant n. Entre les instants n et n+1 arrivent
Y,11 clients, et si X,, > 0 partent Z, .1 clients. On suppose que Xq, Y1, Z1,
Ys, Zs ... sont indépendantes, avec les Y, i.i.d. vérifiant 0 < IP(Y,, =0) < 1,
et les Z,, vérifiant P(Z, =1)=p=1-1P(Z, =0).
1. Montrer que (X,;n € IN) est une chaine de Markov dont on précisera
la probabilité de transition.

2. On note ¢ la fonction génératrice des Y,, p celle des Z,, V¥, celle des
X,,. Calculer W, .1 en fonction de V,,, ¢ et p.

3. Montrer qu’il existe une unique probabilité invariante dont on calculera
la fonction génératrice ssi (Y1) < p.

Exercice 2.9.14. Aloha discret Le but de cet exercice est d’étudier le
protocole de communication suivant : des usagers se présentent aux instants
{1,2,...,n,...} pour transmettre un message via un canal, qui ne peut trans-
mettre qu’un message a la fois. Lorsque deux ou plus usagers se présentent
en méme temps, aucun message ne passe, chaque usager en est averti, et il
tente de se représenter plus tard. On cherche une politique de retransmission
“distribuce”, i.e. telle que chaque usager puisse décider quand se représenter,
sans connaitre les intentions des autres usagers. Le protocole “Aloha discret”
stipule que chaque usager dont le message a été bloqué tente sa chance a
[instant suivant avec la probabilité p. Si son tirage aléatoire lui indique de
ne pas se présenter, il tente sa chance a ['instant sutvant avec la probabilité
p, et ainst de suite jusqu’a ce qu’un tirage lui indique de tenter sa chance.
On appelle Y, le nombre de messages “frais” (i.e. qui se présentent pour la
premiére fois) arrivant au canal de transmission a linstant n. On suppose
que la suite {Y,} est i.i.d., avec IP(Y, =1i) = a;, i € IN, et E(Y,,) > 0. Soit
X, le nombre de messages retardés en attente d’étre transmis a [’instant n.

1. Montrer que {X,} est une chaine de Markov dont on précisera la ma-

trice de transition.

2. Montrer que {X,} est irréductible, mais n’est pas récurrente positive.

Exercice 2.9.15. Programmation On reprend la file d’attente de [’exercice
2.9.12.

1. Simuler et tracer une trajectoire de {X,, n >0} den =1 an = 1000,
pour p = 1/2 et successivement ¢ = 3/5,7/13,15/29,1/2.

2. Puisque {X,} est irréductible, récurrente positive et apériodique,
(P")ye — my. Tracer au choiz lhistogramme (ou la fonction de ré-
partition) empirique de (P™),., pour n = 100, 500, 1000, pour une taille
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d’échantillon de 10%. On représentera ’histogramme (resp. la fonction
de répartition) de w sur le méme graphique. On traitera les casp = 1/2,

q=3/5,7/13.

. Comparer graphiquement les quantités

nt Z 1{Xk:$}7 reN
k=1

et Uhistogramme de w, pour n = 103,10% 10°. On traitera les cas
p = 1/2, ¢ = 3/5,7/13. Pour chaque valeur de q, on pourra choisir
[intervalle utile des valeurs de x au vu des tracés de la question précé-
dente.

2.10 Problémes corrigés

2.10.1 Enoncés

Probléme 2.10.1. On considére une chaine de Markov en temps discret
{Xn; n € N} a valeurs dans Uespace fini E = {1,2,3,4,5,6}, de matrice de
transition P, dont les termes hors—diagonauxr sont donnés par

.12 0 0 0 0
/3 - 0 0 0 0

p_ |0 0 - 0 78 0
“ 14 14 0 - 174 14
0 0 3/4 0 - 0

0 1/5 0 1/5 1/5

. Déterminer les termes diagonauz de la matrice de transition P.
. Déterminer les classes d’équivalence de la chaine.

. Montrer que les états J et 6 sont transitioires, et que [’ensemble des

autres états se décompose en deux classes récurrentes que l’on précise-
ra. Dans la suite, on notera T = {4,6}, C la classe récurrente contenant
1, et C' lautre classe récurrente. Pour tout x,y € E, on définit p, =
P, (T < ), ou T :=inf{n > 0; X,, € C}.

1, sizecC,
Pa

. Montrer que

0, sixzecl
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et que 0 < p, <1, sixzeT.

5. En utilisant la partition {T < co} = {T =0}U{T =1}U{2 < T < oo}
et en conditionnant dans le calcul de IP,(2 < T < o0) par la valeur de
Xy, établir la formule

Pz = Z Py, sizeT.

yek

6. Calculer py et pg.

7. En déduire (quasiment sans calcul!) les valeurs de P4(Ter < 00) et de
Ps(Ter < 00), ot Ter :=inf{n > 0; X,, € C'}.

Probléme 2.10.2. Supposons qu’une mémoire d’ordinateur contient n don-
nées 1,2, ...,n. Cette mémoire regoit des requétes successives, qui consistent
en une des données. Plus la donnée requise est proche de la téte de liste,
plus l'accés a la requéte est rapide. On suppose que les requétes successives
sont des v. a. i. i. d. Si la lot commune des requétes était connue, on aurait
intérét a ranger les données par ordre décroissant de probabilité d’étre requis.
Mais cette probabilité (p1,pa,...,pn) est inconnue (ou lentement variable).
On suppose que pp >0, V1 < k < n.

On va donc choisir une fagon de replacer la donnée aprés consultation,
de telle sorte qu’a long terme le rang moyen des données requises soit le plus
petit possible.

On va considérer deux telles méthodes. La premiére consiste a replacer
en téte de liste la donnée qui vient d’étre requise. La seconde consiste a faire
progresser celle—ci d’un rang en la replagant dans la mémoire. Dans chacun
des ceux cas, on a une chaine de Markov irréductible a valeurs dans [’ensemble
E des permutations de l’ensemble {1,2,... ,n}. On notera Q) la matrice de
transition de la premiére chaine et w la mesure invariante associée, P la
matrice de transition de la seconde chaine et p la mesure invariante associée.
A la chaine de matrice (Q, on associe la quantité

n

Jo ) Zﬂ(posz'tz'on de k)pg,
k=1

ot m(position de k) est l'espérance sous la probabilité w de la position de
[’élément k.
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A la chaine de matrice P, on associe la quantité

def

Jp = Zu(position de k)py.

k=1
1. Montrer que la chaine de matrice Q) n’est pas réversible.

2. Montrer que toute chaine de Markov wrréductible récurrente positive et
apériodique qui veérifie

(i) P >0<= Py, >0

(i) Pour toute excursion k, ki, ko, ... kn,k,

m 1
Pty [ [ oot Pk = Pok [] Proorki Prak

=2 i=m—1

est réversible.
3. Montrer que P vérifie (i) et (ii).

4. Montrer que la seconde procédure est préférable, au sens ot Jp < Jg.

Probléme 2.10.3. — A Soit X le nombre aléatoire d’individus dans une
population donnée, de fonction génératrice ¢p(u) = E[u™], 0 < u <
1. Indépendemment des autres, chaque individu est sélectionné avec
probabilité ¢ (0 < g < 1). On note Y le nombre d’individus sélectionnés
parmi la population initiale de X individus. Montrer que la fonction
génératrice 1 de Y (définie par ¢(u) = E[uY]) est donnée par

Y(u) = o(1 —q+ qu).

— B On considére un systéme de service (pourvu d’un nombre illimité de
serveurs), et on note X,, (n =0,1,2,...) le nombre de clients présents
dans le systéme a l'instant n. On suppose qu’a l'instant n+1/3 chacun
des X, clients présents est servi et quitte le systeme avec probabilité
1 —p, et reste avec probabilité p (indépendemment des autres, et de tout
le reste) (on notera X le nombre de clients restant), et qu’a l'instant
n+ 2/3 Y,y clients nowveaux arrivent. On suppose que les variables
aléatoires Xo,Y1,Ys, ... sont indépendantes entre elles et globalement
indépendantes des fin de service des clients auz différents instants, et
que la loi commune des Y, est la loi de Poisson de paramétre 6 > 0

(i.e. (Y = k) = e 0% /k!, et IE[u¥"] = exp[f(u — 1)]).
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1. Montrer que {X,; n > 0} est une chaine de Markov irréductible
a valeurs dans IN.

2. Calculer E[uX"+1|X, = z] en fonction de u,p,0 et x.
3. On note ¢p(u) = E[uX"] la fonction génératrice de X,. Calculer

Oni1 €en fonction de ¢,, puis montrer que

n—1

On(u) = exp [9(u -1 Zpk] Go(1 —p" +p"u).

4. Montrer que ¥(u) = lim, o ¢,(u) eziste et ne dépend pas de ¢y,
et que Y est la fonction génératrice d’une loi de Poisson dont on
précisera le parametre en fonction de 6 et p.

5. Montrer que la chaine {X,; n > 0} est récurrente positive et pré-
ciser sa probabilité invariante.

Probléme 2.10.4. On considére une chaine de Markov en temps discret
{X,; n € N} a valeurs dans Uespace fini E = {1,2,3,4,5,6}, de matrice de
transition P, dont les termes hors—diagonaux sont donnés par

1/4 1/3 0 0 0

1/4 - 0 1/4 1/3 0
p_ |12 0 0 0 0
“lo o o - 1/2 1/3
0o 0 0 1/2 - 1/2

0 0 0 1/3 1/4

1. Déterminer les termes diagonauz de la matrice de transition P.

2. Montrer que E est constitué de deux classes d’équivalence que l’on pré-
cisera, l'une R étant récurrente et ’autre T transitoire.

3. On pose T := inf{n > 0; X,, € R}, et h, = IE,(T), pour x € E.
Montrer que hy, =0 pour x € R, et que 1 < h, < oo pour x € T.

4. Montrer que pour tout x € T,

he =1+ Pyhy,.

yekE

En déduire les valeurs de h,, © € T.



72 CHAPITRE 2. CHAINES DE MARKOV

Probléme 2.10.5. Soit Xy, Ag, Dy, A1, D1, ... des v.a. indépendantes a va-
leurs dans IN. Les D, suiwent la loi de Bernoulli de parameétre q, i. e.
P(D,=1)=1-1P(D, =0) =gq, avec 0 < g < 1. Les A, suivent toutes la
méme loi définie par IP(A, = k) =rg, k € IN, avec 0 <1, < 1,0 <rg <1
et Y po ok = 1. On suppose que p = >, kry < .

On considere la suite de v.a. {X,; n € IN} définie par récurrence a partir
de Xy par

Xn+1 = (Xn + An - Dn)+a
avec la notation usuelle x™ = sup(x, 0).

1. Montrer que {X,; n € IN} est une chaine de Markov, préciser sa ma-
trice de transition P, et montrer que cette chaine est irréductible.

On suppose dorénavant que Xog = 0. On note T'= inf{n > 0; X,, = 0},
et on définit S, = Z;é(Ak — Dy).

Montrer que X, > S,, et que X, 11 = Spy1 sur Uévénement {T > n}.
Montrer que S,/n — p—q p.s., quand n — oo.

Montrer que sip < q, T < 00 p.s.

SN

On suppose que p > q. Montrer que la chaine {X,; n € IN} wvisite au
plus un nombre fini de fois 0.

6. En se limitant au cas p # q, préciser dans quel cas la chaine est récur-
rente, et dans quel cas elle est transitoire.
On suppose dorénavant que IP(A, = 1) =1 —1P(A, = 0) = p, avec
0 <p<1 (pest encore l’espérance de A,,).

7. Préciser la matrice P dans ce cas.

8. Montrer que si p = q la chaine est récurrente nulle (on utilisera le
résultat de la question c de [’Exercice 2.9.7 sans le redémontrer, pour
montrer la récurrence, puis on cherchera une mesure invariante).

9. On suppose p < q. Montrer que la chaine admet une unique probabilité
invariante ™ sur IN, et que T, = (1 — a)a®, avec a = p(1 — q)/q(1 — p)
(on établira une relation de récurrence pour la suite Ay, = T — Mgy ).
Montrer que la chaine est récurrente positive.

Probléme 2.10.6. Etant donné un nombre 0 < p < 1, on considére une
chaine de Markov en temps discret {X,,; n € IN} a valeurs dans l’espace fini
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E ={1,2,3,4}, de matrice de transition P donnée par

p 1—p 0 0
0O 0 p 1—p
p 1—p 0 0
0O 0 p 1—p

pP=

1. Montrer que la chaine {X,} est récurrente irréductible.
2. Calculer son unique probabilité invariante 7.

3. Montrer que la chaine est apériodique. En déduire que P™ tend, quand
n — 00, vers la matrice

Ty T T3 Ty
Ty T9 T3 T4
T T2 T3 T4
Ty T9 T3 T4
4. Calculer P%. Montrer que cette matrice coincide avec la limite calculée
ci—dessus. Préciser la loi de X5, ainsi que celle de X,,, n > 2.
5. On pose Ty = inf{n > 1, X,, = 4}. Calculer IE4(T}).
Probléme 2.10.7. On désigne par {X,,, n € IN} une chaine de Markov en

temps discret o valeurs dans Uespace E = {0,1,2,3,4}, dont la matrice de
transition est donnée par :

o 1L 1 1 1
4 lép 4 lép
b 19p 2 19p 2
Polp B 00l
b 19p 2p 19 2p
V% 5 0 —52 0

avec 0 < p < 1. On pose T :=inf{n > 1, X,, = 0}.
1. Montrer que la chaine {X,} est récurrente irréductible. On notera m sa
probabilité invariante.

2. Montrer que sous Py, la loi de T est une loi géométrique que l'on
précisera. Montrer que TEo(T) = 2

.
3. On note . .
No=> Apoop Mo=) Lix
k=1 k=1

Calculer les limites quand n — oo de n™'N,, et de n™'M,,.
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4. Donner un argument intuitif a 'appui de [’égalité

Tl = Mg = T3 = Ti4.

En déduire la probabilité .

. Montrer que l’on a le résultat général suivant. S’il existe une bijection

7 de E sur lui-méme telle que
Pyry=P,y, Vr,yck,
alors la probabilité invariante w posséde la propriété suivante : T, = T,

x € E. En déduire une justification de l’argument intuitif de la question
précédente.

2.10.2 Corrigés

Corrigé du probléme 2.10.1

1. On détermine les termes diagonaux de P en écrivant que la somme

des termes de chaque ligne vaut 1. On trouve successivement comme
termes diagonaux, dans lordre : 1/2,2/3,1/8, 0, 1/4, 2/5.

. On voit que 1 et 2 communiquent, 3 et 5 communiquent, ainsi que 4

et 6. On peut aussi aller de 4 en 1, 2 ou 5, et de 6 en 2 ou 5. Mais
la réciproque n’est pas vraie. Donc il y a trois classes, qui sont {1,2},
{3,5} et {4,6}.

. Comme on 'a dit ci—dessus, la chaine peut quitter la classe {4, 6}, alors

que quand elle est dans la classe {1,2} ou dans la classe {3,5}, elle n’en
sort plus. Donc si la chaine part de 4 ou de 6, elle aboutit tot ou tard
dans 'une des deux autres classes. Les états 4 et 6 sont transitoires,
et les deux classes {1,2} et {3,5} sont récurrentes, puisque quand la
chaine part de 'une de ces classes, elle y reste.

.SizeC, Xqg€Csous P, doncT =01, ps.,et p, =1.Sixzel,

sous IP, la chaine n’atteint jamais C, puisqu’elle reste dans C’, et donc
T =o00P,ps,etp, =0.SizeT, P,(X3=2)>0,et P(X; =
5) > 0, d’on, puisque {X; =2} C {T < oo} et {X; =5} C {T = 0},
0<ps <1
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5. Soit x € T.
P, (T <o00) =P (T=0)+TP,(T=1+P,2<T < )
=0+ P,(X; €C)+ > Pu(X; =2T < )

z€T
= pry+szzpz
yeC z€T
= Z Prypy,
yek

ol on a utilisé a 'avant—derniére égalité

Y Pu(Xi=2T<x)=Y P.P.(T <),
z€T 2€T

ce qui résulte de la propriété de Markov, et & la derniere égalité les
valeurs de p, pour z € CUC'.

6. L’équation ci—dessus s’écrit

ps = Py + Pyo + Piyps + Puepe
pe = Po1 + Poo + Poaps + Pesps,
soit
pa=1/2+ps/4, ps=1/5+ ps/5+2ps/5,
ce qui donne pg = 7/11, pg = 6/11.
7. La chaine aboutit p.s. dans une des deux classes résurrentes (et ne visite

pas 'autre), donc pour tout z € E, IP,(T < 00) + P, (Ter < 00) = 1.
Soit Py(Ter < 00) =1—py =4/11, et Pg(Ter < 00) =1 — pg = 5/11.

Corrigé du probléme 2.10.2

1. 11 suffit de remarquer que pour de nombreux couples (k, £) € E%, Qp =

0< ng.
2. Siune chaine irréductible, récurrente et apériodique vérifie (ii), en som-
mant sur ki, ke, ..., k,_1 et en notant ¢ = k,,, on obtient

(P™)kePoi = Pro(P™) g,

Il reste a faire tendre m — oo pour obtenir la relation d’équilibre
ponctuel.
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3. P vérifie (i). Vérifions qu’elle vérifie (ii) du théoréme. Considérons une

excursion. Chaque élément i € (1,...,n) subit f; déplacement vers
I’avant, et reste r; fois en téte, pendant qu’aucun autre point ne bouge.
Le produit des probabilités de transition le long de ’excursion parcou-
rue dans le sens progressif vaut

| | i+Ti
pi 9
1<i<n

et le produit des probabilités de transition dans le sens rétrograde prend
la méme valeur.

. A toute permutation (i1,...,4,) de (1,...,n), on associe les quantités

1, sitp < ig;
Tie = .
0, sinon.

Alors
position de k =1+ Z Ip.
£k

Donc

Jo = Z pr7(position de k)

1<k<n

= Z pr |1+ Z 7(¢ précede k)

1<k<n Ok
=1+ Z Zpkﬂ(ﬁ précede k)
ko t#k
=1+ Z [prm (¢ précede k) + pem(k précede /)]

k<t

=1+ Z(pk — po)m (€ précede k) + Zpg.

k<t k<t

Sous 7, la probabilité que ¢ précede k est la probabilité que ¢ ait été
appelé plus récemment que k. Donc

DPr
De + Dk

7(¢ précede k) =
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Il reste & montrer que si py > py,

Y2

¢ précede k) > .
l ) Pe + Pk

Nous utilisons maintenant la réversibilité de la chaine de matrice de
transition P. On a

pij_H[L(h,...,ij,ij+1,...,in) :pijﬂ(il,...,’ij+1,’ij,...,in).
En itérant cette formule on obtient que
s j+1
M(...,k,il,...,’ij,€7...) = (p—) M(,g,’lh,’l],k,)
i

Donc si py > pg,

/L(...,k,’i17...,ij,£,...) < %ﬂ(,g,ll,,l‘],k,>
¢

Posons a(k, £) = pu(k précede £). Sommant sur toutes les permutations
vérifiant k précede ¢, et utilisant la relation ci-dessus, on vérifie que

a(k,l) < Ba(l, k). Puisque a(k, () + a(l, k) = 1,

De

all, k) > :
De + Pk

Corrigé du probléme 2.10.3 A On calcule d’abord E[uY|X = z], qui
vaut la fonction génératrice de la loi binomiale B(x, q), soit

]E[uY|X =z|=(qu+1—q)",

donc
Y(u) = Elu’]
= i EuY|X = 2]P(X = 7)
= ImE:O[(qu +1-¢q)"]
= ¢(qu+1—q).
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1. Une fagon de construire la chaine {X,; n € IN} est la suivante. Soit

{Zp; n,k € IN"} des v. a. de Bernoulli i.i.d., de loi commune t.q.
P(Z,,=1)=1-1P(Z,) =0) = p. On définit

Xn
/
Xn = E ZnJrl,k
k=1

et
Xn+1 = X/n + Yn+1~

On voit alors aisément que l'on peut appliquer le Lemme 2.1.2 pour
montrer que {X,;n € IN} est une chaine de Markov. Remarquons
cependant que la suite des Y,, du lemme est ici la suite des (Y,,, Z,..),
qui prend ses valeurs dans {0, 1}, qui n’est pas dénombrable mais
continu (le lemme est bien sir encore vrai dans ce cas). Cette chaine
est irréductible, sa matrice de transition P ayant méme la propriété
P,, >0, pour tous z,y € IN, puisque

P, >P(X', =0X, =2)PY,11 =y) >0.

. La seconde égalité ci-dessous résulte de 'indépendance entre Y, et

le couple (X, X/).
E [u¥[X, =2] = E [qu”Y"“\Xn = x]
=E [« E [uXI”\Xn = :1:]
="V (pu+1-p)”,

. Il résulte du dernier calcul

Gnr(u) = E [e” D (pu+ 1 - p)*]
=" Vo, (pu+ 1 - p),

dont on tire la formule de ’énoncé par récurrence.

. Quand n — oo, 1 —p"”+p"u — 1. En outre ¢, est continue et ¢o(1) = 1,

o= (1-p),
Pn(u) = P(u) = exp[d(1 — p)~'(u - 1)],

qui est la fonction génératrice de la loi de Poisson de paramétre 6(1 —
p)~h
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5. Il résulte des calculs précédents que si ¥ est la fonction génératrice de

la loi de X,,, alors c’est aussi celle de la loi de X,,11, donc la chaine
{X,; n € N} admet la loi de Poisson de parameétre (1 — p)~! comme
probabilité invariante. Puisque cette chaine est irréductible, il résulte
alors du théoréme 2.5.4 qu’elle est récurrente positive.

Corrigé du probléme 2.10.4
1. Les termes diagonaux sont (5/12,1/6,1/2,1/6,0,5/12).
2. On vérifie aisément que 7 = {1,2,3} et R = {4,5,6}.

3.5MxeR, T=0P, ps.,donch,=0.SizeT, T>1IP, ps., et en

outre IP, (7 > 1) > 0, donc
E,(T) > P,(T =1) + 2P, (T > 1) > 1.

Pour montrer que h, < oo, on modifie la matrice P, en changeant par
exemple la derniére ligne en (5/12,0,0,1/3,1/4,0), ce qui rend la chaine
irréductible, sans modifier la loi de T sous IP,, donc sans modifier h,.
On conclut en utilisant le Corollaire 2.5.5.

. L’identité de I’énoncé s’obtient en écrivant que le temps mis pour at-
teindre R, partant de x a l'instant 0, vaut 1 plus le temps mis a at-
teindre R, partant du point X, soit

he = 1+ IE[Ex, (T)].

Tenant compte de ce que hy = hs = hg = 0, on obtient le systéme
linéaire

D 1 1
hl—l—i—ﬁhl—i—ZhQ—l—ghg
1 1
h2:1+1h1+6h2

1 1
=14+= —hs.
hs +2h1—0—2h3

On trouve la solution hy = 236/21, hy = 32/7, hy = 278/21.

Corrigé du probléme 2.10.5
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. Si Ton pose Y11 = A, — D, et f(x,y) = (z —y)", la propriété de

Markov résulte du Lemme 2.1.2. On a

Poo=IP(A, — D, <0)=ro+qn
Protk = qrig1 + (1 - Q)Tka ke N,
Pro1=qry, 1€
Pory=0 (>2 i>(

Puisque rg < 1, il existe £ > 0 tel que r, > 0. En outre ¢ < 1. Donc
P, 41 > 0 et en outre P, > 0, donc partant de z, la chaine peut
atteindre x + nk — £ en n + £ coups, n, £ € IN*. Or pour tout x # vy, il
existe n, £ € IN tels que y = x + nk — /.

XnJrl Z Xn + An - Dn

Donc si X,, > 5, Xp11 > Sny1. Or Xy = Sy = 0. L'inégalité est donc
démontrée par récurrence.
siT >n, X, >0,1<k<n,donc

XkJrl:Xk_'_Ak_Dk’ 0<k<n

dou X, =5, >0,
c’est a dire X,, > 1, et puisque A, — D,, > —1,

X, +A,—D, >0

XnJrl = SnJrl

Sn ln—l ln—l
A2 D
0 0
—EA-EDy=p—gq

p.s. quand n — oo, par la loi des grands nombres.

Sh .
.Sip<q, — —p—qg<0,donc S, - —o0. Donc T' < 0o p.s., puisque

n
sur {T = +o0}, X,, = 5,, Vn, et X,, > 0.

. Sip>gq, S, — +oo. Puisque X,, > 5, X,, — oo p.s., d’ou le résultat.
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6. Dans le cas p > ¢, on vient de voir que 'état 0 est transitoire (un état
récurrent est visité une infinité de fois), donc la chaine est transitoire.
Dans le cas p < ¢, P(T < o0) = 1, ce qui veut dire exactement que 0
est récurrent, donc la chaine est récurrente.

7. Ona P =
1—p+aqgp (1—-qp 0 0 0
q1-p) ep+(1-q)(1-p) (1—q)p 0 0
0

0 q(1—p) gp+(1—-q)(1-p) (1-q)p

8. Dans le cas p = ¢, tant qu’elle est dans IN*, la chaine se comporte
comme une marche aléatoire symétrique, sauf que IP(X,,; = X,,) > 0.
Si on définit 77 = inf{n > 0,X, # Xo}, To = inf{n > T1; X, #
Xr},...alors Z, = Xg,, n € N est une chaine de Markov de matrice
de transition

0 1 0 0 0
1/2 0 1/2 0 0
p—|o0 12 0 1/2 o0
0 0 1/2 0 1/2

o O OO

Sur IN*, {Z,,} se comporte comme la marche aléatoire symétrique des
exercices 2.9.7 et 2.9.9. Il est facile d’en déduire que 'état 1 est récur-
rent. Il en est de méme pour la chaine initiale {X,}.
Sim=(1,1,1,...), on vérifie aisément que 7P = 7, donc il existe une
mesure invariante de masse infinie, et {X,,} est récurrente nulle.

9. La chaine {X,} étant irréductible, elle admet au plus une probabilité
invariante.
On remarque que

q(1—p)
p(1—q)
donc

(1—@p+mwwl—m0—ﬂ%+ﬂ1—mg%j——

(m P)y =m,, x> 1.

On vérifie que l'on a également (7 P)g = mp. Donc 7 = {(1 — a)a®, x €
IN} est une probabilité invariante, et la chaine est récurrente positive.
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Corrigé du probléme 2.10.6

1. On peut aller de 1 vers 2, de 2 vers 4, de 4 vers 3 et de 3 vers 1, donc
tous les états communiquent, la chaine est irréductible, et récurrente
positive puisque 'espace d’état est fini.

2. On résout le systéme d’équations @ = 7P, > m, = 1, et on touve
m = (p*.p(1 = p),p(L = p), (1 = p)*).

3. On montre aisément que (P")y; > (Py)" = p™ > 0, Vn. Donc (cf. 2.7.1
+ 2.7.2) la chaine est apériodique. Il résulte alors du théoréme 2.6.4 du
cours que (P");; — m; quand n — oo, d’ott le résultat.

4. Un calcul élémentaire donne bien P? = lim,_., P". On a donc aussi
P™ = P2 pour tout n > 2. Mais on sait que la loi de X,, vaut pP", si
w est la loi de Xy. Or pour tout n > 2, uP™ = 7 pour toute probabilité
1, puisque tous les termes de la z—éme colonne de P" sont identiques,
égaux a 7. Donc pour tout n > 2, la loi de X, est la probabilité
invariante 7. La loi limite est ici atteinte dés le rang n = 2.

5. D’aprés le théoréme 2.5.4 du cours, IE,(T,) = 1/, donc E4(Ty) =
(1-p)2

Corrigé du probléme 2.10.7

1. Les états 1, 2, 3 et 4 communiquent avec I'état 0, donc la chaine est
irréductible, donc récurrente puisque ’espace d’état est fini.

2. Posons E' ={1,2,3,4}. Pour k > 2, on a

(T=k}={X,€FE,. ... X1€F, X,=0}
]P()(T - ]{7) - IP()(Xl € E/, ‘e ,Xk,1 € El,Xk = 0)
= (1 _p)k_Qpa

car sachant que X; € E', X;;; € E' avec la probabilité 1 — p, et
X1 = 0 avec la probabilité p, ceci indépendemment des valeurs de

XQ,Xl, N 7Xj—1- Donc

[e’s) ~ p+ 1
Eo(T) = > k(1 p)p= "0
k=2

3. En combinant les théorémes 2.6.4 et 2.6.3 du cours, on obtient que
N, — p/(p + 1) quand n — oo. Donc, puisque M, + N,, = 1, M,, —
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1/(p+1). 4 Les états 1, 2, 3, 4 jouent des roles symétriques dans ce
probléme. D’aprés le théoréeme 2.5.4, 7y = p/(1 + p). Alors 1 = 9 =
3 =my = [4(1+p)] L.

4. Posons 7' = 7,.. On a
Ty = § 7TyPy:z: = § WTzPTz,asa
Yy z

donc si x = Tu,

/ / /
Ty = E ﬂ-zPTZ,TU, = E 71-szu-
z z

Donc 7’ est invariante, et par unicité de la probabilité invariante, 7’ =
TT.

Revenons a notre probléme. Pour toute permutation 7 des points 1, 2,
3, 4, PTm,Ty = Pmy- D’ou l’égahté Ty = Tlg — T3 — Ti4.
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Chapitre 3

Quelques algorithmes
stochastiques

Introduction

Le but de ce chapitre est de présenter des algorithmes qui sont basés sur
la simulation d’une chaine de Markov.

Les trois premiéres sections seront consacrées a 1’étude de la “méthode de
Monte Carlo par chaine de Markov”, trés utilisée pour simuler suivant une
loi de probabilité sur un ensemble de cardinal trop grand pour permettre
I'utilisation de la méthode de Monte Carlo standard. La section suivante est
consacrée a la présentation d’un algorithme d’optimisation : le recuit simulé.

Dans ce chapitre, toutes les chaines de Markov prendront leurs valeurs
dans un ensemble fini £.

3.1 Monte Carlo par chaine de Markov

On a vu au chapitre 1 qu'une fagon de calculer une somme du type
Z f(@)ms,
ou {m,;x € E} est une probabilité, est de 'approcher par
| N
n=1

85
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ou (Uy, Uy, .. .) est une suite i.d.d. de v.a. de loi commune 7, et la convergence
de l'algorithme est assurée par la loi forte des grands nombres. Dans un cer-
tain nombre d’applications importantes en pratique, il est trés difficile (pour
ne pas dire impossible) de simuler des v.a. suivant la loi 7, bien que E soit de
cardinal fini (mais gigantesque!). Un cas typique est celui ot I'on connait les
m, & une constante multiplicative pres, et ot le calcul pourtant trés simple de
la constante de normalisation est infaisable parce que card(F) est trop grand
(il supposerait de sommer un nombre gigantesque de termes). Il peut étre
beaucoup plus commode de trouver une matrice markovienne irréductible P,
qui admette m comme mesure invariante, et telle que simuler une chaine de
Markov de matrice de transition P soit trés facile. C’est ce que Metropolis et
al. [30] ont été les premiers a proposer dés 1953. Comment trouve-t—on une
matrice P qui admet m comme probabilité invariante ? En trouvant une ma-
trice P telle que le couple (7, P) satisfasse la “relation d’équilibre ponctuel”.
Remarquons que pour cela la connaissance de 7w a une constante multipli-
cative prés suffit. Il reste a simuler une chaine de Markov {X,, n > 0} de
matrice de transition P, et a faire appel au théoréme ergodique pour justifier
I’approximation de

S fme par 0 F(X),

zel

Etant donné une probabilité = sur E telle que 7, > 0, Vx € E, comment
trouve—t—on une matrice markovienne P, telle que le couple (7, P) satisfasse
la relation d’équiliber ponctuel 7 Soit R est une matrice markovienne quel-
conque sur F, alors la formule (avec la notation a A b = inf(a, b))

P,y = Ry N <@Ryx) ., T FEY;
Ty

Pp=1-)Y P,

y#T

(3.1)

définit bien une matrice markovienne P telle que 7, Py = 7, Py, Vo, y € E.
L’irréductibilité de R ne suffit pas a assurer celle de P. Pour que P soit
irréductible, il faut que pour tout = # y, il existe n > 1 et {zg,...,z,} C FE
avec rg =z et x, =y t. q.

R ARy, >0, VI<k<n.

Tp—1Tk
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Comment choisit—on R en pratique? On se donne tout d’abord un graphe G
sur E non orienté, tel que pour tout xz,y € E, il existe n € IN, z1, ..., 2,41
tels que 7 = z, 41 = y et pour tout 1 < k < n, (z,xr41) € G, et on
choisit R telle que

R,y > 0% (z,y) € G.

La matrice P définie par (3.1) est alors bien irréductible.
Il y a deux choix “classiques” pour R, une fois le graphe G fixé. Le premier
choix, qui porte le nom d’échantilloneur de Gibbs , consiste & poser

~—

-1
R,, = (Z{Z;(w,Z)EG} 7TZ> Ty, sl (r,y) € G;
0, si (,y) € G.

Le second choix, appelé algorithme de Metropolis, consiste a poser

L) sy e
o, si (z,y) € G;

oun, = {z; (z,2) € G}|.

Remarquons que la méthode de Monte Carlo par chaine de Markov est
congue pour les cas ot le cardinal de E est trés grand. On choisira G tel que
les nombres n, soient nettement moins grands que le cardinal de E. Alors la
simulation des transitions d’une chaine de matrice de transition R est aisée,
dans les deux cas Gibbs et Metropolis. Il reste & combiner cette simulation
avec l'algorithme d’Hastings, pour réaliser une transition suivant la matrice
P, pour passer de X,, & X,,.1. Cet algorithme met en oeuvre la formule (3.1).
Sachant que X, = x, on génére Y,, suivant la loi R,., et si Y,, = y, on fait
un nouveau tirage aléatoire (indépendant de ce qui précéde) qui aboutit a
choisir

{Yn avec probabilité % A1,
Xpi1 = aRay

X, avec probabilité 1 — g—ﬁzz Al

Autrement dit, on génére une v. a. U,, de loi uniforme sur [0, 1], indépendante
de toutes les autres v. a., et on pose

Xn+1 = 1{Un§7TyRyx/7Txny}Yn + 1{Un>7ryRy$/7r$ny}Xn'
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3.1.1 Un cadre d’application

Nous allons maintenant décrire le cadre classique d’application de la mét-
hode de Monte Carlo par chaine de Markov en physique statistique et en
traitement d’images. Cette méthode est également trés utilisée en statistique
bayésienne, cf. la section 7.8.3 ci—dessous.

On prend E de la forme :

E =5
i.e. un point x € E est une application :
meN—z(m)€S.

A est D'ensemble des “sites” (ensemble des points (ou “pixels”) de l'image
discrétisée). A et S sont finis, et donc aussi F.

Typiquement, A est trés grand. Par contre, S (ensemble des niveaux de
gris dans le cas d’une image) est de taille plus modeste. Dans certaines ap-
plications, S = {—1,+1}. Méme dans ce cas le plus simple, card E = 2%\,
donc effectivement E est gigantesque dés que A est grand.

Chaque v.a. X,, de la chaine prend ses valeurs dans S*. C’est donc une
application de A dans S. Pour chaque m € A, X,,(m) est une v.a. a valeurs
dans S.

La chaine {X,;n € IN} évolue de telle sorte qu’entre les instants n et
n + 1 une seule composante de X est modifiée, i.e. il existe m € A tel que

m
Xn+1 ~ Xn7

au sens ou X, 1(m') = X, (m’), Vm # m/. Autrement dit le graphe G ci-
dessus est tel que (z,y) € G si et seulement si x et y ne différent qu’en un
seul site. La méthode de simulation de la chaine de Markov va consister a
choisir a chaque étape un site m a modifier, et & modifier de fagon aléatoire
la valeur de X,,(m).

Décrivons d’abord la fagon de passer de X, (m) & X,1(m). On verra
ensuite comment choisir la fagon de “visiter” les différents sites, i.e. quel m
choisir a I'instant n. La fagon de passer de X,,(m) & X,,1(m) est décrite par
une matrice markovienne P qui a la propriété que P;,Ezl) =0, saufsi z ~ y
(i.e. si toutes les composantes de = et y coincident, sauf peut étre celle notée
m). On veut que la mesure 7 soit invariante par P,

Pour cela, on va chercher a assurer la réversibilité, i.e. que

m P =7, P Y a,y € E, m € A.
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On va choisir P comme ci—dessus. Etant donnée une matrice markovienne
R(™) telle que
m
REY #0=a %y,

on peut choisir pour = # y

meagm) = (WmRa(cm)) A (Wsz(/ZL))’

Y Y

P =13 P >0.

y#z
Autrement dit (algorithme d’Hastings), sachant que X, = x, on génére Y,

et

suivant la loi Rg(c’.n), et si Y, = y, on fait un nouveau tirage aléatoire (indé-
pendant de ce qui précéde) qui aboutit a choisir

Y, avec probabilité F”R’(’f;) A1,

X _ Tz R Ty
n+l = 12 Ty RS
X,, avec probabilité 1 — ’(’ffl) Al
Tz R Ty

A nouveau les deux choix “classiques” pour R sont 1’échantillonneur de
Gibbs qui s’obtient en choisissant

-1

PQEZ” = R%) = sz Ty, sl T~y

(il consiste a choisir X,,+1(m) en tirant suivant la loi conditionnelle sous T,
sachant les autres composantes (autres que m)), et I’algorithme de Métropolis,
qui sous sa forme la plus simple consiste a choisir

(m) _ Nl ow ™ R
Ry = (S| =1)7", siz ~y, sibien que
m - T m

x
Cela revient a choisir d’abord une nouvelle valeur y,,, au site m, uniformément
sur S\{X,(m)}, puis & choisir X,,11(m) = y,, si m, > 7, et avec probabilité

—Y si cette quantité est inférieure a 1.
Ty

Il reste a décrire le “programme de visite des sites”; i.e. décider pour chaque
n quelle composante m de X,, on veut modifier. Une méthode consiste a visi-
ter A dans un ordre fixé, puis de recommencer. L’autre, que nous adopterons
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pour sa simplicité de formulation mathématique, consiste & effectuer a chaque
instant n un tirage de m suivant la loi uniforme sur A, indépendemment de
tous les autres tirages. Dans ce cas, {X,;n € IN} est une chaine de Markov
homogéne de matrice de transition

P =AY P
meA

On a alors clairement
TPy = Ty Pya,

et donc si P est irréductible, 7 est I'unique probabilité invariante de la chaine
{X,;n € IN}. Notons que l'irréductibilité est assurée avec les deux choix
décrits ci-dessus pour R™ | et un tirage uniforme du site & chaque pas.

3.1.2 Le modéle d’Ising

Il s’agit d’'un des modéles les plus classiques en physique statistique. N €
IN étant fixé (IV “grand”), posons

A={-N,...,-1,0,1,...,N}* c Z?,

(A = Ay), de frontiere OA = Ax\An_1, et définissons l’espace des configura-
tions comme

E={-11"M
Pour x € E, on pose
1
H(z) = 5 > la(m) —z(m)?
m,m/EA
|m—m/|=1

Notons que H est petit lorsque x tend & prendre la méme valeur aux points
voisins. On définit :

ET ={re E;z(m) =1, Vm € OA}.
Pour tout § > 0 (1/f8 s’interpréte comme une température), on définit la
probabilité sur £t :

1
_ —BH(x) +
Tp = e , € ET,
Z(P)
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avec bien sir

Z(8) = e,

zeE+

quand 3 — 0, 7 tend vers la mesure uniforme sur E*, alors que lorsque
0 — +oo, m tend vers la mesure uniforme sur les minima globaux de H, i.
e. ici la masse de Dirac au point dont toutes les coordonnées valent 1. Un
résultat célebre d’Onsager dit que si X est une v.a. a valeurs dans F, de loi
m, alors

lim IEX(0) = [(1 — (sinh 23)~*)]"/8.

N—o00
lorsque sinh 23 < 1, on obtient que pour N trés grand, la loi de X (0) n’est
guére influencée par la condition au bord choisie (i. e. le choix des valeurs de
{z(m), m € 0A}), alors que l'inverse est vrai méme a la limite N — oo si
sinh 23 > 1.

Les physiciens sont tres intéressés a réaliser des simulations sous la pro-
babilité m pour N grand (pour tenter d’observer des phénomeénes, du type
du résultat d’Onsager, mais que 1’on ne sait pas encore démontrer concer-
nant éventuellement des modéles plus compliqués et moins bien connus que
le modele d’Ising). Mais pour N vraiment grand, il est impossible de simuler
directement selon la loi 7. Il est méme quasiment impossible de calculer la
constante de normalisation Z(/3). Nous allons décrire la méthode de Monte
Carlo par chaine de Markov dans une version parallélisable, qui exploite la
forme particuliére du modéle d’Ising.

Décrivons tout d’abord [’échantillonneur de Gibbs. Considérons une par-
tition de A suivant la parité de la somme de deux coordonnées du point m
considéré :

AT = {(m1,ms) € A;my + my est pair}
A~ = {(mq,mz2) € A;my + my est impair}

Pour z € E, on note :

2T = (z(m),m € AT),
r~ = (z(m),m e A7)

Il résulte de la forme du modele d’Ising que 7, _(x*|z7), la probabilité que
X+ =27, sachant que X~ = 27, si X est une v.a. de loi 7, est de la forme (on
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utilise la notation o< pour dire que deux fonctions sont égales & une constante
de normalisation prés) :

m(zt|27) o H efrm)s(m)
meAT\OA

avec, si m € AT\0OA,

s(m) = Z z=(m').

m/;m’—m|=1

On a une formule analogue pour 7_ (z~|x™).

La facilité de simuler suivant ces deux lois provient de leur forme produit,
et la constante de normalisation pour chaque facteur est explicite.

La procédure est maintenant la suivante. On choisit une configuration
arbitraire Xy dans ET. Ensuite, on utilise la procédure récurrente suivante.
Etant donné X, on simule d’abord X!, suivant la loi 7, _(-|X,,), puis X,
suivant la loi m_, (1| X7, ;).

Cette procédure est exactement 1’échantillonneur de Gibbs de la section
précédente, ou I'on visite alternativement tous les sites de AT\OA, puis ceux
de A7\0OA (avec une numérotation différente de la suite X,,). La convergence
résulte de la discussion générale ci—dessus. Il n’est pas difficile de vérifier que
I’on simule ici une chaine de Markov irréductible dont 7 est bien la probabilité
invariante.

Décrivons maintenant [’algorithme de Metropolis. Sachant que X, = «x,
indépendamment pour chaque m € AT\JA, on change le signe de x(m) avec
la probabilité

p(m,x) = () A1 = e 2Betm)stm) A 1
()

avec Ty, ~ T, Tp(m) = —x(m), et s(m) = Z = (m').
|m/—m|=1
On a ainsi obtenu X, | (m). On simule ensuite X, (m) en conditionnant
par la valeur de X, ;(m). Le processus obtenu {X,,n € IN} est bien une
chaine de Markov irréductible, de probabilité invariante .

3.1.3 Analyse bayésienne d’images

On peut utiliser le modeéle d’Ising (ou d’autres modéles de ce type) comme
loi a priori d’une image bidimensionnelle digitalisée. Chaque point m € A est
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un “pixel” (en franglais! pixel=picture element). x(m) est le niveau de gris
du pixel m (ici avec le modéle d’Ising on n’a que deux niveaux de gris :
blanc et noir). En faisant varier le parameétre 5 du modéle d’Ising, on varie
la “texture” de 'image : plus ( est grand, plus on favorise une image avec de
grandes taches blanches et de grandes taches noires, alors que § plus petit
favorise un mélange plus fin de couleurs.

On observe la couleur (blanche ou noire) de chaque pixel, et I'observation
restitue la couleur effective de chaque pixel avec la probabilité p €]0, 1], les
erreurs de mesures éventuelles sur les différents pixels étant indépendantes.

Alors la loi a posteriori, plus précisément la loi conditionnelle de 1’événe-
ment X = x, sachant que I'on a observé la configuration y , est

m(aly) oc e P pre) (1 — p)ew),

ou a(z,y) est le nombre de sites ou les configurations x et y sont en accord
(i.e. identiques) et d(x,y) le nombre de sites ou elles sont en désaccord (i.e.
différentes).

On obtient une image “nettoyée des erreurs d’observation” en simulant
selon la probabilité 7(z|y). Bien qu'il ne s’agisse plus exactement du modéle
d’Ising, les mémes méthodes s’appliquent. Décrivons 'algorithme de Metro-
polis. Sachant que X,, = z, indépendamment pour chaque site m € AT\OA
on change le signe de X7(m) avec la probabilité

T(Tm|y)
7(z|y)

1 — p\ Zmy(m)
_ o~ 2Ba(m)s(m) ( P) Al
p

obtenant ainsi X, ;. On simule ensuite X, en utilisant sur AT\9A, les
valeurs ainsi obtenues. On fabrique ainsi une chaine de Markov irréductible,
de probabilité invariante 7 (-|y).

3.1.4 Chaines chauffées

La convergence de ’algorithme MCCM requiert que la chaine simulée vi-
site suffisament souvent tous les états. Or la forme de la probabilité de tran-
sition peut étre telle que la chaine a tendance a rester piégée tres longtemps
dans certaines zones de I'espace des états. Supposons pour fixer les idées que
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E = 7 (ou un intervalle de Z, ou Z/N), et que R, .41 = Ryp1 = 1/2.
Posons
H(z) = —log(m.).

On peut choisir comme matrice de transition P de la chaine a simuler la
matrice

L exp[H(z) — H(y), Gy—rtl,
Py =(1—zsexplH(z)— H(x+1)— jexp[H(z) — H(z —1)], siy=u,
0, sinon.

Supposons que deux zones A et B de Z ou w prend des valeurs significatives
sont séparées par un intervalle ou la valeur de 7 est trés petite (i. e. ou
H prend des valeurs gigantesques). Alors la chaine simulée aura tendance a
passer trop rarement de A vers B (ainsi que de B vers A). Une solution est
de définir d’autres matrices de transition telles que

Poay = 5 expl3(H(x) ~ H@))|, siy=v1,

avec 0 < < 1. La chaine correspondante est dite “chauffée” (3 s’interpréte
comme l'inverse d'une température). On simule alors en paralléle la chaine
{X,} correspondant & 3 = 1, et les chaines {X!},... {X*} correspondant &
des valeurs 1 > 3y > (35 > --- > B > 0. Clairement, ces chaines ont d’autant
moins tendance a rester piégées dans certaines zones de ’espace d’état que 3
est petit. L’idée set alors de permuter de temps en temps de facon aléatoire
les valeurs de (X,,, X}, ..., X¥), de facon & ce que X,, visite plus rapidement
I’espace d’états F. Bien stir, dans le calcul final, on ne retient que les valeurs
de {X,,, n > 0} ainsi obtenues.

3.2 Simulation de la probabilité invariante

Un probléme dans les algorithmes “MCCM?” est le choix de la durée de la
simulation. Par rapport & une méthode de Monte Carlo standard, on rajoute
une difficulté, qui est qu’au lieu d’initialiser la chaine de Markov sous sa
probabilité invariante, on part d’'un point arbitraire. D’une certaine facon
on peut penser qu’il y a une “phase initiale” de I’algorithme qui permet de
se rapprocher de la probabilité invariante, puis un probléme de controle de
la vitesse de convergence dans le théoréme ergodique, qui - comme dans
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une méthode de Monte Carlo standard - peut se résoudre par utilisation du
théoréme de la limite centrale correspondant (cf. Théoréme 2.5.8).

On discutera de la vitesse de convergence vers la mesure invariante a la
section suivante. Nous allons d’abord présenter des idées diies a Propp et
Wilson [36], qui permettent une simulation “parfaite” (au sens de “exacte”,
par opposition & “approchée”) sous la probabilité invariante. L’'idée est que
I'on peut atteindre celle—ci en un nombre fini (mais aléatoire) d’itérations.

On suppose dans toute cette section que cardE < oo, et pour fixer les
notations que £ = {1,2,...,N}.

3.2.1 Simulation parfaite

On va supposer dans cette section que

B(P) = Zigﬁ P,, >0,
yek
c’est a dire qu'il existe y € E tel que P, > 0, Vo € E. Cette condition n ’est
autre que la condition (D) de la section 2.6, mais avec la restriction ng = 1.
Il est clair que S(P) < 1. On pose
inf, Py,

VT ey TR

donc v est une probabilité sur E.

Remarque 3.2.1. On pourrait choisir un autre couple (B,v); 6 > 0, v
probabilité sur E tels que Py, > [v,, mais le choix ci-dessus est optimal au
sens ot il maximise [3.

Remarque 3.2.2. L’hypothese B(P) > 0 entraine qu’il existe une unique
classe récurrente (cf. exercice 2.9.5), et P posséde une et une seule proba-
bilité invariante.

On va choisir une fonction
F:Ex[0,1 —E
telle que si U est une v.a. de loi U([0, 1]),

P(F(z,U) =y) = Pyy, z,y€E.
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Donc si {U,,, n € IN} est une suite de v.a. i.i.d. de loi ¢4([0, 1]), indépen-
dante de X,
Xn:F(Xn—hUn)a 'I’LZ 1

définit une chaine de Markov de matrice de transition P.
On définit £: {0} U E — [0, B(P)] par

0(0) =0
ly)=Ly—1)+inf P, 1<y <N,

et on pose J(y) = [((y — 1), {(y)).
On définit en outre k: E x ({0} U E) — [B(P), 1] par

et on pose K(z,y) = [k(z,y — 1), k(z,y)), 1<z,y <N,

I(z,y) = J(y) U K(z,y).

On remarque que |I(z,y)| = P,,. Enfin on pose

F(x,u) = Zy]-{uel(a:,y)}a 1<z < N? UAS [Oa 1]
yeE
Remarquons que l'on a bien IP(F(z,U) = y) = P,,, soit
P(F(X,-1,Up) =yl X1 =) = Pyy.

Le point crucial de cette construction est que si a U'instant n, U,, < B(P),
alors la valeur de X, ne dépend pas de X,,_1.

Autrement dit, si on fait fonctionner en paralléle cet algorithme avec la
méme suite {U,} pour différents points de départ X, les différentes suites
confluent au premier instant n ot U,, < 3(P). On a la

Proposition 3.2.3. Soit T = inf{n > 1, U, < B(P)}. Alors T et X1 sont
indépendantes, T de loi géométrique de paramétre B(P), et Xr de loi v.

PREUVE

{(Xp=a,T=n}={U, >B3(P),...,Us,1 > B(P),U, € J(x)}
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Donc
P(Xr=2,T=n)=(1-08(P))"B(P)u.

O

On va maintenant construire une chaine stationnaire de matrice de tran-
sition P.

On se donne une suite i.i.d. {U,, n € Z} de v.a. de loi U([0,1]), et on
pose

N = L<ppyy, b € 2.

Les { Ny} sont des v.a. de Bernoulli indépendantes.
Pour tout n € Z, on pose

7(n) = max{k < n; Uy < B(P)}.

Notons que 7(k) = 7(n), Vk € [r(n),n]. En outre, on a IP(n — 7(n) >
k) = (1= B(P)".

On définit alors le processus {X,, n € Z} comme suit. Vk € Z tel que
Nj =1, on pose

Xi = yliesw)

yer
Soit maintenant £ tel que N}, = 0. X, est défini par la formule ci-dessus.
En outre,

Xety+1 = F(Xoy, Urey1)s - X = F(Xpo1, Uy).

Proposition 3.2.4. Le processus {X,,,n € Z} ainsi défini est stationnaire
(ie. V0 e Z, ke N, (X1, .., Xeww) = (Xq,..., Xy), au sens ou ces deux
vecteurs ont la méme loi).

En particulier, la loi de Xy est ['unique probabilité invariante de la chaine
de matrice de transition P.

PREUVE 1l suffit de montrer le dernier point. On note

Pry = (1= B)Puy + Buy.
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On a

k=0
= 3" P(X, = 2]7(0) = —k)(1 - B)*A
k=0
=53 (WP, - )
k=0

Or si 'on pose p, = IP(Xy =), on a
pP =3 (vP*)(1—-p)kpP
k=0

_ ﬁZ(Vpk—H)m(l o ﬁ)k—H + B
k=0
= K,
donc la loi de Xy est bien la probabilité invariante par P. O

Algorithme de “simulation parfaite”

1. On simule Uy, U_y,...,Urq) (ceci requiert un nombre de simulations
qui suit une loi géométrique).

2. On calcule X, ) = Zy L, g esw}-
Yy
3. On calcule X g)11,..., Xp alaide de la formule X,, = F(X,_,U,),
et des Ur(o)41, - - -, Up générés ci-dessus.

4. La v.a. X ainsi simulée suit la loi invariante sous P.

Remarque 3.2.5. La limite de cette approche est que l'on a besoin que
B(P) > 0.

On pourrait penser généraliser cette approche au cas ou il existe k > 1
tel que B(P*) > 0, mais il ne semble pas que cela conduise & un algorithme
effectivement utilisable.



3.2. SIMULATION DE LA PROBABILITE INVARIANTE 99

3.2.2 Couplage depuis le passé

On suppose ici seulement que P est irréductible. On se donne une appli-
cation
F:Ex|[0,1] - F

tel que si U est une v.a. de loi U([0, 1]),
P(F(x,U) =y) = Py, Va,y€ E.

On va définir un “couplage multiple” On se donne {U?,1 < i < N, n € Z}
une suite de v.a. i.i.d. de loi U([0, 1]), et pour k € Z, on pose

e )L sin=k
" F(XM UY, sin>k;

n—1

2, sin==kFk
X2k = F(X2R U2), sin> ket X2F £ X5
F(X2P . UD), sin>ket X2F = XbF .
, sin==k

N
FXNE UMY, sin>ket XVh g {xE 0 XN
F

XN,k . ( n—1» n—1»
n = Nk 7ri . Nk 1k N—1k
(X,05,UN), sin>k X, e{X, ,..., X, 7"}
. e N
et iy = inf{i; Xﬁfl = Xn,’]i

On définit le temps d’arrét
Sp=inf{l >k X, =X7" = = X"},
et pour tout n € Z, on pose
7(n) = sup{k < n; S, <n}.

7(n) est le plus grand des instants tels que I’état du processus (quel que soit
son numéro entre 1 et N) a l'instant n ne dépend pas des états passés avant
7(n), puisque a l'instant 7(n) le processus numéro k valait k, et a U'instant n
sa valeur ne dépend pas de son numéro.
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Théoréme 3.2.6. Soitk € Z et (X2F, ... XNF*:n > k) le couplage multiples
défini ci—dessus. Supposons que IP(7(0) > —o0) = 1. Alors pour tout z € E,
la loi de Xg’T(O) est la probabilité invariante par P.

PREUVE Sike Z, y€ E,
PUX;™ =y} n{7(0) > k}) = P{X5" =y} N {7(0) > k}).
Donc

P(X™0 =y) = lim P(X" =y).

k——o00

Soit 7 la probabilité invariante par P.

PO =) — m) = [P(Xo =yl Xs = 2) — 3 mIP(Xy = y| Xy = 2)]

zeE

< S lP(Xo = yl X, = 1) — P(Xo = y| X, = 2)

z€E

< (Z m) IP(7(0) < k)

— 0, quand k — —o0

Algorithme de couplage depuis le passé
On choisit k € Z_

1. On génere Uy, Ui, q, ..., U}, 1<i<N.

2. On construit a I'aide de la suite précédente, et de I’algorithme ci—dessus,
(X% X b=k k4 1,...,0).
3. On teste si oui ou non
X =Xoh = = X

Si oui, alors X" est une réalisation de la probabilité invariante p.
Si non, on repart plus loin dans le passé. Pour ce faire, on génére

U§k7U§k+17'--7Ulifl; 1 S i S N>
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en utilisant cette suite et la précédente on construit
(X% X 0= 2k,...,0),

et on continue comme ci—dessus. Notons qu’il est important d’emboi-
ter les deux suites dans l’ordre indiqué, puisque le principe consiste a
remonter dans le passé.

Il reste a donner des conditions qui assurent que P(7(0) > —o0) =1). On a
le

Théoréme 3.2.7. Si P est apériodique, alors l’algorithme ci—dessus vérifie
P(7(0) > —o0) = 1.

PREUVE Le résultat se démontre comme a I’étape 1 de la preuve du Théoréme
2.6.4.

Remarque 3.2.8. Dans le cas f(P) > 0, on obtient une variante de l’algo-
rithme de simulation parfaite de la section 3.2.1 en appliquant la procédure de
cette section, simplifiée comme suit. On simule une seule suite (U, n € Z),
et on utilise la formule de récurrence

(1,...,N), sin=k;
(F(XM U0, .., F(XNY U, sin >k

n—1» n—1s

(XDE L XDR) = {

3.3 Vitesse de convergence vers la probabilité
invariante

L’algorithme de couplage par le passé n’est pas envisageable dans la
plupart des situations concrétes. Beaucoup d’utilisateurs de la méthode de
Monte Carlo par chaine de Markov rejettent les n premiéres itérations du
calcul (procédure dite “burn in” en Anglais), en espérant que la loi de X,
est “proche” de la probabilité invariante. Le probléme est évidemmment de
choisir correctement le nombre n. Le Théoréme 2.6.7 peut servir de guide,
surtout si l'on sait calculer le 3 optimal. Mais ce résultat n’est le plus souvent
pas assez précis. C’est une borne supérieure de la distance a la probabilité
invariante, qui peut étre assez loin de la distance réelle. En outre, ses hypo-
théses ne sont pas nécessairement satisfaites.

Plusieurs auteurs, dont en particulier Diaconis [12], ont montré que dans
beaucoup de situations la distance en variation totale entre la loi de X, et
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la probabilité invariante évolue comme suit. Pendant une phase initiale, la
décroissance est trés lente, et la distance reste proche de 1. Puis il y a une dé-
croissance brutale en quelques itérations vers zéro, suivie d’une convergence
lente vers zéro. Dans une telle situation, aprés les quelques premiéres itéra-
tions, le résultat reste trés mauvais, puis soudain il s’améliore brutalement,
et lorsque 'on a atteint la fin de la phase de décroissance rapide, prolonger
les calculs n’apporte plus grand chose. Le probléme est alors de connaitre
précisément le nombre d’itérations qu’il faut effectuer pour atteindre la fin
de la phase de décroissance rapide. Les auteurs cités ci-dessus donnent des
résultats tres précis dans quelques probléemes, par exemple le battage d’un jeu
de cartes, mais bien stir dans la plupart des cas intéressants en pratique, on
n’a pas d’information aussi précise. Nous allons cependant décrire un résultat
di a Diaconis, Khare et Saloff-Coste [13], qui va nous donner I'occasion de
présenter un exemple intéressant d’utilisation de la méthode de Monte Carlo
par chaine de Markov.

Supposons que l'on cherche a réaliser des simulations d’un vecteur aléa-
toire a valeurs dans £ = F; X --- X E,4, de loi de probabilité

:u(dxlv R dxd) = f(xla s 7.’L‘d)V(dSE17 s ,d.’lfd),
ou la probabilité v sur E est une probabilité produit, i. e.
v(dey, ... dxg) = vi(dey) X - X vg(deg).

On suppose que I'on ne dispose pas de méthode directe de simulation suivant
la loi cherchée, mais que pour tout z = (x1,...,2,) et tout 1 < i < d, on
sait simuler X; de loi

f(xla ceey L1, Y, L1,y - - - 7xd)yi(dy)
fEi f(.’l?l, BN S [P0 7 BT I ,.ﬁL’d>Vl’<dZ) .

On construit alors une chaine de Markov (si E n’est pas dénombrable, il
s’agit d’une chaine de Markov a valeurs dans un tel ensemble, ce qui sort de
la théorie décrite dans cet ouvrage, mais on s’y raméne par discrétisation)
dont chaque transition est donnée par la transformation du vecteur aléatoire
X en le vecteur aléatoire X', que nous allons maintenant décrire, en précisant
la loi conditionnelle de X', sachant que X = .

La loi conditionnelle de X7, sachant que X = z, est la loi

fly,za, ..., xq)11(dy)
[, [z 29, xa)ri(dz)’
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et pour 2 < i < d, la loi conditionnelle de X/, sachant que X = z et que
(X1,..., X)) =(2},...,2,_) est la loi

flah, 2y, T, -, 2a)v(dy)
fEi flah, .. 2z i, xg)vi(dz)

Dans la proposition qui suit, on suppose FE dénombrable, et on écrit pu(x)
(vesp. v(x)) pour u({z}) (resp. v({z})).

Proposition 3.3.1. Si E est dénombrable et p(x) > 0, pour tout © € F,
alors la chaine de Markov de matrice de transition

P, =P(X' =y|X =x)

est wrréductible, récurrente positive, et i est son unique probabilité invariante.

PREUVE La condition p(z) > 0, Vo € E, entraine clairement que la chaine
est irréductible. Il reste a montrer que la probabilité ;4 est invariante par P.
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Or on a

. S, o, .. )i (1)
> )Py = >

weE o L f(me, )i ()

W1, y2, @3-, ) 12(y2)
Ezg f(y17 2 PR I SL’n)V2<22)

S Yn1, T Vo1 (Yn-1)
Zzn 1 iy 201, o) Vno1(20-1)
f(y17 < Yn—1, yn)yn@n)
o T Wt Yoty 2 Valzn)
X f(xy,.. xn)ul(:pl) X oo X vp(xy)

flxy, zo, .. zp)vn(2)
p >

T1yeZn Zlf 217x27"'7$n)1/1(21)

fyr, zo, 23, ..., 20 va(22)
E,@ f(y17 22, L35 ...y :L‘n)VQ(ZQ)

X

" S, Yn1, %)

Zzn s Y1, 20)Vn(20)
X f(y17 e ,yn71,yn)V1<y1) XX Vn<yn)
= 1Y),

ou la deuxiéme égalité s’obtient en réarrangeant les termes. La troisiéme
s’obtient en remarquant d’abord que seul le premier facteur dépend de x; et
que sa somme sur x; € F; vaut 1, puis que dans ’expression restante seul le
premier facteur dépend de x5, et sa somme sur xs € Fy vaut 1, etc. 0]

Diaconis, Khare et Saloff-Coste [13] étudient en particulier le cas suivant

avec n =2 :

e £ ={0,1,...,m}, E5 = [0,1], v; (resp. o) est la probabilité uniforme

sur E; (resp. Es).

o f(k,p)=Crp*(1 —p)™F,
avec m € IN* arbitraire. Leur résultat dans cet exemple est que le nombre
d’itérations qu’il faut effectuer pour que la loi de la chaine soit proche de sa
probabilité invariante est de ’ordre de m.
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3.4 Le recuit simulé

La recherche des maxima globaux d’une fonction est un des problémes
importants en mathématiques appliquées.

Dans le cas d’une fonction différentiable sur IR%, on peut partir d’un point
arbitraire, et se déplacer dans la direction du gradient, tant que la fonction
décroit. Malheureusement une telle méthode conduit & trouver un minimum
local, et non global. Dans le cas d’une fonction définie sur un ensemble fini
E, on pourrait en principe calculer les valeurs f(z) pour tout  dans F, mais
dans les cas intéressants, une telle procédure n’est pas envisageable, en raison
de la taille de I’ensemble F.

Nous allons présenter dans cette section la méthode du “recuit simulé”; qui
par rapport a la méthode du gradient introduit des perturbations aléatoires
qui permettent de sortir des bassins d’attraction des minima locaux.

Au cours des calculs, les perturbations aléatoires sont atténuées, de telle
sorte que 'on espére finalement aboutir & un des minima globaux. La ter-
minologie provient de ’analogie avec les procédés chimiques de fabrication
de certains cristaux, qui si on les refroidit trop vite se figent dans un état
différent de I'état désiré, lequel n’est atteint qu’a la suite d’'un procédé im-
pliquant un refroidissement trés lent, avec éventuellement un réchauffement
au cours du procédé.

Nous allons présenter ’algorithme du recuit dans le cas de la minimisation
d’une fonction définie sur un ensemble fini F.

Commencons par présenter deux exemples de probléme de minimisation
d’une fonction sur un ensemble fini de cardinal gigantesque.

Exemple 3.4.1. Le voyageur de commerce. Soit {1,..., N} un ensemble
de N willes. Le voyageur doit passer dans chacune de ces villes, en partant
de 1 et en revenant en 1. E est l’ensemble de tous les itinéraires possibles
(card E = (N — 1)!). Un itinéraire est une suite

= (T1,...,TN)

telle que vy = 1, et (za,...,xN) constitue une permutation de {2,...,N}.
La fonction coit a minimiser est (avec 1 =1)

V(z) = Z d(Th, Try1),

k=1
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ot d(n,m) est la distance de la ville n a la ville m. La recherche des minima
globaux de cette fonction V' est un des problemes classiques de la recherche
opérationnelle.

Exemple 3.4.2. Restauration d’images. On reprend le modéle présenté
a la section 3.1.3, et on souhaite, pour obtenir une image restaurée (i.e. dont
on a supprimé les erreurs d’observation), trouver le mazimum de la loi a
posteriori, i.e. avec les notations du chapitre 2, a y fizé on cherche

& = arg max e PH@ palev) (1 _ p)d@y),

Supposons que 'on cherche & maximiser une fonction
U:F—1R._,
telle que, pour fixer les idées,

max U, = 0.
zeE
On cherche un des z tels que U, = 0.
Pour tout 8 > 0, on définit la probabilité w3 sur E par :

T3z = Zﬁ’leBU””, reFl

avec Zg = ZeﬁU’. Le parameétre 3 est destiné a tendre vers +oo. Quand

el
B — 400, la probabilité w3 converge vers la probabilité uniforme sur les

maxima de U.

A chaque § > 0, on associe la matrice de transition d’une chaine de
Markov irréductible et apériodique, de probabilité invariante mg. On peut la
choisir par exemple comme suit. Soit G un graphe non orienté dans F, i.e. une
collection de paires de points de . On suppose que G posséde la propriété
suivante : pour tout x,y € F, il existe n et © = x,29,...,2, =y € F tels
que (xp, xpe1) € G, 1 <k <n— 1. Posons

ne = [{y, (z,y) € G}|.
Alors la matrice Pz dont les éléments hors diagonaux sont donnés par

Piay = Lagrean, ' "7 A 1],
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et convenablement complétée sur la diagonale, a les propriétés requises. No-
tons que plus [ est grand, plus les transitions qui diminuent la valeur de U
sont rares. Pourvu que le choix du graphe G ne rende pas la chaine pério-
dique, si 3 est fixé et {X?, n > 0} est une chaine de Markov de matrice de
transition P, la loi de X2 converge vers 73 quand n — oo. L’idée de l'algo-
rithme du recuit est de faire dépendre 3 de n, de telle sorte que  — +oo
quand n — oo, avec l’espoir que alors X,, converge vers le (ou ’ensemble des)
maximum de la fonction U. Ceci est vrai si 3 tend suffisamment lentement
vers +oo (d’ou la terminologie“recuit”). Nous donnerons un résultat dans ce
sens pour ’analogue d’une chaine de Markov, mais en temps continu, a la
section 7.10 ci-dessous.

3.5 Exercices

Exercice 3.5.1. Soit £ un espace d’états dénombrable et p et q des densités
de probabilité, avec 0 < p < c¢q, q €tant une densité facilement simulable.
On considére alors une suite Y,, n > 1 de variables aléatoires indépendantes
et de méme loi q, globalement indépendantes de la variable aléatoire Xo. On
définit par récurrence :

e p(Yn+1)
X = {Yn+1 avec probabilité CCI(Yn+8/ |
n N _ PUn41
X, avec probabilité 1 o)

1. Ecrire X, 11 sous la forme f(X,, Uni1, Yni1), ot les Uy, sont i. i. d. de
loi commune la loi uniforme sur [0,1], et en déduire que X,, est une
chaine de Markov.

2. Calculer la probabilité de transition P;; de X,,.

3. Calculer puP pour une probabilité i et en déduire que la loi de X,
converge vers une unique probabilité invariante égale a p.

4. Quel rapport y-a-t-il entre cette chaine et la méthode de rejet classique ?

Exercice 3.5.2. Soit P,, un noyau de transition d’une chaine de Markov
sur un espace d’état dénombrable E. On suppose que :

P,, > acy, pour tout v € E, (3.2)

ot ¢ est une mesure de probabilité et o > 0. On identifie ’'ensemble des
mesures bornées sur E o (*(E) muni de la norme [v| =% 5 v(z)|
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Soit v une mesure bornée de masse totale nulle. Montrer que |vP| <
(1 —a)|v|. En déduire que si p et ' deux mesures de probabilité sur E
on a :

P — p'Pl < (1—a)|p—p].

Montrer que s’il existe une mesure de probabilité invariante, elle est
forcément unique et que pour toute probabilité u la suite uP™ est de
Cauchy.

Soit (X,,n > 0) une chaine de Markov de matrice de transition P.
Montrer que quelle que soit la loi initiale i de Xo, la lot de X,, converge
vers une unique lot de probabilité invariante v et que de plus :

|uP" —v| < Cp"
ot C' est une constante finie et 0 < p < 1.

Montrer que les résultats précédents sont conservés s’il existe £ > 1 :

Pfy > acy, pour tout x,y € E. (3.3)

On considére maintenant ’algorithme de Métropolis sur un espace E
fini. On suppose que Py, = Py, et que l’équation (3.2) est vérifiée. On
cherche a simuler une loi . donnée a une constante pres par :

[y = Ce PHE),

Ecrire la probabilité de transition ﬁxy sur E qui permet de construire
l’algorithme de Meétropolis.

Vérifier que P vérifie l’équation (3.2). Proposer une méthode de simu-
lation approchée selon la loi .

Exercice 3.5.3. On veut résoudre dans R? I’équation

(I-Az=b (3.4)

ou A est une matrice de norme strictement inférieure a 1. Pour ceci on
considére une chaine de Markov X,, sur E = {1,2,...,d} de loi initiale p
strictement positive et de transition P(i,j) strictement positive sur E X E .

1. Pourn>1 ety € R? on pose :

A(XO7 Xl) e A(anlu Xn)
1(Xo) P(Xo, X1) - -+ P(Xpo1, Xn)

Wn - y(XO) b(Xn)
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Calculer TE(W,,). En déduire une simulation d’une solution approchée de
léquation (3.4).

2. On pose E=EU {0} et on considére maintenant une chaine avec
cimetiere 0. C’est a dire une chaine )N(n de loi initiale p portée par E, stric-
tement positive sur E et de transition ﬁ(x, y) strictement positive sur E X E
telle que P(5,6) = 1.

On pose T =inf{n >1; X, = é}.
1. Montrer que T est fini presque strement.

2. On pose

W =y(Xo) ——— AXo X)) AXr 2 X)) b(Xr_1)
(Xo)P(Xo, Xy) - P(Xp—2, Xp_1) P(Xp_1, X7)

Calculer IE(W) et en déduire une simulation de la solution de l’équation

(3.4).
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Chapitre 4

Chaines de Markov et génome

Introduction

Ce chapitre est consacré a la présentation de méthodes d’annotation du
génome (en particulier la recherche des régions codantes, donc des génes) et
aussi d’alignement de séquences d’ADN, qui utilisent les chaines de Markov.
Ce chapitre contient en particulier une présentation des chaines de Markov
cachées et des algrithmes qui leur sont associés. Cette notion est utilisée
dans de nombreuses applications autres que la génomique, par exemple en
reconnaissance de la parole, cf. Jelinek [23|. On pourra consulter sur le sujet
de ce chapitre entre autres [15], [16] et [31], dont nous nous sommes inspiré.

4.1 Comment lire ’TADN?

On considére un fragment d’ADN;, sous la forme d’un simple brin consti-
tué d’une succession de nucléotides, que nous considérerons comme des lettres
dans ’alphabet a, ¢, g, t,apour adénine, c pour cytosine, g pour guanine,
t pour thymine, par exemple

accgtaattcgga- ---ttgc

“Lire” ou “annoter” cette séquence consiste essentiellement & la décomposer
en régions codantes a l’endroit ou a [’envers (sachant que I’ADN est constitué
en réalité de deux brins complémentaires, avec un a toujours apparié avec
un t, un ¢ avec un g, qui ne sont pas lus dans le méme sens), et régions non
codantes; dans le cas des génomes eukaryotes il faut en outre découper les

111
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régions codantes en introns et exons. Notons que les régions codantes sont lues
par codons, i.e. triplets de nucléotides, chaque codon étant ensuite traduit
en un acide aminé. La succession des acides aminés cosntitue une protéine.
Il est donc essentiel de lire chaque région codante dans la bonne phase de
lecture. Oublier un codon n’est pas forcément trés grave, mais se tromper en
décalant la lecture d'un ou de deux nucléotides est catastrophique!

On est aidé dans cette démarche par la présence d’un codon START (resp.
STOP) au début (resp. a la fin) de chaque région codante. Mais tout START
potentiel n’en est pas forcément un. Par contre, un STOP potentiel, dans
une région codante, rencontré dans la bonne phase de lecture, est un STOP.
Et il n’y a pas de signaux aussi nets marquant la transition entre intron et
exon.

Pour pouvoir faire la distinction entre plages codantes et non codantes,
une premiére possibilité est que les proportions respectives de a, de c, de g
et de t soient nettement différentes entre plage codante et non codante. Une
seconde possibilité est que ces proportions ne sont pas vraiment nettement
différentes, et qu’il faut compter les di ou trinucléotides.

Dans le premier cas, on va distinguer entre région codante et non codante
en comparant les proportions de a, de c, de g et de t. Dans le second cas,
il faudra compter les paires ou les triplets. Et quelque soit le critére adopté,
le plus difficile est de localiser correctement les ruptures (ou changements de
plage).

Les méthodes que nous venons d’évoquer pour décomposer une séquence
d’ADN en ses différentes plages — dans le but de détecter les génes — peuvent
étre vues comme des procédures statistiques associées a une modélisation
probabiliste. Cette modélisation n’est pas la méme suivant que I'on regarde
des fréquences de nucléotides, de bi— ou de trinucléotides. Dans tous les cas,
on considérera la suite des nucléotides comme une suite de v. a. a valeurs
dans 'ensemble E' = {a,c, g, t}.

Avant de faire un détour par les modéles probabilistes possibles pour
une séquence d’ADN, considérons deux problémes parmi les plus simples
d’analyse de séquences.

4.1.1 Les ilots cpg

On note cpg le dinucléotide ¢ suivi de g (la notation ¢ g ou c-g désigne
plutdt la paire de bases ¢ et g appariée, chacune sur un brin de I’ADN).
Dans le génome humain, ces dinucléotides ont tendance a disparaitre, parce
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que lorsque la cytosine c¢ est suivie par la guanine g, elle a tendance a étre
modifiée par méthylation, et méthyl-c mute facilement en thymine t. D’ou le
fait que les dinucléotides cpg sont plus rares que ce que donne le produit de la
fréquence des c par celle des g. Mais le processus de méthylation est inhibé
dans certaines portions du génome, autour des promoteurs et des codons
START. Dans ces régions on trouve beaucoup de cpg (en fait plus que le
produit de la fréquence des ¢ par celle des g). On appelle ces régions des
“ilots cpg”.

On peut donc se poser deux questions. Etant donnée une petite portion de
génome, comment décider s’il provient ou non d’un ilots cpg? Etant donnée
une longue séquence, comment isoler les ilots cpg?

4.1.2 Recherche de génes dans un génome prokaryote

Dans un génome prokaryote, un géne est une succession de codons (de
trinucléotides, qui chacun code pour un acide aminé), encadrés par un codon
START et un codon STOP. Il y a trois codons START possibles, et trois
codons STOP possibles. Mais alors qu’un codon STOP putatif dans la bonne
phase de lecture est forcément un STOP, un codon START possible au milieu
d’une région non codante n’est pas forcément un START.

On a donc dans un génome prokaryote des génes putatifs consitués d’un
codon START, un nombre entier de codons (ie. un multiple de 3 nucléotides),
un codon STOP. Comment distinguer, parmi une collection de génes putatifs,
les vrais génes des faux génes? Comment trouver les génes dans un génome
prokaryote ?

Remarque 4.1.1. Dans les chapitres précédents, les suites aléatoires (en par-
ticulier les chaines des Markov) étaient indexées par le tempsn =0,1,2, .. ..
Dans ce chapitre, on va considérer des suites aléatoires indexées par la po-
sition n sur une séquence génomique. On auran = 1,2,..., c’est a dire que
lindice n part de la valeur 1, et non plus de la valeur 0.

4.2 Le modéle 1.1.d

Soit X le premier nucléotide de notre séquence. Sa loi de probabilité est
définie par le vecteur p = (pa, pc, Pg, pr) donné par

pa =IP(X; =a), p. =IP(X1 =b), p, =P(X;1 =g), p. = P(X; =1t)
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Notons que pa, pc, pg, Pt = 0 et pa + pe + pg +pe = 1.

On dit que les v.a. (X1,...,X,,) sont i.i.d. (indépendantes et identique-
ment distribuées) si elles sont indépendantes et toutes de méme loi. On dit
aussi (dans le langage des statisticiens) que la suite (X7, ..., X,,) est un échan-
tillon de taille n de la loi commune des X;. A cet échantillon, on associe la
loi de probabilité empirique

P = D Lixima)s PL = - > Lixi=eh
=1 i=1

Pg = ﬁ Z 1{X¢=g}7 by = E Z 1{Xi:t}'
i=1 i=1

p" = (p3, p%, pg, py) est une probabilité sur .

En pratique, la loi commune p = (pa, pc, Pg, Px) des X; est inconnue. Du
moins si n est suffisamment grand, p” est une bonne approximation de p. En
effet, il résulte de la loi des grands nombres que

1 n
=~ pxmw — Bl ) = P(X; = a)

quand n — oo (méme résultat pour c,g,t), et en outre d’apres le théoréme
de la limite centrale,

<5/pa pa<pa pa_é/pa a> \/ﬂ/

et donc puisque \/pa(1 — pa) <

P (111> ; ) <2 [ s

On peut donc estimer la loi inconnue p, sous '’hypothése que les nucléo-
tides sont i.i.d., donc en particulier que la plage considérée est homogéne.

L’hypothése d’indépendance n’est pas forcément vérifiée, mais en réalité
elle n’est pas absolument nécessaire pour que la démarche ci—dessus puisse
étre justifiée.

[\D|>—t
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4.3 Le modéle de Markov

Supposer que les nucléotides sont indépendants les uns des autres n’est pas
trés raisonnable. On peut penser par exemple que, dans une région codante, la
loi du 2éme nucléotide d’un codon dépend de quel en est le premier nucléotide.

D’ou lidée de supposer que la suite (Xq,...,X,,) forme une chaine de
Markov. Cependant, il est utile pour ’application au génome de considé-
rer une propriété de Markov plus générale que ce que nous avons introduit
jusqu’ici.

Définition 4.3.1. La suite (X1,...,X,,) est une chaine de Markov d’ordre
¢ (> 1) (Modéle M¢) siVk > ¢,

IP(Xk = ZL‘k|X1 = T1,... ,ch—l = ZL‘k_l)
= ]P(Xk = xk‘kaé =Tty X1 = xkfl)

Notons qu’'une suite indépendante constitue un modele M0. Le modele
M1, est le modele usuel, qui a été étudié dans les chapitres précédents. Re-
marquons que 1’on peut toujours considérer un modele Mk & valeurs dans E
comme un modéle M1 & valeurs dans E*.

4.3.1 Application aux ilots cpg

Les données ci—dessous sont reprises de [15]. On estime deux matrices de
transition de Markov (modéle M1), d’une part sur des ilots cpg, et d’autre
part sur des séquences qui ne sont pas des ilots cpg. Dans le premier cas, on
obtient la matrice de transition estimée

a c g t
0.180 0.274 0.426 0.120
0.171 0.368 0.274 0.188,
0.161 0.339 0.375 0.125
0.079 0.355 0.384 0.182

Pt =

e o p

et dans le second cas

0.300 0.205 0.285 0.210
0.322 0.298 0.078 0.302.
0.248 0.246 0.298 0.208
0.177 0.239 0.292 0.292

0] o p



116 CHAPITRE 4. CHAINES DE MARKOV ET GENOME

Etant donnée une séquence x = (x1,...,x,) de nucléotides, on calcule un
score qui est en fait un log—rapport de vraisemblance sous la forme

]PmodeleJr (X I)
modele X - l’

_Zlog< T m)
331 1%4

S(z) = log

On peut en fait normaliser ce score en le divisant par la longueur n de la
séquence. La matrice des R est donnée par

a c g t
a —0.740 0.419 0.580 —0.803
R=c —0913 0302 1.812 —0.685.
g —0.624 0.461 0.331 —-0.730
t —1.169 0.573 0.393 —-0.679

Lorsque I'on compare les S(z) pour diverses séquences dont on sait s'il s’agit
ou non d’ilét cpg, on voit que le score ci-dessus discrimine bien les ilots cpg
des autres types de séquence.

4.3.2 Recherche de génes dans un génome prokaryote

On proceéde de fagon analogue a ce que ’on vient de faire a la sous—section
précédente. On a a notre disposition des vrais génes et des faux genes. On
va en utiliser une partie pour ’apprentissage du modele, et une autre pour
tester le caractére discriminant ou non de tel score.

On utilise un premier sous—ensemble des vrais génes pour estimer la ma-
trice de transition d’une chaine de Markov. Notons P* 'estimé obtenu. Le
modele “~” est un modeéle i.i.d., la probabilité jointe des 4 nucléotides étant
donnée par les 4 fréquences, calculée a partir d’un pool contenant & la fois
des wvrais génes et des faux génes. Notons 7 'estimé obtenu.
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Maintenant si x est un géne putatif, on calcule son score

]Pmodéle+(X - :L‘)
]Pmodéle— (X = :L‘)
P+

— ; log (73;_1“)
- Z in—lwi-
=2

Il s’avére que cette statistique discrimine trés mal les vrais génes des faux
genes.

Par contre, si 'on prend comme modéle + un modéle de Markov M1 sur
les codons, et que I'on procéde comme ci—dessus, alors la nouvelle statistique
S(z) discrimine bien les vrais génes des faux génes.

S(z) = log

4.3.3 Statistique des chaines de Markov Mk

Pour simplifier, on va se contenter de décrire le modéle M2. Dans ce cas,
ce qui remplace la matrice P est une matrice de transition de £ x E dans
E, qui donne la loi de probabilité de Xy, sachant le couple (Xjy_1, Xy).
Dans le cas E = {a, c,g, t}, on a donc une matrice de transition a 16 lignes
(indexées par les dinucléotides {aa, ac,...,gt,tt}) et 4 colonnes (indexées

par {a,c,g,t}).

Remarque 4.3.2. On peut aussi se ramener a un modele M1 sur l’espace
d’état E x E, puisque si (X1, Xo, ..., X,) est une chaine de Markov d’ordre
2 a valeurs dans E, (X1, Xa), (X2, X3), ..., (Xn_1,X,)) est une chaine de
Markov d’ordre 1 a valeurs dans E x E. On se raméne a une matrice de
transition carrée, et on peut introduire la notion de probabilité invariante...

On estime la probabilité de transition P, . a l'aide de la quantité

n—2 1
k=1 H{Xp=2,Xp 1=y, Xp12=2}

n—2 1 _ _ )

k=1 H{Xr=2, X 11=y}

qui converge p.s. vers P,, . quand n — oco. Remarquons que cette statistique
inclut le décompte des trinucléotides, donc en particulier des codons, ce qui
fait que les chaines d’ordre 2 sont trés utilisées pour modéliser les régions
codantes de ’ADN.
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4.3.4 Chaine de Markov phasée

Dans une “plage codante”, on peut penser que la probabilité de transition
n’est pas indépendante du site, mais périodique de période 3. Comme la
notion de “chaine de Markov périodique” désigne tout autre chose (& savoir
une chaine qui n’est pas “apériodique” au sens de la définition 2.6.1), nous
utiliserons, a la suite de [40], la terminologie chaine de Markov phasée pour
désigner une chaine de Markov (X,,, 1 <n < N) telle que pour tous z,y € E,
l'application n — P (X, 1 = y|X,, = x) est périodique. Dans le cas qui nous
occupe, on peut y compris songer a une chaine de Markov d’ordre 2, telle que
pour tout y € F, la quantité P(X,11 = y|X, = z, X,,_1 = 2’) ne dépende
pas de z, 2’ pour n = 3k, que de x pour n = 3k + 1 et dépende de x,z’ pour
n = 3k + 2, k entier. Cela veut dire en particulier que les codons successifs
sont i.i.d. On pourrait aussi supposer que les codons successifs forment une
chaine de Markov d’ordre 1.

4.3.5 Chaine de Markov localement homogéne

Si 'on regarde plus globalement la séquence génomique, on s’attend a ce
que la chaine de Markov qui décrit celle—ci soit homogéne dans la réunion
des régions non codantes, dans celle des régions codantes a I'endroit, celle
des régions codantes a l’envers, la réunion des introns, mais pas globalement
homogeéne, et c’est d’ailleurs cette inhomogénéité qui doit nous permettre de
réaliser ’annotation. Le principal probléne est bien de détecter ce que 'on
appelle les “ruptures de modéle”.

Il existe une importante littérature statistique sur ces problémes de rup-
ture de modéle, mais il n’est pas clair que les algorithmes correspondant sont
adaptables a la situation qui est la notre ici, ou il est essentiel d’exploiter
I'homogénéité de la chaine sur la réunion des plages de méme type (non co-
dant, codant a I’endroit,...), et pas seulement sur chacune de ces plages prise
isolément.

Nous allons présenter un algorithme da & Audic et Claverie [1] pour 'an-
notation des génomes prokaryotes. On suppose que notre modéle (qui peut
étre M0, M1, M2,...) est décrit par un parameétre 6 (qui est une probabilité
sur ' dans le cas M0, une probabilité de transition dans le cas M1, ...),
lequel prend trois valeurs distinctes (toutes trois inconnues!) (6y, 0y, 62), sui-
vant que l'on est dans une plage non codante, codante a I’endroit ou codante
a 'envers.
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e Etape d’initialisation On découpe la séquence en plages de longueur 100
(éventuellement, la derniére plage est de longueur > 100). On décide
au hasard de placer chaque plage dans 1'une des trois “boites” 0, 1, et
2. Sur la base de tous les X, se trouvant dans la boite 0, on estime une
valeur du parameétre 6, soit 9(()1). On estime de méme les valeurs 9%1) et

o).

e Etape de mise & jour Supposons que nos trois “boites” 0, 1, et 2 contiennent
chacune des plages distinctes de longueur > 100, sur la base desquelles
on a estimé les valeurs 6", 6 et 65" On commence par vider ces
boites, et on reprend la séquence compléte {X,,, 1 < n < N}. On ex-
trait la sous—suite {X,, 1 < n < 100}. On estime le parameétre 6 sur
la base de cette sous—suite, et on choisit laquelle des trois valeurs 0(()”),
9§") et Gén) est la plus proche de cette nouvelle valeur estimée. Puis on
se pose le méme probléme avec la suite {X,, 10 < n < 110}, avec la
suite {X,,, 20 < n < 120},.. jusqu’a ce que la valeur estimée devienne
plus proche d’une autre des trois valeurs de I’étape précédente. Alors
on revient en arriére de 50 nucléotides, et on place 'intervalle ainsi
sélectionné depuis le début de la séquence dans la boite 0, 1, ou 2,
suivant le cas. On recommence, en prenant une plage de longueur 100,
adjacente a l'intervalle que I'on vient de placer dans une des boites, et
on répéte les opérations précédentes. Lorsque 1'on a épuisé la séquence,
on se retrouve avec trois boites contenant chacune (du moins il faut
I'espérer) des plages de longueur > 100. On estime alors les trois nou-
velles valeurs 65", 6" et 85"V sur la base du contenu des boites
0, 1, et 2 respectivement.

Si la séquence initiale est effectivement constituée de plages dont les com-
positions statistiques sont de trois types différents, ’algorithme converge ra-
pidement, et quand on s’arréte, on a un découpage de la séquence initiale
en sous—séquences de trois types différents. Il ne reste plus qu’a décider “qui
est qui”, ce qui requiert des connaissances a priori, acquises en observant des
séquences qui ont déja été annotées.

4.4 Chaine de Markov cachée

Le point de vue Bayésien consiste a se donner une loi de probabilité a
priori sur les paramétres inconnu #;, et leur évolution. Plus précisément on
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va maintenant se donner une nouvelle chaine de Markov (Y7,...,Yy), dite
“cachée” parce que non observée. Dans le cas des génomes prokaryotes, la
chaine (Y,,) prend par exemple ses valeurs dans ’ensemble a trois éléments
F =1{0,1,2}, et dans le cas eukaryote il faut différencier les états 1 et 2 entre
les parties intron et exon. En réalité c’est encore un peu plus compliqué, car
il faudrait prendre en compte les codons START et STOP, mais on verra
cela un peu plus loin. L’avantage de cette approche est que l'on dispose
d’algorithmes pour répondre aux questions que nous nous posons. On note
F Tespace dans lequel la chaine cachée prend ses valeurs, et d = card(F).
Rappelons que d > 3.

Pour simplifier la présentation succincte de ces algorithmes, on va sup-
poser que (Y1,...,Yy) est une chaine de Markov (i, P) a valeurs dans F', et
que, connaissant les (Y},), la suite des nucléotides (X7, ..., Xy) est indépen-
dante, la loi de chaque X,, dépendant uniquement du Y,, correspondant, i.e.
pour tout 1 <n < N,

IP(X1:.’L‘l,...,Xn:.ﬁCn‘Yl:yl,...7Yn:yn)

= [[P(Xi = 2|Yi = i)
k=1

n
= H kark'
k=1

Le probléme que 'on cherche a résoudre est le suivant : ayant observé
la suite des nucléotides (xi,...,zy), quelle est la suite des états cachés
(Y5, ..., yy) qui “explique le mieux” ces observations ? Autrement dit, il s’agit
de calculer la suite qui maximise la vraisemblance de la loi a posteriori sa-
chant les observations, i.e.

(¥, ... yn) = argmaxP(Y] = y1,..., Yy = yn| X1 =21, ..., Xy = zn).
Yi--YN

Notons que, dans ce modéle, on a comme paramétres inconnus le triplet
(1, P, Q). Pour résoudre le probléme ci—dessus, on est obligé d’estimer d’abord
les paramétres (mais nous discuterons ce probléme a la fin). Si I'on admet
que l'on connait les parameétres, notre probléme sera résolu par l'algorithme
de Viterbi. Mais nous allons d’abord présenter le
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4.4.1 Calcul de la vraisemblance
Il est clair, au vu de ce qui précede, que
IPG(Yl =y, X1 =2, Yo =1y, Xo =m0, Yy =yn, Xy = $N)
= :uylpylyz X X PyN—lyN X lemeyzl‘Q X X QyN:BN'
Et donc
]P,g(Xl =T, .. -7XN = SCN)
= Z Py Pyrys X o X Py 1y Quyay X -+ X Qyyay
Y1,Y2,--Yn €F

Mais cette formule n’est pas utilisable en pratique, car elle suppose d’ef-
fectuer de 'ordre de Nd"™ opérations, ce qui, dés que N est un peu grand,
devient irréalisable. On va maintenant voir une procédure récursive pour le
calcul de la vraisemblance, a savoir la :

Procédure progressive

Considérons la suite (indexée par n) des vecteurs ligne «(n), définis par :

ay(n) =Py(Xs =21, Xo =29,..., X, =2,, Y, =y),y € F.

Cette suite se calcule par une récurrence “progressive” comme suit :

1. Initialisation :
ay(1) = pyQyay, y € F.

2. Récurrence :

ay(n + 1) = (O“/(n)P)yQyﬂﬁnﬂ? yeF

La quantité cherchée est donnée par :
> ay(N).
yeF

Ce calcul requiert de l'ordre de d®2N opérations.

On peut aussi calculer la méme quantité en utilisant la :
Procédure rétrograde
On introduit les vecteurs colonne (3(n), définis par :

By(n) =Po(Xni1 = Tng1,- .., Xn =2an|Yo =vy),y € F.

Cette suite se calcule par une récurrence “rétrograde” comme suit :
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1. Initialisation :

ﬁy(N):lv yGF

2. Récurrence :
2-a By(n) = By(n)Qya,.,y € F.
2-b f(n—1) = PB(n).

Finalement la quantité cherchée vaut le scalaire (produit d’un vecteur ligne
a gauche par un vecteur colonne a droite) :

pB(1).

A nouveau, le nombre d’opérations requises est de 'ordre de d?N. Notons
que

By(n) =Py(X, = xp, Xpns1 = Tpy1, .-, Xy = 2n| X, =y),y € F.

4.4.2 L’algorithme de Viterbi

Sil'on admet que le paramétre 6 est connu, I’algorithme de Viterbi calcule
la suite (y7,...,yy) qui maximise la vraisemblance. Définissons la suite de
vecteurs ligne (n) par :

5y<n) = max IP@(S/I =Y, Y1 =Y, Yo =y, X1 =21,..., X, = xn)

Y1,Y25--Yn—1

dy(n) est en quelque sorte la plus forte probabilité d’une trajectoire des
{Yy,1 <k <n—1}, qui se termine par Y,, = y, et correspondant a la suite
des nucléotides observés x1,...,x,. On a la formule de récurrence suivante
entre les vecteurs §(n) :

oy(n +1) = (6(n) * P)yQya,

ou l'opération * qui & un vecteur ligne de dimension d et une matrice d x d
associe un vecteur ligne de dimension d est définie comme suit :

(0% P)y, =sup0,P,,.

zeF
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L’algorithme de Viterbi consiste a calculer les 6(n) den =1an = N,
puis a retrouver la trajectoire optimale en cheminant pas a pas dans le sens
“rétrograde” : connaissant y;;, on en déduit y;_; par la formule :

y:l,*l = wy;; (n)7
avec
Yy(n) = argmax, . pd,(n — 1) P,,.
L’algorithme de Viterbi est décrit comme suit :

1. Initialisation :

6y(1) = p1yQyar, y € F;
P(1) = 0.

2. Récurrence : pour 1 <n < N,

5?4(”’) = ((5(71 - 1) * P)yQy:vnv
Wy(n) = argmax, ¢ po.(n — 1)P,,, y € F.

3. Etape finale :

0 = I;lea}{5y(N)
yy = arg I;lea}?(dy(N).

4. Récurrence rétrograde
Yp =Py, (n+1), 1<n <N,

Remarque 4.4.1. Notons que [’algorithme de Viterbi est un exemple d’al-
gorithme de la programmation dynamique. Cet algorithme a été inventé par
Richard Bellman en 1950, comme algorithme de calcul d’un contréle optimal,
cf. chapitre 5 ci—dessous.

4.4.3 Estimation des paramétres

Il y a deux stratégies possibles. L'une consiste a estimer les paramétres
sur une séquence d’apprentissage déja annotée. Dans ce cas, on estime les
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paramétres d’'un modéle ou toute la suite { (X, Y,,), 1 < n < N} est observée.
On utilise les algorithmes d’estimation bien connus que nous avons présentés
dans les sections précédentes.

L’autre stratégie consiste a estimer les paramétres sur la base des seules
observations de la suite des nucléotides. L’avantage est de faire ’estimation
a partir du génome étudié, et non pas a partir d’'un génome différent. L’in-
convénient est bien str que 'on estime un modéle avec des observations trés
partielles. Il existe cependant des algorithmes maintenant classiques (’algo-
rithme EM, et sa variante SEM), qui permettent de résoudre ce probléme.

Algorithme EM La statistique mathématique nous enseigne qu’'un bon
estimateur de 6 est 'estimateur du maximum de vraisemblance :

~

On = argmeaX]Pg(Xl =11, Xo=1o9,..., Xy = xn).

Pour alléger les écritures, on notera dorénavant
ON = {Xl = .I‘l,XQ = .I‘Q,...,XN = SCN},

YN: (}/17)/25"'7}/]\7)7 yN:(ylay27---;yN)~

On ne connait pas de méthode pour trouver un maximum global de la fonc-
tion
0 — IP@(O N)-

On va indiquer un algorithme itératif qui converge vers un maximum local
de cette fonction, l'algorithme de Baum—Welch. Remarquons tout d’abord
que :

IPG(YN - yNa ON)
]PG(YN = yN|ON)

Py(On) =

, d’our :
P, (YN = yN|On) logIPg(On) = Py, (Y™ = y™|On) log Py (Y™ = ™, On)

— Py, (YN = yN|On) log Pp(Y™Y = y¥|On).

Sommant sur 4y~ € F'V, on obtient

log IPo(On)

1
=—— O Py (YNVN =y, 0n)1ogPy(YN =4V, 0
lPeo(ON)%: 6 y™, On) log Py( ™, 0y)

=) P, (YN = yN|On) log Py (YN = y¥|On)
yN
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d’ot, en soustrayant la méme identité avec 6 = 6 :

log IPQ(ON) — log ]PQO (ON)

D Py, (YN =y, On) log Py (YN = 4V, On)

N

IP90 ON

— > P, (YN =N, 0n) log Py, (YN = y¥, Ox)

Py, (VY = y"|On)
Py(YY = yV|Ow)

+ > TP, (YN = y"V[On) log
N

Il résulte de la convexité de la fonction — log et de I'inégalité de Jensen que
le dernier terme de l'identité ci-dessus est non-—négatif. On pose :

Qb0 0) = > Po (YN =y~ 0n)logPy(YN =y, Oy)

Il résulte du calcul ci—dessus que :

Q(0o,0) > Q(6,0y) = Py(On) > Py, (On).

L’algorithme itératif de Baum-Welch consiste, a chaque itération, & calculer
0,11 en fonction de 6, suivant la formule suivante ;

Ont1 = arggmax Q(6y, 0)
Pour garder n comme indice du temps, on va plutdt noter :
0 = arg, max Q(6y, 0)

Cet algorithme s’interpréte en fait comme un algorithme EM adapté a notre
probléme.

L’algorithme EM est bien connu en statistique. L’étape E (comme espé-
rance) consiste ici en le calcul de la fonction § — Q(6,0), et 'étape M
(comme maximisation) en la recherche du point f o la fonction atteint son
maximum.
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Notons que :

Py(YY =y~ On) = Ly, @y, H 19 @ynn

N
1Og ]PG(YN = yN7 ON) log /J’yl + Z 1Og Yn—1Yn + Z 1Og Qyn$n
n=2 n=

Il est alors facile de voir, avec la notation 6 = (i, P, @), que

Q(00,0) = Qo(o, 1) +>_ Q1 (b0, Py.) + Y Qalbo, Qy),

yel yel

avec

Qo(00, 11) = Y Py, (On, Y1 = y) log 1,

yEF

Q1(bo, P ZZIPGO On,Ypo1 =y,Y, =x)log Py,
n=2 zckF
N

Q2(00.Qy) =D > 00,:Pg,(On, Yy = ) l0g Q.
n=1 zek

On voit que le probléme de la recherche du maximum se décompose en 142
cardF" problémes de recherche d’'un maximum, tous de la forme :

arg max g w, log v
Ogvygl;yGF,Zy vy=1 Y v
. e

ou les w; € [0, 1]. On supprime les contraintes Ey vy = 1 en exprimant un des
v, en fonction des autres, et I'annulation du gradient conduit & la solution :

Wy

Uy = ="
Zy’EF Wy
D’ou les formules suivantes pour § = (ji, P, Q) :

= _ ]P90<ON7Y1 - y)
o Py, (On)

=[Py, (Y1 = y|On), y € F.
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Zn 2]1390(01\77 1_$Y )

Py, = , x,y € F.
anQ Py, (On, Y, 1 = )
N
- Py, (On,Y,, = 2)0, .
sz _ Zn:l '90( N> .T) n = F,Z cE.

Zivzl Py, (ON> Y, = l‘)
ou x,, désigne la valeur observée de X,,, et d le symbole de Kronecker (d,, = 1
ou 0, selon que u' = u ou w’ # w). Il reste & voir comment calculer les proba-

bilités qui interviennent ci—dessus. Pour éviter des indices supplémentaires,
on notera 0y = (i, P,@Q). On a :

_ By(l):uy
Py = S =5 v
2 yer By(1)py
Notons A = {X1 =21, ., Xn1 = Yn-1, Y1 = 37}; B = {Yn =y, X, =
Xy =2n}.Ona
IP@O(A N B) = IPGO(B|A)IP90 (A)v
Py, (A) = az(n — 1),
et grace a la propriété de Markov et a I'indépendance conditionnelle des Xy,
sachant les Y},
P, (B|A) = Py, (B|Y,—1 = )
—]P90< n = Lpn,-«., XN—ZCN‘Y —y>]P,90< —y|Y 1—33‘)
y(n)

Notons, pour le calcul du dénominateur, que 5,(n—1) = Zye P nyﬁy(n). On
déduit des calculs précédents la formule :

p Zg=2 g (n — 1)Pa:yﬁ~y (n)

= Iy

YN (= 1B (n - 1)

Enfin, un calcul analogue donne

SN au(n)By(n)d,,
SN au(n)Ba(n)

sz =
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Remarques sur 'implémentation Les algorithmes ci-dessus (algorith-
me de Viterbi et de Baum—Welch) ne sont pas implémentables tels quels sur
machine. La raison en est que I'on manipule des produits d'un grand (si N
est grand) nombre de termes plus petits que 1, ce qui donne des quantités
microscopiques.

L’algorithme de Viterbi ne comportant que des produits et des maxima,
la solution est de calculer les logarithmes des quantités qui interviennent (ce
qui remplace les produits par des sommes). L’étape finale de recherche de la
trajectoire optimale est inchangée, puisque la fonction log est croissante.

L’algorithme de Baum—Welch comporte des sommes, et dans ce cas la
solution passe par l'utilisation de constantes de normalisation.

En pratique, on va remplacer les a par les & définis par :

a(n) = <Z ay<n>> aa(n)

yeF

si ’on note

C(n) = (Z ozy(n)> , alors

yeF

C(n) =ciea X -+- X ¢, ou

¢ = (Z@(n - 1>P>y@ymn) -

yeF

On définit de facon analogue,

A~

By(n) = cp X Cpyq X -+ X cNﬁNy(n),

A

ﬁy(”) = CpCpy1 X -+ X CNﬁy(”)

et on voit aisément comment réécrire P et ( en fonction des & et des 8, B,
de telle sorte que chaque terme de la somme apparaissant au numérateur,
comme au dénominateur, soit multipli¢ par C(N).

Notons qu’avec ces notations

N
logPy(On) = —log C(N) = — Zlogcn.
n=1
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Algorithme SEM Nous allons enfin présenter de facon trés sommaire
I’algorithme SEM, qui est le plus utile dans les situations que nous décrirons
plus loin. Pour chaque valeur du parameétre inconnu 6, on considére la loi
conditonnelle des états cachés, sachant la suite des nucléotides, notée

]P,g(Yi:yl,...,YN:yN|X1:.’L‘l,...,XNISCN),

ou plutot
Py (VY = XY = a).

L’algorithme SEM est un algorithme itératif, que l'on initie avec une valeur
0y. L'itération qui remplace 6,, par 6,,.1 se décompose en deux étapes comme
suit :

— Simulation On tire au hasard une réalisation de la suite aléatoire YV,
suivant la loi Py, (YN = | X = zI¥). Notons yi¥(n) la suite obtenue
ainsi.

— Mazimisation On choisit

011 = argmax,IPy (V¥ = y1' (n), X7’ =a7').

Dans 'algorithme EM, 'étape de simulation est remplacée par le calcul de
Ky, (V| X = a7).

4.5 Modéle semi—markovien caché

4.5.1 Les limites du modéle de Markov caché

Un conséquence de la propriété de Markov est que les temps de séjour
d’une chaine de Markov dans chacun des états visités suivent des lois géomét-
riques. Le modele de la section 10 implique donc que les longueurs des plages
codantes et non codantes d'un génome prokaryote suivent des lois géomé-
triques. Or cette hypothése ne cadre pas avec les données dont on dispose. 11
y a la un premier argument pour envisager un modeéle plus général, mais on
va voir maintenant un argument encore plus convainquant pour abandonner
le modéle de Markov caché.

Examinons plus précisément notre probléme, en nous limitant & nouveau
pour simplifier au génome prokaryote. Il est bien stir essentiel de prendre
en compte 'information contenue dans les codons START et STOP. Si I'on
renonce & un modeéle phasé, on est obligé d’introduire 3 états START, 3
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états codants et 3 états STOP, chacun correspondant & une des trois phases
de lecture, le tout doit étre multiplié par deux pour tenir compte du brin
complémentaire. On ajoute un état non codant. Cela fait en tout 19 états.
Certes, la plupart des termes de la matrice de transition sont nuls, mais
cela fait quand méme beaucoup d’états, et dans le cas eukaryote la situation
est bien pire. On peut réduire ce nombre avec un modéle phasé, mais on
récupeére la méme complexité en multipliant par trois le nombre de matrices
de transition a estimer. Enfin on pourrait penser travailler sur la suite des
codons plutdt que sur celle des nucléotides, mais ceci ne serait pas valable
pour les parties non codantes.

On va voir ci-dessous que le modéle semi—-markovien permet de réduire
le nombre d’états a trois dans le cas prokaryote, en outre qu’il permet de
choisir une loi plus réaliste que la loi géométrique pour la longueur des plages
codantes.

4.5.2 Qu’est—ce qu’une chaine semi—markovienne ?

La réponse dépend des auteurs. On va donner une définition possible.
Comme son nom l'indique, une chaine semi-markovienne est “un peu moins
markovienne” (i.e. oublie un peu moins son passé) qu’une chaine de Markov.
Etant donnée une suite aléatoire (X;,...,Xy), et 1 < n < N, on définit
pour chaque 1 <n < N lav. a. n, de la fagon suivante

T = Sup{k >0, Xn_k = Xn—k-i—l == Xn}

Dans l'application qui nous intéresse, c’est le nombre de sites a gauche du
site n, qui sont dans la méme plage que celui—ci. Bien entendu, si I’on connait
la réalisation de la suite (Xi,..., X, ), on connait la valeur de 7,. On notera
on(x1,...,2,) lavaleur de n, quand (Xi,...,X,,) = (z1,...,2,). Clest a dire

(Pn(xla cee ,ZL‘n) = Sup{k; Tn—f =+ "= ZL‘n},

d'ott n, = (X1, ..., Xp).

Définition 4.5.1. Une suite aléatoire (X1, ..., Xy) a valeurs dans E est une
chaine semi—markovienne ssi pour tout 1 <n < N, pour tout (z1,...,2,_1,,
y) € E"H,

]P(Xn—l—l - y|X1 =T1y. .- 7Xn—1 = Tn-1, Xn = l‘)
=P(Xp1 =yl Xn =2, = on(x1, ..., Tp_1,2)).
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Le fait que I'état suivant d’une chaine semi—-markovienne dépende non
seulement de I'état courant, mais de la longueur de la “visite” dans cet état
jusqu’au site considéré fait que les lois des temps de séjour dans les divers
états sont complétement arbitraires.

Plus précisément, une fagon “générique” de préciser la loi d'une chaine
semi—markovienne (et aussi d’indiquer comment la simuler) est la suivante.

— D’une part on associe a chaque point x € E une loi de probabilité
(dx(n), n € IN\{0}) sur les entiers privés de 0, qui précise les lois des
longueurs des “plages” sur lesquelles la chaine est constante.

— D’autre part on se donne une matrice de transition P sur £ x E d'une
chaine de Markov, dont tous les termes diagonaux sont nuls. Cette
matrice décrit suivant quelle loi la chaine change d’état, quand elle en
change.

Voyons comment simuler une chaine semi-markovienne dont la loi est
caractérisée par les données : pour tout x € F, d, désigne la loi du temps de
séjour a ’état x, et P,. la loi du prochain état visité aprés I'état z. Si x est le
point de départ (X; = x), on tire une variable alétoire T} & valeurs dans IN*
de loi d,. Notons n la valeur simulée. Alors X; = Xy = X5 =- = X,, = z.
On tire une v.a. Z; de loi P,. sur E\{z}. Supposons que le résultat du tirage
soit Z; = y. Alors X,,;1 = y, et on recommence en tirant une v. a. Ty de loi
dy, et une v.a. Z, de loi P,., et ainsi de suite. Tous les tirages successifs sont
bien entendu indépendants les uns des autres.

4.5.3 Le modéle semi—markovien caché

Encore une fois, limitons-—nous pour simplifier au cas prokaryote. On
considére 3 états cachés, I'état 0 pour non codant, ’état 1 pour codant a
Pendroit, I'état 2 pour codant a envers. L’état 0 est un état markovien (on
verra ci—dessous la raison de cette restriction), ce qui veut dire que la loi des
longueurs des plages non codantes est une loi géométrique de paramétre g
(& estimer). Les états 1 et 2 sont dits semi-markoviens. On choisira comme
loi des longueurs des plages codantes a l’endroit et a ’envers 'image par
Iapplication x — 3z d’une loi binomiale négative de parameétres m € IN* et
0 <p <1 (i e. cette loi décrit le nombre de codons plutdt que le nombre de
nucléotides).

Définition 4.5.2. On dit que la v.a. T suit la loi binomiale négative de
parameétres m et p si'T" est le nombre de jets de pile ou face nécessaires pour
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obtenir exactement m piles, p désignant la probabilité d’obtenir pile a chaque
coup. Soit

IP(T = k) = Cp i (1= p)" ™™,

qut vaut la probabilité d’obtenir m—1 piles au cours des k—1 premiers coups,
multipliée par la probabilité d’obtenir pile au k—ieme coup.

La logique voudrait que l'on choisisse comme valeur du paramétre m le
plus petit nombre d’acides aminés que contient un géne, plus deux (pour les
codons START + STOP). Malheureusement, ce nombre minimal peut étre
extrémement réduit dans des cas tout a fait exceptionnels, alors qu’il est
de l'ordre de la dizaine hormis ces cas tout a fait exceptionnels. Un choix
raisonnable semble étre m = 10, mais ce choix doit étre critiqué-validé par
le Biologiste (et/ou confronté & la séquence étudiée).

Quant au paramétre p, il doit étre estimé.

Quant a la loi de probabilité qui régit les changements d’état, elle est
définie comme suit. On admet que tout plage codante (& I’endroit comme &
I'envers) est suivie d'une plage non codante. Donc Pjy = Py = 1. En outre,
Py1+ Py2 = 1, et on peut soit supposer que Py; = 1/2, soit chercher a estimer
cette quantité.

Discutons maintenant de la loi des nucléotides, sachant 1’état caché. On
peut admettre que dans les plages non codantes, les nucléotides sont i. i. d.,
la loi commune étant a estimer. Dans une plage codante, on suppose par
exemple que les codons sont mutuellement indépendants, le premier prenant
ses valeurs dans ’ensemble des codons START possibles, le dernier dans ’en-
semble des codons STOP possibles, les autres codons étant i. i. d., a valeurs
dans les codons possibles qui codent pour un acide aminé (en particulier ces
codons ne peuvent pas prendre comme valeur un des codons STOP). La des-
cription de la loi des codons d’une plage codante a ’envers se déduit aisément
de celle que nous venons de donner pour les plages codantes a I’endroit.

4.5.4 Viterbi dans le cas semi—markovien caché

Nous allons maintenant décrire comment ’algorithme de Viterbi s’écrit
dans notre nouvelle situation (qui est en fait une situation mixte markov
caché — semi—markov caché).

Comme pour les chaines de Markov cachées, 'idée est de calculer des
quantités 6, (n), pour tous les états cachés y, et 1 <n < N. Pour y = 0, on
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pose comme précédemment

dy(n) = max Pe(Yi=v1,.. Y1 =Un-1,Yn =y, X1 =21, .., X;, = 2,).

Y1,Y25--3Yn—1
Pour y = 1 (et de méme pour y = 2), on pose

5@/(”) = max Pg(Yi =Y, ~7Yn—1 = yn—layn = y7Yn+1 7& y7X1 = T, -7Xn - :L‘n)

Y1s--3Yn—1

La formule de récurrence est la suivante :
0,y(n) = max {Pe(Xl" = 2V =y, Yo # y)dy(n)py,
max [PG(X:LLCH = xsz+1|yn—k FU Y 1 =Y, Yo # Y);

1<k<n—1

max (0,(n — k) Puy) dy (k)] }
z#y

Remarquons que le fait qu’a chaque étape on ait a calculer un max sur
1 < k < n rend l'algorithme a priori quadratique en N, ce qui est une
mauvaise nouvelle. Cependant on peut limiter la portée de ce max, en arguant
du fait qu’une région codante se termine au premier codon STOP rencontré.
Cette remarque est encore vraie pour un exon dans le cas eukaryote : celui—ci
se termine au plus loin lors de la rencontre du premier codon STOP (soit
que ce codon marque effectivement la fin du géne, soit qu’il soit situé dans
un intron, ou encore dans la mauvaise phase de lecture, mais au dela du
premier intron rencontré). La méme remarque ne s’applique pas aux régions
non codantes, d’ou le choix de prendre I’état 0 markovien.

4.5.5 Recherche de génes dans un génome prokariote
La loi a priori des Y

On a 3 états, codant + = 1, codant — = 2, non codant = 0.
e La loi de Y; est une loi p = (po, fi1, fo)-
e Quand Y,, = 0, on tire Y, suivant la loi p = (pg, p1,p2) (avec pg > 0,
p1>0,p2>0,p0+p1+p2=1).
e SiY, ;1 =0etY, =1 (description analogue en remplacant 1 par 2), on
tire la longueur de la région codante suivant une loi qui ne charge que

les multiples entiers de 3. Juste aprés une plage codante, on est dans
I'état non codant (état 0).
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La loi conditionnelle des X, sachant les Y
e Sachant que Y,, = 0, X, est indépendant de tout le reste, et suit la loi ¢ =

(Gar e qg: @) (avec go > 0,9, > 0,q, > 0et ¢ >0, ¢u+qc+qs+q = 1).

e Si Y, = 1 (description analogue si Y,, = 2), tout dépend de ou on en est
dans la plage codante

1. Le ler codon suit une loi & déterminer portée par les codons

START.

2. Les codons intermédiaires sont tirés suivant une loi qui charge
les divers codons qui codent pour des Acides Aminés, les codons
STOP possibles étant exclus.

3. Le dernier codon est tiré suivant une loi a déterminer portée par
les codons STOP.
Le calcul des ¢

Pour y =1 et y = 2, on définit

5?4(”) = max ]P(Yln_l = y?_la Y, = Y, Yn+1 =0, Xrlz = xi)

Y1s--Yn—1

Pour y = 0, on définit

So(n) = max P =y 1Y,=0X =2
Y15--Yn—1
e Pour n < 3m, 61(n) = d2(n) = 0. En outre si Y,, = 0, nécessairement toute
la suite Y7, ..., Y, est constante et égale a 0. Donc il n’y a pas de maximum
a prendre et

do(n) = P(Y{" = 0, X7 = a) = popy " | [ o
k=1

e Pour n > 3m,
— Voyons d’abord la formule de récurrence dans le cas y = 0. Si n >
3m, la collection des vy, ..., y,_1 sur laquelle on prend le maximum se
subdivise en trois classes, suivant la valeur de y,,_;. On a

do(n) = max[do(n — 1)pg, 01(n — 1), d2(n — 1)]q,, -
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— Considérons maintenant le cas y = 1 (on traiterait de la méme fagon le
cas y = 2).

1. soit ¥* = 1 et Y41 # 1 (ce qui suppose que n est un multiple
entier de 3). Cela s’écrit :

IP(XT =27 | Y" =1, Y1 # 1)di(n)

2. soit la séquence cachée est en 1 sur la plage [n — k + 1, n], alors
(avec y,_r # 1, donc nécessairement y,,_ = 0, ce qui impose que
k soit un multiple entier de 3; et la quantité qui suit est nulle
sauf si a la fois (g, Tn_ki1, Tn_ks2) est un codon START et
(Tp—2, Tn_1,xy,) est un codon STOP)

max IP(Yln_k = y{‘_k,Yn"_kJrl =1,Y,11 =0, X" =27)

Y1y Yn—k—1

= do(n — k)p;
X ]P(ngk%l»l = xsz«kl? Ynnfk«kl = 17 Yn+1 = O‘Yn,k+1 = 17 Yn,k = 0)

= do(n — k)p1
X IP(XS—kH = xz—k+1|Yn—k =0,Y =1 Y= 0)d1 (k).
La probabilité conditionnelle ci—dessus se factorise en

k/3

n—k+3j+3 _ _n—k+35+3 _ n _
HIP(ankJrst = xnfk+3j+1|YN—k =0,V i =1Yn #1)
=0

k/3—1
n—k n—k+3j+3 n
= PgrarT @i ] Peopant @ iiai)Psrop (@ )
j=1

=Po (@h_r)-

Finalement, avec la convention &o(0) = 11 /p1,

d(n) = max do(n—k)p1 Py (25, _ji1)di (k).

k multiple entier de 3;3m<k<n
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4.6 Alignement de deux séquences

Considérons deux séquences de nucléotides (ou d’acides aminés)

xy = (v1,...,2p)

y{n = (yh---,ym)-

Considérons pour fixer les idées le cas de séquences de nucléotides. Soit les
deux séquences

aacggttcccagtt
acgtttccagtec

On a bien envie de les aligner comme suit

aacggttcccagtt
a—cgtttcc—-—agtec

Pour faire cela, on créé des trous (gap en Anglais) (dans I'une des deux
séquences (on aurait pu vouloir créer des trous dans chacune des deux sé-
quences). Notons que du moment que n # m, on aura un minimum de
|n —m| trous.

On peut associer a chaque alignement des deux séquences z} et yi* un
score, qui sera d’autant plus élevé que l'alignement est bon. Supposons que
la longueur commune des séquences alignées (en comptant les trous) est T
Nécessairement, 7' > sup(n,m). Pour 1 < ¢ < T, si en position i on trouve
le nucléotide a; dans la premiére séquence et le nucléotide b; dans la seconde
séquence (on n’a pas nécessairement a; = x;, sauf s’il n’y a pas de trou dans la
premiére séquence a gauche de la position i ; idem pour la seconde séquence),
la position i contribue s(a;, b;) au score global de 1’alignement. Si & la position
i on a 'ouverture d’'un trou dans 'une des deux séquences (au sens ou il y a
un trou dans la premiére (resp. la seconde) séquence a la position 4, et pas
de trou dans la méme séquence a la position i — 1), cette position contribue
—d au score global, et si on a le prolongement dun trou, ¢ contribue —e au
score global. Finalement, le score global d'un alignement de longueur T vaut

Yoo slanb)— Y (dH(G-De)— > (d+(G-1e),
1<i<T,pas de trou en i trous lére séquence trous 2éme séquence

si ¢; (resp. £}) désigne la longueur du j-iéme trou de la premiére séquence
(resp. du k-iéme trou de la seconde séquence). s est une application de
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{acgt}2 dans IR, qui est maximale sur la diagonale. Dans le cas de séquences
d’acides aminés, on remplace bien str {acgt} par I’ensemble des 20 acides
aminés. Dans les deux cas, s sera choisi de telle sorte que, pour a # b, s(a, b)
sera d’autant plus grand qu’une mutation entre a et b est plus probable.

4.6.1 Algorithme de Needleman—Wunsch

La recherche de 'alignement optimal peut se faire a I’aide d’un algorithme
de programation dynamique. Si l'on définit M (7, j) comme le meilleur score
possible parmi tous les débuits d’alignements qui aboutissent a aligner x; et
Yj, 1,(i,7) le meilleur score parmi tous les débuts d’alignements qui abou-
tissent & aligner x; avec un trou dans la seconde séquence, y; étant le dernier
nucléotide de la seconde séquence a gauche du troud, et I,(4,j) le meilleur
score parmi tous les débuts d’alignements qui aboutissent a aligner y; avec un
trou dans la premiére séquence, z; étant le dernier nucléotide de la premiére
séquence a gauche du troud, alors on a les formules de récurrence suivantes :

M(i—1,5—1) + s(xs,y5),
M(i,5) = max ¢ I.(i — 1,5 — 1) + s(x;, y5),
I(i— 1,7 — 1) + s(zs,9;);

LG, j—1) —e.

I.(i,j) = max{

L(i,j) = max{

On a exclu dans ces formules qu'un trou dans une séquence puisse étre im-
médiatement suivi par un trou dans l'autre, ce qui est vrai pour ’alignement
optimal si —d — e < inf,;s(a,b). Dans le cas e = d, la triple récurrence
ci—dessus se réduit a I'unique récurrence

F(’l — 1,] —1 + 5(%’,%‘),

F(i,j) =maxq F(i —1,j) — d,

F(i,j—1)—d.

Il existe de nombreuses variantes de cet algorithme. En particulier, on peut
s'intéresser a la recherche du meilleur alignement local (et non nécessairement
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global). Celui—ci s’obtient dans le cas d = e en modifiant la récurrence comme
suit

0,

Fli—1,j—1 s
o) | P 123 = o)

F(Z_lvj)_da

Fi,j—1)—d.

Le fait que le maximum soit atteint par 0 indique le début d’un alignement lo-
cal. Notons que dans ce cas, F'(-,0) = F(0,-) = 0. L’algorithme d’alignement
local que nous venons de décrire s’appelle I’algorithme de Smith—Waterman.

4.6.2 Alignement par chaine de Markov cachée

Nous allons maintenant replacer la recherche d’un alignement optimal
entre deux séquences dans le cadre des chaines de Markov cachées. Ici la
chaine cachée sera notée 71, ..., Zp. Notons que T n’est pas donné a priori,
il est aléatoire. Cette chaine prend ses valeurs dans un espace a quatre états,
que l'on désignera par {A, I, S, F}, A pour aligner, I pour insérer un trou
dans la premiére séquence, S pour supprimer, soit insérer un trou dans la
seconde séquence, F' pour fin qui est un état absorbant de la chaine.

Il faut maintenant préciser d’une part la loi a priori de la chaine 71, .., Zp,
et d’autre part la loi conditionnelle de la double suite

() ()

a valeurs dans '’ensemble {a, c, g, t, —}, sachant la suite Z1, ..., Zr (la valeur
de T', la longueur de la suite, faisant partie des inconnues qui sont précisées
par l'alignement).

On va considérer {Z;, t > 1} comme une chaine de Markov a valeurs dans
Vespace {A,I,S,F}, et T :=inf{t > 1, Z, = F}. La matrice de transition
de cette chaine est la matrice

1-20—7 6 6 7
l—e—7 ¢ 0 71
l—e—7 0 ¢ 7

0 0 0 1

On choisit comme loi de Z; la probabilité

1—-7)'1—=20—7 6 & 0).
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La loi de (Z1, ..., Zr) est complétement spécifiée.

Notons que la loi de T est donnée par
P(T=t)=(1-71)"2r, t>2

On peut préciser la loi des transitions, conditionnées au fait qu’elles n’abou-
tissent pas en F'. Si l’on pose

Poyy =P(Z1=H|Z =G T>t+1),

G,He{A IS} ona

1-26—71 )
11*7’ 1—7 1—71
_ —E&—T €
P = 11—7’ 1-7 0
—e—T €
1-7 0 1—7

Précisons maintenant la loi conditionnelle de la suite des X et des Y,
sachant (Z1, ..., Zr). A nouveau, on écrit les choses dans le cas de séquences
de nucléotides. La transposition aux séquences d’acides aminés ne pose pas de
difficulté. On se donne d’une part une probabilité {p,;, (a,b) € {acgt}?},
et d’autre part une probabilité {g,, a € {acgt}}. Conditonnellement en
(Zyv,..., Z7), les v. a. ()A(t,f/t), 1 <t < T sont indépendantes. Sachant que
1 <t<Tet Z = A, (X’t,f@) est distribué suivant la loi p. Sachant que
1<t<TetZt—I Xt——etY;sultlalmq Sachant que 1 <t < T
et Z, = S, X, suit la loi g et V; = (Xt,Y}) n’est pas défini pour ¢ > T.
Autrement dit,

)A(lel it T
(G -4) 1 oo T 2

1<i<t;zi= 1<5<t;z;=1

X H Gy L gy =3

1<k<t;z=S
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On peut maintenant calculer la probabilité

XT—l l‘t_l
() () -+)
1

=z, (1 —7)7%r H Daiyi H Qy; H Gy,

1<i<n @ —yit— 1<j<n @j=—  1<k<n y=—

" 1-25—7\" 5 \“? e \®/1—c—T\"
1—7 1—7 1—7 1—7
:luz17— H pmiyi H Qyj H ql‘k

1<i<nizi#—yiF— 1<j<mzj=—  1<k<njy=—

X (1 —26 — T)£15€2€£3(1 —c— 7')44,

ou ¢ est le nombre de transitions de la chaine {Z.} de A vers A, (5 le
nombre de transitions de A vers I ou S (ouverture d’un trou), {3 le nombre
de transitions de I ou S vers lui-méme (prolongement d'un trou), et ¢4 le
nombre de transition de I ou S vers A (fermeture d'un trou).

Notons que l'observation est constituée des réalisations des deux suites
(X1,...,XnN) et (Y,...,Y)y) obtenues & partir de la double suite

( ():(1) (XT _1) )
}/1 ’ Y- 1 ’
en supprimant les trous.

Il nous faut encore préciser la quantité
PX{ = oy, Y =y" 2] = ).

En fait on va plutét calculer la quantité suivante, donc la maximisation par
rapport a z! produira le méme résultat :

IP(X{V - l‘??}/lM - y11n7 Zf - Zi)

| A |

]P*<X{V = x?vylM = y{nv ZlT = Zi)

On a

* n m T :
]P (Xf\f:xh}/lM:yl ,Zf:Zi): 1_7_1—['0(2)7
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avec
( Py ivvpe; . .
(1-20— 7). " 5iz;=Aeti=1ouz_;=A,
otk D)
(1—e—7)—24 " gigp=Ai>1letz_=1Ious,
. L) e
s — 4, sizpi=1,eti=1o0uz_, =A,
(i) = { o
v(t) = QIk(z) . .
5q =9, siz;=08,eti=1o0uz_ =A,
Tk (i)
(Iyg(i) o . o . o
e—= =g, sizz=1,1>1ouz_1=1,
Dy
x i . .
i sizp=S,i>1ouz_1=29,
L qu(z)
ol
i—1 i—1
/{Z(Z) =1+ E 1{Zj:I}7 £<Z) =1+ § :1{Z =S}
J=1 J=1

On note que Hﬁ;i v(i) = szl v'(1), olt

Py ) .
(1-2imr) e s 4
k(i) e ()
5112857'—7" Sizi:[7et’l’:10uzi71:A’
e ‘ '
'U(Z>: 511 2667’—7" S1 Zi:S; etz:louziilth
g, SiZi:[7’i>1ouzl.71:[’
\ &5 SiZi:S,Z.>1OUZi_1:S’

pour 1 <7 <t, et

1, si z_1 = A,
Ul(t) - { l—e—71 :

196—7" S1 Zt,1:[0u S.

Chercher un (z*)} qui maximise IP*(X{ = 27, VM =y, ZT = 2t) est équi-
valent & chercher un (2*)} qui maximise

log IP* (XN—xl,YM—yl,ZT—zl)log< )Jerogv

Il est alors facile de voir que 'algorithme de Viterbi pour résoudre ce probéme
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est exactement l'algorithme de Needleman—Wunsch, a condition de poser

s(a,b) = log Pab log(1 —26 — 1),
qaqb
d(l—e—1)
Il
e =—loge.

Notons que I'algorithme calcule une trajectoire 2! qui maximise la probabilité
a posteriori. En particulier, la valeur t de la longueur de ’alignement optimal
est donnée par

t =inf{s, k(s —1) =n,l(s — 1) = m}.

4.6.3 Loi a posteriori de ’alignement

Nous venons de donner un cadre probabiliste a 'algorithme de Needle-
man—Wunsch. Nous allons maintenant exploiter ce cadre probabiliste, pour
faire des choses nouvelles.

L’idée de chercher a aligner deux séquences est liée a la croyance qu’il y a
une similitude entre ces deux séquences, par exemple parce qu’elles dérivent
d’une méme séquence ancestrale. Lorsqu’un alignement n’est pas performant,
cela peut provenir de ce que cet alignement n’est pas le bon, ou qu’il n’y en
a pas de bon, par exemple parce que ces séquences n’ont rien a voir entre
elles. Il peut étre intéressant de disposer d’un critére qui permette de décider
dans quelle mesure deux séquences =7 et yi* sont alignables. Un tel critere
(d’alignabilité ?) est donné par la probabilité que notre modeéle de chaine de
Markov cachée produise la paire de séquences observée, i. e. par la quantité

PXY =ap, Y =y = > P =af, M =y 20 = ).

2% calignements

Quel est ensemble des alignements que parcourt z!? C’est 'ensemble des
suites de longueur arbitraire ¢, dont les ¢ — 1 premiers termes appartiennent
a 'ensemble {A, I, S}, et le dernier terme est un F. Evidemment, pour que
la probabilité correspondante soit non nulle, une contrainte trés forte liant
2t an et m doit étre satisfaite, a savoir

t =inf{s, k(s —1) =n,l(s — 1) = m}.
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En particulier, on doit avoir ¢ > sup(n,m) + 1.

On va maintenant voir qu’il existe un algorithme progressif qui calcule
la quantité IP(z7,y"). Il s’agit tout simplement de la partie progressive de
I’algorithme de Viterbi-Needelman—Wunsch, ot I'on remplace la maximisa-
tion par la somme. Plus précisément, on calcule (f4(4,7), f1(4,7), f5(i,5))
par une récurrence progressive sur (i, j) comme suit

fl,=1)=f(=1j)=0, Vij
F4(0,0) =1, £1(0,0) =0, £5(0,0) =0
FA5) = Prig;[(1 =20 =) fA( = 1,5 — 1)
+(A—e=—7)(f16=1,j -1+ i —1,j-1)]
FHG9) = ay 045 = 1) +ef (0,5 = 1)
F50,5) = a0 = 1,7) +ef(i = 1,5)]
Finalement

IP(XfV = ljllv YiM = y;n) = T[fA(n7 m) + fl(nv m) + fs(nv m)]

On peut maintenant considérer la loi a posteriori de l'alignement, i. e. la

probabilité conditionnelle

]P(X{V = af, YiM =y ZlT = Z%)
PXY =at, VM =yr)

P(Z{ = 2 |X{" =27, Y{" = y[")

Le cas le plus favorable est celui ou cette loi est trés concentrée autour de
'alignement optimal, i.e. ot la quantité IP(Z] = (2*){| X = 27, YM = y)
est sinon proche de 1, du moins nettement non nulle. Lorsque ce n’est pas le
cas, il peut étre intéressant de savoir si I’ensemble des alignements proches
de l'alignement optimal concentre ou non une masse significative de la loi
a posteriori. La loi a posteriori contient donc beaucoup d’information sur
la qualité et la pertinence de I’alignement optimal. Nous allons maintenant
décrire un algorithme rétrograde pour simuler suivant cette loi a posteriori,
qui utilise le calcul des quantités (f4(i, 5), f(i,5), £5(i, 7)) fait ci dessus.
On commence par tirer au hasard avec la probabilité

(fA(n,m) + 1 (n,m) + f5(n,m)) 7 (fA(nym) - fH(nym) - f5(n,m))

si ’alignement se termine au site t—1 par l’alignement de x,, avec y,,, (choix de
A), ou par l'alignement de y,,, avec un trou dans la premiére séquence (choix
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de I), ou par l'alignement de x,, avec un trou dans la seconde séquence (choix
de S).

Décrivons maintenant l'itération de cet algorithme. Supposons qu’a un
moment donné ’algorithme nous ait conduit & aligner z; et y;. On examine
alors la quantité

fA(Zvj) :p%yj[(l—Q(S—T)fA(l—l,j—1) (41)

+(l—e=)(f1i—1,j -1+ 35— 1,5 - 1))
(4.2)

On décide alors
_— ey, Doy, (1=26—7)fA(I—1,5—1)
— d’aligner z;_; avec y;_; avec la probabilité¢ — FA@9) ’
— d’aligner y;_; avec un trou dans la premiére séquence avec la probabilité
Payy; (1—e—7)f1(i-1,j-1)
A ) ) "
— d’aligner x;_; avec un trou dans la seconde séquence avec la probabilité
pxiyj (1_5_7_)fs(i_17j_1)
. fA(Z7.7) . . . .
Si par contre ’algorithme nous avait conduit a aligner y; avec un trou dans
la premiére séquence, x; étant le dernier nucléotide de celle—ci non encore

utilisé, on décide

: . AL —1
— d’aligner x; avec y;_; avec la probabilité %,

— d’aligner y;_; avec un trou dans la premiére séquence avec la probabilité
gyt (=)
f1(.5)
On a une description analogue dans le cas ou x; est aligné avce un trou
dans la seconde séquence.

4.6.4 Probabilité a posteriori d’un alignement

Si la probabilité de n'importe quel alignement est faible, il se peut que
celle de certains alignements partiels soit élevé. On va voir que 1'on peut
calculer la probabilité que l'alignement mette en correspondance certaines
paires (x;,y;). On notera x;{y; 'ensemble des alignements z{ qui placent x;
en face de y;. On va maintenant calculer la probabilité

P(X) = a7, VM = yr v Qyy) = Z PXN =" YM =y 27 = 21,

ziex; Qy;
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On a en fait
IP(XfV = ljlla }/1M = yinaxioyj) = IP(X{ = "L‘Ziv Yij = y{, $i<>yj)
X ]P(Xijv = x;‘,YjM = y§”|xi<>yj).
Le premier facteur dans cette formule n’est autre que la quantité f4(i, j) que
I'on a calculée par un algorithme progressif a la sous—section précédente.

Le second facteur est la quantité b2 (7, ), que I’on calcule par une récur-
rence rétrograde comme suit.

b (n,m) = b’ (n,m) = b°(n,m);
b(m—+1)=b(n+1,-)=0.
Pour tous les (i, 7) # (n,m),
b4 (i, 5) = (1= 26 = T)Payyry, D+ 1,5+ 1)
+01ga, ¥ (0 4 1, 5) + gy, 0" (3,5 + 1)),
b'(1,5) = (1 — & = T)Paiyry; 0 (0 + 1,5+ 1) + gy, 0" (1,5 + 1),
b5(i,§) = (1 — € = T)Puyrry; 0 (i + 1,5 + 1) + €¢up,, b7 (0 + 1, 5).
On notera alors
PXT =2t Y =y, 2:0y;)
PX{ =7, VM =yp)

P(z;Qy;| X7 = a7, Y = y")

que 'on écrira en abrégé IP(x;Qy; ).

Etant données deux séquences z7 et y7, et un alignement 2! de ces sé-
quences, on notera (i, j) € 2} si et seulement si 2t € 2;Qy;, 1. e. si Palignement
2t place z; et y; I'un en face de l'autre. La quantité suivante est une sorte
d’espérance, pour deux suites x et yi" données, du recouvrement entre ’ali-
gnement 2! et un alignement tiré au hasard suivant la loi a posteriori des
alignements :

Ay () = Y P(2:00;).
(i-j)€xt

Il s’agit d'un nouveau critére de qualité d'un alignement, pour lequel
on peut calculer I'alignement optimal, par l'algorithme de programmation
dynamique classique associé a la récurrence progressive (on abandonne ci—
dessous l'indice (z7,y")).

Al — 1,5 — 1) + P(z:dy;),
A(i,j) =max ¢ A(i — 1,7),
A(i,j —1).
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Notons que tous les IP(z;{y;) se déduisent immédiatement des quantités
calculées par les deux algorithmes progressif et rétrograde ci—dessus.

4.7 Un algorithme d’alignement multiple

En bioinformatique, on a souvent besoin d’aligner plus de deux séquences.
Ce probléme est tres difficile. Tous les algorithmes qui résolvent ce probléme
en un temps raisonnable (c’est a dire tous ceux qui sont utlisés en pratique)
procédent peu ou prou par alignements deux a deux successifs.

Nous allons présenter Probcons, un des dernier né de ces algorithmes,
qui est celui qui & ce jour semble donner les meilleurs résultats en terme de
précision, tout en étant plus rapide que certains de ses concurrents, cf. [14].
Cet algorithme utilise, comme on va le voir, le cadre des “PairHMMs” que
nous venons d’étudier & la section précédente. On reprendra les notations
introduites ci—dessus sans les redéfinir. Cependant, nous allons introduire un
changement de notation : dorénavant les alignements seront notés a, et non
plus z. En effet, puisque nous serons obligés de désigner trois séquences a la
fois, nous les noterons x‘lx‘, ylly‘ et z‘lz‘.

Etant donné m séquences {s',...,s™}, lalgorithme effectue les opéra-
tions successives suivantes :

— Etape 1 : Calcul des matrices de probabilités a posteriori.

Pour chaque paire z,y € S, on calcule la matrice

P(z,y) = (Py(z,y)), 1<i<|z[, 1<j<]y|
donnée par
Pz, y) = P(z;$y; | XY = $‘1x‘, yM = ylly‘).

— Etape 2 : Alignements deux a deux.
Pour chaque paire x,y € S, on calcule I'alignement a* qui maximise la

quantité
Aat i (@),
et on pose
1
E(x, Az
ST RIS
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— Etape 3 : Transformation par consistence.
Aux trois séquences x,y,z € S, on associe en particulier la matrice
|z| x |z| P(z,z) et la matrice |z| X |y| P(z,y). On a alors bien siir pour
1<i<|alet 1<) <yl

|2l

(P($v Z)P(z7y>>ij - Zpik(xaz)ij(zvy)7

k=1

et on définit une nouvelle matrice P'(x,y) par

P'(z,y) = ﬁ Z P(z,2)P(z,y).

z€eS

Notons que par définition

1, sii=j,
0, siij.

Dans chacune des matrices ci—dessus, un grand nombre de termes sont
trés petits. Tous les termes inférieurs a un seul fixé sont mis a zéro,
et un algorithme de multiplication de matrices creuses est utilisé. La
transformation P — P’ peut étre itérée un nombre arbitraire de fois.
Par défaut, ProbCons l'effectue deux fois.
— Etape 4 : Construction d’un arbre.
Ici on va utiliser les quantités E(x,y) calculées a I’étape 2. La construc-
tion est effectuée par la méthode itérative suivante. Pour commencer,
chaque séquence est identifiée a un groupe. A chaque paire de groupes
x et y, on associe la quantité F(z,y) calculée a I’étape 2. A chaque
étape, on cherche le couple de groupes (z,y) qui maximize la quantité
E(z,y). On fusionne ces deux groupes en un seul noté xy, et on définit
pour tout autre groupe z la quantité
E(z,2)+ E(y, 2)

E(xy,z) = E(z,y) 5 :

R(SL’,.T) = {

— Etape 5 : Alignement progressif.
On aligne les séquences deux par deux, en utilisant l’algorithme de
Needleman—Wunsch, avec le score

S('riv yj) = Pllj<x7 y>7
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et des pénalités pour les trous (d et e) égales a zéro. Deux groupes sont
alignés selon le meilleur alignement de deux séquences, une prise dans
chaque groupe.

— Raflinement itératif.

On partitionne de fagon aléatoire I’ensemble S en deux sous—groupes,
auxquels on fait subir les étapes 4 et 5.

4.8 Exercices

Exercice 4.8.1. Programmation

1.

Simuler une chaine de Markov {X,}, den =1 an = 5000 a valeurs
dans E = {a, c,g,t}, en utilisant trois matrices de transition Py, Py et
Ps distinctes, en changeant de matrice de transition tous les 200 a 400
nucléotides (en variant les longueurs des plages homogénes).

Retrouver les trois matrices et les plages homogenes a l’aide de [’algo-
rithme d’Audic—Claverie.

Tester [’algorithme de chaine de Markov cachée sur le méme jeu de
données, avec ou sans la donnée des trois matrices P;.

Recommencer l’opération avec des matrices estimées sur les trois types
de plage d’une séquence génomique prokaryote annotée. Appliquer en-
suite les mémes algorithmes a la séquence en question, et comparer les
résultats obtenus avec l’annotation proposée dans la base de donnée.

Appliquer maintenant a cette séquence un algorithme de chaine semi—
markovienne cachée, qui tient compte du fait qu’une plage codante com-
mence par un codon START et finit par un codon STOP.



Chapitre 5

Controle et filtrage des Chaines
de Markov

Introduction

Considérons un mobile (par exemple un avion ou un satellite) dont on veut
controler la trajectoire, laquelle est soumise a des perturbations aléatoires. Le
but du contréle peut étre notamment de rapporcher la trajectoire du mobile
d’une trajectoire nominale désirée. Le probléme est trés différent suivant que
la trajectoire perturbée est ou non observée directement.

Aprés une bréve section sur le controle optimal déterministe, nous pré-
senterons des notions sur le controle des chaines de Markov, puis celui des
suites gaussiennes, avec un cotlit quadratique. Nous aborderons ensuite le
probléme du “ filtrage” (c’est a dire le suivi d’'un mobile qui suit un mouve-
ment aléatoire, et dont la trajectoire est partiellement observée) des chaines
de Markov, et des suites gaussiennes, dont la solution est donnée par le cé-
lebre filtre de Kalman—Bucy. Nous cloturerons ce chapitre par le probléme
de controle linéaire quadratique, avec observation partielle, dont la solution
combine le filtre de Kalman et le controle linéaire avec cotit quadratique.

5.1 Controle optimal déterministe
On considére le systéme dynamique suivant controlé en temps discret :
X, = f(Xp-1,upn), n > 1, Xy donné |

149
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ot X, € ECRY u, cUCR" f: ExU— E. Lasuite {u,,n=1,2,...}
constitue le “controle” que I’on peut choisir & chaque instant n dans I’ensemble
des controles admissibles U, le but étant de minimiser un cott de la forme :

N
= L(Xnuy).
n=1

C’est-a—dire que 'on cherche u* = (uf,...,uy) tel que

J(u*) = min J(u).

() = min J(w)
En admettant qu'un tel contrdle optimal existe (on peut donner des condi-
tions pour que cela soit le cas; l'existence est triviale si U est un ensemble
fini), on va maintenant donner un algorithme permettant de le calculer. Pour
cela on introduit les quantités suivantes :

®(n,z) = min ZL Xy, ug),

ukeUn<k:<N

ol X,,_1 = z. On a alors
Equation de la programmation dynamique (R. Bellman).

®(n,2) = min{L(f (2, u), u) + ®(n+ 1, f(z,u))}

Cette équation provient du fait suivant :

siu™™ = (u),ul q,. .., uy) est optimal pour le probléme de controle entre
n et N, avec la condition initiale X, 1 = z, alors u*’"+1d:8f(u;§+1, S, uly) est
optimal pour le probléme de controle entre n + 1 et N, avec la condition
initiale X,, = f(x,u}).

Algorithme de la programmation dynamique

On suppose maintenant que E est un ensemble fini (si ce n’est pas le cas,
on est obligé de “discrétiser” 'espace d’états, pour se ramener a un ensemble
fini).

L’algorithme progresse de fagon rétrograde a partir de I'instant final IV,
pour le calcul des ®(n,x), pour n =N, N —1,...,1, et tous les xz € F.

e Instant N : pour chaque z € F, on calcule

O(N,z) = Igleilrle(f(x,u),u),

et on note u*(N,x) I'un des arguments qui réalise ce minimum.
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e Passage de n+ 1 a n : pour chaque x € E, on calcule :

O(n,z) = min{L(f(x,u),u) + ®(n+ 1, f(z,u))},

uelU

et on note u*(n,z) 'un des arguments qui réalise ce minimum.

A la fin des calculs, on dispose de toutes les quantités {®(n,z);1 < n <
N, z € E}, et en particulier de
O(1l,z) = min J(u), si Xo =z,
ULy, uyEU
pour tout x € E.
A condition d’avoir gardé en mémoire toutes les valeurs {u*(n,x);1 <
n < N, z € E}, on peut maintenant construire la trajectoire optimale (et

surtout déterminer un controle optimal) en repartant dans le sens “usuel” du
temps :

Xik = f(X07U*(17X0))7
X:; = f(X:,—17 u*(nv X:,—l))’

X;;f = f(X;f—DU*(Na X;f—l))

5.2 Controle des chaines de Markov

On suppose maintenant que {X,,n =0,1,2,...} est une chaine de Mar-
kov controlée a valeurs dans FE dénombrable, c¢’est—a—dire que son évolution
est régie par :

X, = f(Xp1, Yo, up), n>1, Xg € E donnée,

ou {Y,, n > 1} est une suite de v.a. indépendantes et de méme loi & valeurs
dans F, {u,, n > 1} est une suite de v.a. & valeurs dans U, tel que pour
tout n > 1, u, est o(X,,_1) mesurable et f : E X F' x U — E. On vérifie
aisément que {X,,, n > 0} définie ainsi est une chaine de Markov. On cherche

& minimiser le cotlit
N

J(w) =B L(X,,u).

n=1
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On va voir qu'un controle optimal u* = (uf, ..., u}) est tel que pour tout
n, u; ne dépend que de X, 1, ce qui fait que la suite {X;, 0 < n < N}
correspondante est une chaine de Markov.

On introduit comme & la section précédente les quantités (1 <n < N, x €

E):

N
(n,z) = ukeuf}ribgkgjv Ene kz: L(Xk, u),
=n

ou U, désigne 'ensemble des v.a. o(Xj_1) mesurables a valeurs dans U, et
IE,, . désigne l'espérance conditionnelle IE(:|X,,_; = z). On a alors I’équa-
tion de la programmation dynamique

®(n,x) = 15161[111 E{L(f(z,Yn,u),u) + ®(n+1, f(z,Y,,u))}

et on note u*(n, ) une valeur de v € U qui réalise ce minimum.
L’algorithme de la programmation dynamique consiste alors, com-
me dans le cas déterministe. a calculer dans le sens rétrograde du temps, les
®(n,z) et u*(n,z), en commengant par n = N, et en finissant avec n = 1.
On peut alors ensuite mettre en oeuvre le controle optimal en utilisant a
I'instant n le contréle u*(n, X, _1), en commengant a linstant n = 1.

Remarque 5.2.1. On pourrait plus généralement chercher un contréle op-
timal dans la classe des controles uw = (uy,...,uy) tels que pour tout n, u,
dépend de (Xo, X1, ..., Xn_1). On montrerait qu’il existe un controle optimal
“markovien”, i.e. tel que chaque u, ne dépend que de X, _1, si bien que la
suite { X, } est bien une chaine de Markov.

5.3 Controle optimal linéaire quadratique

Dans cette section, on suppose que {X,,,n € IN} est une suite gaussienne
a valeurs dans IR?, qui satisfait la formule de récurrence linéaire

Xn :AXn71+Bun+fn+77n7 n > 17

avec Xo, 71,72, ... une suite indépendante de vecteurs aléatoires gaussiens,
Xo ~ N(Xo, o), et n, ~ N(0,Q), et les f, sont des vecteurs donnés dans
IR¢. On suppose que les controles u,, prennent leurs valeurs dans U = R¥,
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que A est une matrice d X d et B une matrice d X k. On cherche & minimiser
la fonctionnelle

J(w) =B [(FX,, X,) + (Rup, u,)],

n=1

ou F' (resp.R) est une matrice symétrique d x d (resp. k x k), et R est définie
positive.

L’intérét du probléme de controle linéaire quadratique est que l'on va
donner une formule explicite pour le contrdle optimal.

Remarque 5.3.1. On pourrait utiliser une fonctionnelle de coit plus géné-
rale, de la forme

J() =Y [(F(Xn = 20), Xp = @) + (Rug, up)],
n=1
ot (x1,...,xN) est la “cible” dont on cherche a se rapprocher, le coit pondé-

rant [’élotgnement entre X,, et x,,, et la norme du controle que [’on applique.
Cependant un probleme de ce type peut se mettre sous la forme de notre
probleme ci-dessus, en posant X, = X, — Tn, grace a lintroduction des
vecteurs f, dans la formule de récurrence.

Avec les notations de la section 5.2. on a le

Théoréme 5.3.2. Pour tout 1 <n < N, z € R¢,
O(n,z) = (Gpr,x) + 2(h,, ) + Cp,

et u*(n,z) = —(R+ B*(F + Gpy1)B) 'B*[(F + Gpi1)(Az + f,) + hyia] ou
la suite {(Gr, hn,cn); 1 <n < N} est définie par la récurrence rétrograde :

G,=AI—-(F+Gu1)B(R+ B*(F+G,1)B) 'B)(F + Gni1)A,
hy = A*(I = (F + Gui1) B(R + B*(F + Gni1) B) ' BY)|(F + Grs1) f + iy
= Cp41 + TT[(F + Gn+1) ] <(F + Gn-l—l)f + 2hn+1a fn>_

< B(R + B*(F + Gn+1) ) IB*KF + GnJrl)fn + thrl]v (F + GnJrl)fn + hn+1 >
et GN+1 = 0, hN+1 = 0, CN+1 = 0.

La preuve du théoréme repose sur le résultat élémentaire :
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Lemme 5.3.3. Soit P une matrice k x k autoadjointe définie positive, et
f e R, Alors
min [(Pu, u) + 2(u, )] = —(P7'f, f),

ueRF

et le minimum est atteint au point u* = —Pf.

PREUVE DU THEOREME : admettons la formule de I’énoncé pour tout
®(n+1,z). Alors

®(n,z) = min E, ,[(FX,, X,) + (Ru, ) + (Gni1Xn, X0n) + 2(hnt1, Xn)] + o

ueRF

= <(F + Gn-l-l(Ax + fn)v Ax + fn> + 2<hn+1> Ax + fn> + Cn+1 + TT[(F + Gn—l—l)Q]
+min{((R + B*(F + Gn1) B)u, u) + 2(B*[(F + Gu) (AT + fo) + ] u)}

La formule pour u*(n,x) découle alors du lemme 5.3.3, et en outre

B(n,x) = (A*(I — (F + Gpy1) B(R + B*(F + Grst) B) ' B*)(F + Gyst) A, )
+ 2(A*(I = (F + Guy1) B(R+ B*(F + Gpy1) B) ' B)[(F + Gns1) fo + Bt @)
+ pi1 + Tr[(F + Goi1) Q) + ((F + Grgr) fu + 21, fn)

—~(B(R+ B*(F + Gys1)B) "' B*[(F + Guia) fu + ha]s (F + Gra) fro + B,

d’ott I'on déduit les formules de récurrence. Comme le calcul ci—dessus est
correct avec n = N, a condition de poser Gy.1 =0, hy11 =0, ey =0, le
résultat est établi par récurrence.

Remarque 5.3.4. Les matrices de covariance Ao et QQ n’interviennent que
dans les constantes ¢, ; en particulier le contréle optimal n’en dépend pas. Il
est le méme dans le cas Ao = QQ = 0, qui est le cas déterministe.

5.4 Filtrage des chaines de Markov

On se donne une chaine de Markov {X,;n € IN} & valeurs dans F, qui
n’est pas observée. On observe la suite {Y,,,n € IN} donnée par

Yn - h(Xna gn)a

ou les &, sont des v.a. i.i.d, globalement indépendantes de la chaine {X,}, a
valeurs dans ’ensemble dénombrable G, et f: E x G — F est connue.
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La situation est en fait celle des chaines de Markov cachées, mais cette fois
on se place dans une situation dynamique, ot 'on cherche a chaque instant
n a “estimer” la vraie valeur de X,,, au vu des observations Y7,Ys,...,Y,.
On veut un algorithme “récursit”; tel que a l'instant n + 1, le calcul utilise le
résultat du calcul de l'instant n, et la nouvelle observation Y, 1, sans qu’il
soit nécessaire de réutiliser les anciennes observations Y7, Ys, ..., Y,. Le but
est de pouvoir faire tourner ’algorithme en “temps réel”. Il s’avére que la
bonne quantité a calculer & chaque instant n est la loi conditionnelle II,,
de X, sachant Y7,Y5,...,Y,. On introduit également la loi conditionnelle
II,jp—1 de X, sachant Y7,Y5, ..., Y, ;.

Pour tout x € E/, y € F', on pose

9(@,y) = P(h(z,&) = y)
=P, =y|X, =x).

L’évolution des lois conditionnelles {II,,} est alors donnée par le
Théoréme 5.4.1. Pour tout n > 1,

yp-1(z) = (I, P),

7 = g(xvYn)Hnlnfl(x)
) S e 0 VL)

PREUVE On peut considérer que la chaine (X,,) est générée par la formule
de récurrence

Xn = f(anlu nn>7

ot les {n,} sont i.i.d., globalement indépendants des {£,}. Il en résulte en
particulier que

IP(Xn = .T‘Yl, oy Ynfl, anl) = IP(Xn = .T‘anl),
d’ou :

Hn|n71<x> = ]P(Xn = SC|Y1, s 7Yn71)
—E[P(X, = 2| X, )[Vi,..., Y]
= (anlp)m
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Pour établir la seconde relation, notons tout d’abord que si IPY~¥Y»=1 désigne
la probabilité conditionnelle IP(-|Y3, ..., Y, 1),

P(X, =z|Y1,..., Yo 1,Y,) = P 1(X, = 2]Y,)
Mais pour toute probabilité Q,

Q(X, =z|Y,) = H(z,Y,), ot
_ QMu=ylX» =2)Q(X, =17
> QY =y X, = )Q(X, = )

et la seconde relation s’en déduit, puisque

IPY1 ..... Yn-1 (Yn — y|Xn = ZL‘) = ]P(h(x,ﬁn) - y)

5.5 Le filtre de Kalman—Bucy

Dans le cas ou “tout est gaussien”, les calculs se simplifient, et on aboutit
au célebre “filtre de Kalman-Bucy”, qui est universellement utilisé. Commen-
cons tout d’abord par une

5.5.1 Motivation

Considérons un satellite, qui se déplace dans l'espace selon 1’équation

différentielle p
2 (0= 1), 2(0) =

Comme le calcul sur ordinateur impose de discrétiser I’équation (et que nous
ne voulons pas présenter le filtre de Kalman en temps continu), on va rem-
placer 'EDO ci-dessus par une formule de récurrence sur les z,, = x(n7), ol
7 est le pas de temps (autrement dit 1/7 est la frégence d’échantillonage).
La formule exacte est

(n+1)7
%H=%+/ f(a(s)ds,

T
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que 'on va approcher par le schéma numérique le plus simple : le schéma
d’Euler, dont la précision est acceptable si 7 est suffisament petit :

Tpr1 = Ty +7f(x,), n >0, xy donné.

En réalité cette trajectoire est une trajectoire théorique, ou “nominale”; au
sens ol I’équation ci—dessus n’est pas exacte, car il est illusoire de prétendre
prendre en compte toutes les attractions de tous les corps célestes (le passage
de certains d’entre eux a proximité du satellite est imprévisible, et peut étre
considéré come aléatoire), la forme exacte de la terre, etc. D’ou la justification
de l'introduction d’un modéle aléatoire pour 1’évolution de z,, :

Tpi1 = Tp +7f(2n) +V,, n >0, o donné,

ou les V,, sont des vecteurs aléatoires Gaussiens centrés. Dans beaucoup de
situations, les perturbations sont suffisament petites pour que l'on puisse
approcher valablement I'écart X,, = z,,—x° entre z,, et la trajectoire nominale

29 (ceci d’autant que le filtrage de Kalman que nous allons présenter sert a

n
guider le satellite pour que sa trajectoire réelle reste proche de la trajectoire

nominale) par la solution d’une équation aux différences linéarisée :
Xn+1 = Aan + Vi,

ol
Ap=1+7Vf(22).

Notons que cette approximation n’est pas toujours valable, et des méthodes
plus compliquées doivent alors étre mises en oeuvre.

Pour suivre le satellite, des observations radar sont prises depuis la terre.
Mais ces observations ne concernent pas forcément tout le vecteur X, (ty-
piquement, X, désigne le couple position—vitesse du satellite a I'instant nr,
alors que le radar ne mesure que la position), et en outre cette mesure est
entachée d’une erreur (comme toute erreur physique!). Sans compter que
suivant la position du satellite dans sa trajectoire il est observé par I'un ou
I’autre des radars prévus pour le suivre, ou par aucun d’entre eux. On peut
donc modéliser ces mesures par 'observation a chaque instant n de

ou H, = 0 aux instants ou le satellite n’es pas observé, et les WW,, sont de
nouveau des v. a. gaussiens centrés. En outre la condition initiale est elle
aussi un vecteur aléatoire, que 1’on suppose gaussien.
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5.5.2 Solution du probléme

On suppose que X, prend ses valeurs dans IR?, Y, dans IR®, et que

Xy = AXn—l + My M > 1

Y, :HXn+§na n =1,
avec Xo, 71, €1,M2, €0y -+ s My &n,y - - . indépendants, X de loi N (X, Py), les 1,
de loi N(0,Q) et les &, de loi N(0,R). On suppose que la matrice R est
inversible. Bien str, il ne s’agit plus de chaine de Markov a valeurs dans un

ensemble dénombrable.
On note encore 11, la loi conditionnelle de X,,, sachant Yi,...,Y,,.

Théoréme 5.5.1. La loi I1,, est la loi N(Xn,An), ol (Xn, Apn)n>o est donnée
par la formule de récurrence :
Xop1 = AX, + S, H*(HS, H* + R) " (Yoy — HAX,,)
Yp = AN AT+ Q
A1 =%, — S, H(HS,H* + R)'HY,
Xo=Xo, Ao =P
On va montrer le théoréme. Notons que 1'on pourrait le déduire du résultat
de la section précédente, préalablement adapté au cas de lois absolument
continues par rapport a la mesure de Lebesque sur IRY (resp. R* ), au lieu de
loi sur l'espace discret E (resp. F).

Rappelons tout d’abord deux résultats concernant le conditionnement
dans le cadre gaussien.

Proposition 5.5.2. Soit ( un vecteur aléatoire gaussien de dimension

Y
d+k, de lot N X , S 22 . On suppose Yos > 0. Alors, la loi
Y Y1 Yoo

[y = N(X,3), avec
(i) X=X+ZpY (Y -Y)
(i) B =31 — D1955 5o
est une lot de probabilité conditionnelle de X, sachant Y, c¢’est-a—dire que

pour tout B € By,
P(X € BY) = jiv(B).

En outre, 3 = Cov(X — X).
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PREUVE
Si X désigne le vecteur aléatoire défini par (i), on pose

X=X-X.

On montre facilement que (i/() est un vecteur aléatoire gaussien, et que

Cov(X,Y) =0.

Donc X et Y sont indépendants, alors que X est une fonction de Y. Soit
maintenant ¢ € Cy(IRY).

Elp(X)|Y] = Blp(X + X)|Y]
A;¢@?+xﬂﬁd¢w

| elayintan)

avec iy = N(X,3), si & = Cov(X).

Enfin
Cov(X) = Cov(X — X)

= CO'U(X — X — 2122521<Y — ?))

=311 — 2819255 Dot + D155 Ty

=311 — X125 Sar.
X

Proposition 5.5.3. Soit | Y | un vecteur aléatoire gaussien de dimension

Z

d+k+0, tel queY et Z soient indépendants. On note fiy = N(X, ) la loi

conditionnelle de X sachantY, et ,ELKZ— = N(X, ZA?) la loi conditionnelle de
X sachant (Y, Z). On note a nouveau X = IE(X). Alors

>>

A~

() X=X+EX-X|Z)=X+X
(i) £ =3 Cov(X).
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PREUVE On suppose que IE(Z) = 0 (ce qui ne restreint pas la généralité).
Désignons par U, ) et Z les sous—espaces vectoriels fermés de L*(Q2, F, IP)
engendrés respectivement par :

- les constantes et les coordonnées de Y, Z ;
- les constantes et les coordonnées de Y
- les coordonnées de Z.

AlorsU =Y P Z, et YLZ.

Donc, pour tout 1 < i < d, X;, la projection orthogonale de X; sur U, est
la somme de X;, la projection orthogonale de X; sur ), et de IE(X; — X;|Z),
la projection orthogonale de X; sur Z. (j) est établi.

Donc

X-X=X-X+EX-X|2)
pour tout 1 < 4,5 < d, IE(X; — X;|Z) € Z C U, donc est orthogonal dans

L*(Q,Z,P)a X, — X.
Ceci entraine que

Cov(X — X) = Cov(X — X) + Cov(E(X — X|2)),
ce qui joint & la derniére affirmation de la Proposition 5.5.2, établit (j7). O

On peut maintenant passer a la :

PREUVE DU THEOREME 5.5.1

Puisque (X,,, Y1, Ys,...,Y,) est un vecteur aléatoire gaussien, il résulte de
la Proposition 5.5.2 que II,, = ]Y(Xn,An), ot X, est une fonction affine de

A

Yi,..., Y, et A, = Cov(X,, — X,,). Il nous reste a calculer (X, 11,A,41) en
fonction de (X,,, A,,). Puisque

XnJrl = AXn + Mt
avec 7,41 centré et indépendant de (X,,,Y7,...,Y,),
B(X,1|Yi,...,Y,) = AX,,

et en outre

Cov(Xpi1 — AX,) = AN A"+ Q.
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Il nous reste a appliquer la Proposition 5.5.3, pour “rajouter le conditionne-
ment par Y, ;”. Pour cela, il nous faut définir I*innovation” :

Lin =Y — E(Yn+1|Yh RN Yn)
= Int1 — HAXn
= HAXn + Hnn—l—l + §n+1,
ol Xn =X, — Xn
Notons que le v.a. (Yq,...,Y,, [,41) est un vecteur aléatoire gaussien,
et que les coordonnées de I, sont orthogonales dans L*(€), Z,IP) a celles
de Yi,...,Y,. Donc (Y3,...,Y,) et I, sont indépendants, et de plus I,

est centré. Comme en outre o(Y7,...,Y,, Y1) = o(Y1,...,Y,, [,41), on va
pouvoir utiliser la Proposition 5.5.3, qui nous dit que

XnJrl = AXn + ]E(XnJrl - IEXnJrl‘[nJrl)
et Ay = AN A" +Q — Cov(XnH — AXn)

L’espérance conditionnelle ci-dessus se calcule a 'aide de la Proposition 5.5.2.
Or

E(X, 11"

s ) = AR [Xn(Xn X A Qm
= AN A*H* + QH*
L, I, = HANA'H* + HQH* + R

Donc
Xop1 = AX, + (AMA" + Q)H* [H(AMA* + Q)H* + R (Y,sy — HAX,)

et
Apy1 = AN A* 4+ Q

— (AN A"+ Q)H* [H(ANA* + Q)H* + R  H(ANA* +Q),

ce qui démontre le théoréme.

5.6 Controle avec observation partielle

On considére maintenant le probléme suivant :

Xn :AXn—l +Bun+fn+nn7 n > 17
Y, =AX, +¢&,
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ou a nouveau Xy, 1, &1, M2, &, - . . est une suite de v.a. gaussiens indépendants,
Xy et les 1, de dimension d, les £, de dimension k de matrice de covariance
R inversible, u,, & valeurs dans IR, choisi parmi les suites adaptées a la suite
{Y,.}, i.e. tel que pour tout n, u, soit une fonction de Yj,...,Y, 1, et on
cherche & minimiser le critere :

J(w) =B [(FX,, X,) + (Qua, u,)].

n=1
On aura besoin du résultat technique suivant :
On définit les suites
X,? = AX,?_1 + fo+ Ny, > 1,X8 = Xo,
Y = HX)+ &, n>1,

etonpose YV, =c(Yy,...,Y,), Y0 =c(Y?,....Y)), n>1, =0 = {0,0Q}.
On a alors le

Lemme 5.6.1. Pour tout n, Y, = Y°.
PREUVE Posons
X, =AX) {4+ Bu,, n>1,X)=0,
YU = HX" n>1
Puisque (uq,...,u,) est Y, 1 mesurable, il en est de méme de (Yy,...,Y").
Mais
Y, =Y+ Y% n>1.

Donc (Y, ..., Y?) est ), mesurable, soit Y° C V,. Réciproquement, puisque
up est déterministe (car )y mesurable), Y* est connu, donc Y; = Y + Y
est une fonction de Y, soit Yy C J¥. Supposons que ), C Y. Alors

(u1, ..., upt1) est V9 mesurable, et donc aussi Y% ;, d’on
Yo =Y + Y,
est V)., mesurable. 0
Une conséquence du lemme 5.6.1 est que la suite de tribus (V4,..., V)

ne dépend pas du choix du controle choisi. Maintenant, il est clair que

J(u) = IEZ [E>" ((F X0, X0)) + (R, un))

n=1
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Or A 3

Xn = Xn + Xn7
avec Xn =IE(X,|)V,), et X,, est indépendant de ),. Donc si on note A, =
cov(X,,),

N
J(u) = EZ [(FXm X,) + (Rup, u,) + TrFA,| .

n=1
On est donc ramené au probléme suivant (cf. la section 5.5) :

X, = =S, \H(HS,_H* + R)""H)AX,_, + Bu, + f»
+ Y, HY(HS, 1 H* + R)™'Y,
XO — XO

N
min f(u) = EY [(FX,L, X))+ (Rup, un)|
n=1

qui est un probléme de controle optimal “déterministe” (puisque les Y,, sont
observés, donc connus), dont la solution est donnée par le théoréme 5.3.2.

5.7 Exercices

Exercice 5.7.1. Programmation On reprend le modeéle du filtre de
Kalman—Bucy, avec d = k = 1, A = 098, Xg =1, Q = 2, R = 2,
H, = cos(mn/13) (ou une autre fonction périodique & choisir).
1. Simuler pour 1 <n <100, X,, et Y,.
2. Ecrire un programme qui calcule Uestimée de Kalman X, de X, pour
1 <n < N. Tracer (X,, X,), et Uerreur d’estimation.

3. Recommencer la seconde étape avec d’autres valeurs de A, et éventuel-
lement de () et R. Dans quelle mesure le filtre de Kalman tolére-t-il les
erreurs dans le modéle ¢

Exercice 5.7.2. 1. Donner les formules du filtre de Kalman dans le cas
non homogeéne, ot les matrices A et H dépendent de n. Autrement dit,
le modele du début de la section 5.5.2 est remplacé par

X, = Aan—l + Ny M > 1
Y,=H,X,+&,n>1
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2. On suppose maintenant données des applications mesurables bornées

y — A(y) de R* dans IRd x d,
y — H(y) de RF dans RE x d,

et on suppose maintenant que les suites {X,} et {Y,} sont reliées par
les formules

X, =AY )X 1+m, n>1

les hypotheses sur (Xo,m1,&1, -+ My &ny - --) Etant les mémes qu’a la
section 5.5.2. clairement la suite {(X,,, Y,),n > 1} n’est pas gaussienne.
Montrer que pour tout n > 1, la loi conditionnelle de X,,, sachant
Yi,...,Y, est une loi de Gauss, et préciser les formules de récurrence
pour ’espérance et la matrice de covariance de cette loi. On dit que l’on
est dans le cas d’un modele “conditionnellement gaussien’.



Chapitre 6

Le processus de Poisson

Introduction

Dans ce chapitre et les deux suivants, on va étudier des processus de
Markov définis sur IR, a valeurs dans un ensemble fini ou dénombrable F,
qui sont constants entre leurs sauts qui se produisent a des instants aléatoi-
res : on les appelle “processus markoviens de saut”.

Dans ce chapitre, nous allons introduire le “prototype” des processus mar-
koviens de saut, a savoir le processus de Poisson.

Ce processus modélise des répartitions aléatoires de point sur R, qui
peuvent correspondre a des instants de collision de particules, mais aussi a
des instants d’arrivée de clients dans une file d’attente, d’appels a un central
téléphonique.

6.1 Processus ponctuels et f.a. de comptage

Un processus ponctuel sur IR, se décrit par la donnée dune suite
croissante de points aléatoires

O<Ti<Ty<---<T,<--- dans R,

qui sont des v.a. définies sur un espace de probabilité (2, F,IP). Outre les
inégalités ci—dessus, on suppose que 1), T 0o, n — 00.

165
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On posera
S1=Ty
52 = T2 — T1
Sn - Tn - Tn—l

les v.a. T, sont les instants ot se produisent un événement, les S,, sont les
délais ou les temps d’attente entre deux événements successifs.

On définit la f.a. de comptage {N;,t > 0} du processus ponctuel
{T,,n € IN} de la fagon suivante :

N; = sup{n; T,, < t}

= 1<y

j21

N, est le nombre d’événement qui se sont produits avant I'instant ¢.

Notons que Ny = 0, puisque 77 > 0 et pour tout ¢t > 0, N; < co puisque
T, T oo, n — o0.

Pour 0 < s <t, N; — N, est le nombre d’événements qui se sont produits
dans Uintervalle de temps |s, t].

Une trajectoire type du processus { Ny, t > 0} est dessinée a la figure 6.1

Précisons que les trajectoires de {N;} sont continues a droite.

Notons que la donnée de { Ny, t > 0} est équivalente a celle de la suite
{T},,n € IN}, et que I'on a les relations :

{Ny =2 n} ={T, <t}

{Ne=n}={T, <t <Tp}
{Ns<n< N} ={s<T,<t}

6.2 Le processus de Poisson

Définition 6.2.1. On dit que le processus ponctuel {T,,,n € IN} ou sa f.a.
de comptage {Ny,t > 0} est un processus de Poisson si {N;,t > 0} est
une f.a. a accroissements indépendants et stationnaires i.e. si
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TQ T1 T2 T3 T4
F1G. 6.1 — Trajectoire d'un processus de Poisson

a) quels que soient tg < t; < --- <t, dans Ry, les accroissements {th —
N ;1 < j<n} sont des v.a. indépendantes

J

b) pour 0 < s <t laloi de Ny — N ne dépend que de s et t que par la
différence t — s.

La propriété b) est appelée la “stationarité des accroissements ” de {N;}.
Le nom “processus de Poisson” est justifié par la :

Proposition 6.2.2. Soit {N;,t > 0} la f.a. de comptage d’un processus de
Poisson. [l existe A > 0 tel que pour tous 0 < s < t, la loi de N, — Ny est la
loi de Poisson de paramétre A(t — s), i.e.

P(N, — N, = k) = e M9\t — 5)]F/k !, ke N

Remarque 6.2.3. Ce parameétre \ est appelé intensité du processus de
Poisson {N;,t > 0}. 1l est égal au nombre moyen d’événements qui se pro-
duisent pendant un intervalle de temps de longueur unité, i.e.

]E[Nt+1 - Nt] — )\
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PREUVE DE LA PROPOSITION 6.2.2 Pour tous 0 < s < ¢, considérons la
fonction génératrice de Ny — Ny, qui est application v — f;_4(u) de [0, 1]
dans lui-méme qui ne dépend que de t — s et est définie par :

foms(u) = Blu™~]
=Y P(N,— N, = k)u*.

k>0
Par la propriété a) de la définition,
fi(uw) = fs(u) fi—s(u), 0 < s <t, uel0,1].
Il résulte de cette identité que
fe(w) = [fi(w)]'

d’abord pour les ¢ rationnels, puis pour tout ¢ dans Ry car t — fi(u) est
décroissante.
Comme en outre

fe(u) = P(N; = 0)
/1, quand t | 0,

1(u 0, et donc il existe A(u) dans IRy tel que
fi(u) #0, () + tel g
ft(u) — eft)\(u).

Puisque u — exp(—6(1 — u)) est la fonction génératrice de la loi de Poisson
de parameétre 6, il reste & montrer que

M) = A0)(1 — u).

Or clairement

1

Au) = ltilr(I)l ;(1 — fi(u))
. 1 k
:ltlfgl ;P(Nt =k)(1 —u")
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Mais puisque 0 < u < 1,

0< Z %IP(Nt = k)(1 —u") < IP(N; > 2)

k>2

et le résultat découle de la formule

o1
Aw) =ty | FP(% = 1)) (1= ),
a condition que l'on ait

1
;IP(Nt >2) — 0, quand ¢ | 0.

J{Nw =0, Nagap =2} C{T2 < Ty + £}
neN

Comme IP(N; = 0) = f(0) = exp(—A(0)t), en utilisant en outre la propriété
a) de la définition, on a :

> exp(=A0)nt)IP(N; > 2) = [1 — exp(=A(0))] ' P(N; > 2)
<P(Ta <Ti+1)
Mais, quand ¢ | 0,
PTy<Ti+t)— P(T, <T1)=0
et pour tout ¢ suffisamment petit,
(A0)1) ™ < (1 —exp(=A(0)t)) ! < 2(A(0)) 1.
Remarque 6.2.4. [l résulte de la derniére partie de la preuve ci—dessus que

P(Nyypn — Ny = 0) = 1 — A+ o(h)
IP(Nt+h — Nt = ]_) — )\h + O(h)
]P(Nt+h - Nt Z 2) = O(h)

Donc a des probabilités petites devant h prés, N(t + h) — N(t) est une v.a.
de Bernoulli prenant la valeur O avec la probabilité 1 — Ah et la valeur 1 avec
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probabilité Ah. Cette propriété, jointe a l'indépendance des accroissements et
a la formule

n

s
Nips — Ny = Z[Nt—i-jh — Niy(-1nl), avec h = -

I

J=1

entraine que Ny s — Ny suit approrimativement une lot binomiale de para-
metres (n, As/n). Or, quand n — oo, cette loi converge vers la loi de Poisson
de parametre \s.

Notons que pour tout n, 0 < t; < ty < --- < t,, la loi du vecteur aléatoire
(Nt,, Ny ..., Ny,) est entierement déterminée par la Proposition 6.2.2 et la
condition a) de la définition 6.2.1.

Corollaire 6.2.5. La loit de [’instant T du premier événement est la lot
exponentielle de paramétre X (i.e. la loi sur R, de densité Ae™). Il en est
de méme pour la lot du temps d’attente apres s du premier événement apres
s, Tn,+1 — S, pour tout s > 0.

PREUVE Il suffit de remarquer que pour tout ¢ > 0,

P(T; > t) = IP(N, = 0)
_ e—)\t

et de méme

]P(TNS+1 -S> t) - ]];)(Ns+t — NS - O)

6.3 Propriété de Markov

Soit { Ny, t > 0} un processus de Poisson d’intensité A. Pour tout s, > 0,

posons
N} = Ngiy — Ns.

Il résulte immédiatement de la Définition 6.2.1 que {N/,t > 0} est
un processus de Poisson d’intensité A, indépendant de {N;,0 < ¢t <
s}. Remarquons que la donnée de {N;,0 < ¢ < s} est équivalente a
celle de (Ng, T1, T3, ..., Ty,). L’'indépendance dont il est question ci-dessus
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est équivalente a celle de des vecteurs aléatoires (N, T1,T5,...,Ty,) et
(Tn,+1, TNno+2, - - - Tn,4p), pOuUr tout entier p.

Puisque les accroissements futurs aprés s { Ny — Ny, t > 0} sont indépen-
dants du passé {N;,0 <t < s}, il est clair que le futur aprés s { N, 4, t > 0}
ne dépend du passé {N;,0 < t < s} que par 'intermédiaire du présent N ;
ou encore, le futur et le passé sont conditionnellement indépendants, sachant
le présent. C’est la propriété de Markov.

Nous reviendrons sur cette propriété au chapitre suivant.

Nous allons maintenant généraliser le résultat ci-dessus au cas ot s est un
certain type de temps aléatoire. Pour cela, il nous faut tout d’abord rappeler
une notation, et poser une définition.

Rappelons tout d’abord qu’une tribu de parties d’'un ensemble £ est une
classe de parties de £ stable par passage au complémentaire, réunion et inter-
section dénombrable. On peut toujours parler de “la plus petite tribu conte-
nant une certaine classe C C P(&)”, car c’est I'intersection de toutes les tribus
contenant C (il existe au moins une telle tribu, a savoir P(£), et une inter-
section quelconque de tribus est une tribu, comme cela se vérifie aisément).
Par exemple, la tribu borélienne de IR?, notée By, est la plus petite tribu de
parties de IR? contenant tous les ouverts.

Dans le cas d'une variable aléatoire a valeurs dans un espace dénom-
brable F, o(X) = {X!(F); F C E}. Etant donné un vecteur aléatoire
X de dimension d (i.e. une variable aléatoire a valeurs dans IR%), on note
o(X) = {X"YB); B € By} la plus petite sous tribu de parties de 2 qui rend
X mesurable. C’est ’ensemble des événements dont on sait s’ils sont ou non
réalisés au vu de la valeur prise par X. Etant donné {X;,i € I} une collec-
tion quelconque de vecteurs aléatoires (de dimensions quelconques!), on note
o{X;;i € I} la plus petite tribu contenant toutes les o(X;),i € I.

Il sera commode d’utiliser dans la suite la notation suivante : pour t > 0,

FN =0{N,;0< s <t}
= O'{Nt,Tl,TQ, e 7TNt}-

Définition 6.3.1. Etant donné un processus de Poisson {Nyt > 0}, on

appelle temps d’arrét (de {N;}) une v.a. S a valeurs dans Ry U {400} qui
posséde la propriété que pour tout t dans R,

{s<tye FN.
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Pour tout s dans IR, S = s est un temps d’arrét. Pour tout n, T,, est un
temps d’arrét. T, 1 est également un temps d’arrét. Par contre, Ty, n’est
pas un temps d’arrét, car si t < s,

{Tn, <t} ={N,—N, =0} ¢ FN, 0<t<s.

A tout temps d’arrét S de {NV;}, on associe la tribu des événements “détermi-
nés par la trajectoire {NVing, t > 0} arrétée a S” :

FYES{A e FN. An{S <t} e FN, vt > 0}.
Onala :

Proposition 6.3.2. Soit {Ny,t > 0} un processus de Poisson d’intensité A,
et S un temps d’arrét de {N;}. Sur I"événement {S < oo} on pose pourt > 0

NP = Ng,y — Ns.

Conditionnellement en {S < oo}, {NZ,t > 0} est un processus de Poisson
d’intensité X, indépendant de FZ'.

PREUVE On sait déja que le résultat est vrai si S est constant. Supposons
maintenant que S prend ses valeurs dans une suite croissante (s;,j > 1) de
réels positifs. Notons que comme S est un temps d’arrét,

{S=s} ={S<s;)\{S<s;1} € F)

Soit A€ FY,0<t; <ty <...<tgetny,...,n, dans IN.
¢
P (Aﬂ (N = nk})>
k=1
¢
— Z]P ({S = 8]} ﬂAﬂ (ﬂ{N5j+th — NSJ' = 'I’Lk}))
j k=1
¢
= Z]P({S =s;tNAP (ﬂ{stHk — N, = nk}>
j k=1

L
=P(A)P <m{Ntk = nk}) )

k=1
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ou on a utilisé la propriété {S =s,;} NA € Fjjv» pour la seconde égalité, et le
fait que le second facteur de 'avant derniere expression ne dépend pas de s;,
par stationnarité des accroissements de {V,}.

Le résultat est établi pour un temps d’arrét prenant ses valeurs dans une
suite croissante d’instants. Mais tout temps d’arrét S peut étre approché par
une suite décroissante de temps d’arrét de cette forme. En effet, pour tout
n, posons

Sp = Z k27" 1 (k—1)2-n<S<k2—n}-
keN
L’égalité ci—dessus est alors vraie avec S remplacé par .S, puisque

§<8, = FY cFY.

On passe aisément a la limite dans ’égalité avec S remplacé par S, puisque
par continuité a droite des trajectoires de {IV;,t > 0},

¢ ¢

P (Am (N = nk})> — TP (A NN = nk})> .
k=1 k=1

Corollaire 6.3.3. Soit {N;;t > 0} un processus de Poisson d’intensité A,

et (Tn)n>1 ses instants de saut. On pose Sy = 11,8y = Ty —T1,...,S, =

T,—T,_1,.... Les variables aléatoires Sy,Ss, ..., Sy, ... sont indépendantes,

toutes de loi exponentielle de parameéetre .

PREUVE On sait déja que T}, le premier instant de saut d’un procesus de
Poisson d’intensité A, suit une loi exponentielle de paramétre A. Il résulte
de la Proposition 6.3.2 avec S = T,, que S,+1 = T11 — T, est le premier
instant de saut d’un processus de Poisson d’intensité A donc suit une loi

exponentielle de parameétre A, et est indépendant de 71,75, ..., T},, donc aussi
de S1,S5s,...,S,. Ceci étant vrai pour tout n > 1, le résultat est démontré.
O

Il est assez clair que 'on a la réciproque suivante :

Proposition 6.3.4. Soit {S,;n > 1} une suite de v.a.r. indépendantes,
toutes de loi exponentielle de parametre A > 0. On pose

T,.=S1+ -+S, n>1,
Ny =sup{n;T,, <t}, t>0.

Alors {Ny,t > 0} est un processus de Poisson d’intensité \.
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On a donc une fagon de “construire” un processus de Poisson, ce qui en
particulier démontre que la Définition 6.2.1 n’est pas vide! On a aussi une
fagon de simuler le processus de Poisson.

6.4 Comportement asymptotique

Soit & nouveau {Ny;t > 0} un processus de Poisson d’intensité A. On a :
IE[Ny] = At, Var[Ny = At

Donc IE[N;/t] = A, Var[N;/t] = 2, d’ott N(t)/t — X en moyenne quadratique,
quand ¢ — oo. En fait on a aussi la “loi forte des grands nombres” :

Proposition 6.4.1. Soit {Ny;t > 0} un processus de Poisson d’intensité \.

Alors Tt — A p.s. quand t — oo.

PREUVE Remarquons tout d’abord que

No= Y [Ni= Ny

1<i<n

est la somme de n variables aléatoires indépendantes, de méme loi de Poisson
de parameétre A (donc intégrable). II résulte donc de la loi forte des grands

nombres que
Ny,
— — A, p.s., quand n — oo.
n
Or, avec la notation [t] = partie entiére de t,
Ne _ Ny [t] | Ne— Ny

t [t ot t

Il suffit donc de montrer que
sup ———" 0, quand n — oo.
n<t<n+1 n

Or si
&= sup N, — N,

n<t<n+1

= 4{Vn+1 _Nna
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b+t by

n

les {&,} sont i.i.d. et intégrables. Donc — A p.s., dou

@ — 0 p.s.
n

On a un “théoréme de la limite centrale” :

Proposition 6.4.2. Soit {Ny;t > 0} un processus de Poisson d’intensité \.

Alors
Ny, — Mt

VAt

ot Z est une v.a.r de loi gaussienne centrée réduite (i.e. d’espérance 0 et de
variance 1).

— Z en loi, quand t — o0,

PREUVE On raisonne comme dans la preuve précédente.
N, — An
Van

d’aprés le théoréme de la limite centrale “classique”. Et

N: — Nig
i < ém/\/m,

— Z en loi, quand n — oo,

qui tend en probabilité vers zéro quand t — oo puisque
P (gn/\/m > 5) —p (gn > z—:\/)\n)
=P (&1 > eV )\n)

— 0, quand n — oo.

Donc a fortiori — 0 en probabilité quand ¢ — oo. Finalement :

N, —N[t]
Nl
N, — Mt B N[t] — )\[t] o @

=t

/
\/%TJFW)\L\/?,

]
Nt_N[t}
+ —— X

VAt
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et on sait que si X,, — X en loi, Y,, — 0 en probabilité, alors
X, +Y,— X en loi.

U

On peut en fait établir un “théoréme de la limite centrale fonctionnel”
que nous allons maintenant décrire. Une démonstration analogue a celle de
la Proposition 6.4.2 montre que pour tout ¢ > 0,

Ntu — Atu
vV au

ol B; est une v.a.r. gaussienne centrée de variance t. Remarquons que pour
chaque u, {[Ny, — Mu]/vAu, t > 0} est un processus a accroissements in-
dépendants, dont les sauts sont d’amplitude (Au)~'/2. Il en résulte que 'on
peut passer a la limite ci-dessus quand u — oo “de fagon coordonnée pour les
différents t”, de telle sorte que la limite { B;,¢ > 0} soit un processus gaussien
centré, a accroissements indépendants, a trajectoires continues, et vérifiant
E[B;] =t. {By;t > 0} est ce qu'on appelle le mouvement brownien.

— B, en loi quand ©v — o0,

6.5 Exercices

Exercice 6.5.1. Soit X une v.a.r. a valeurs dans Ry t.q. P(X > t) >
0, Vt > 0. On suppose en outre que Vs, t > 0,

P(X >s+t/X >t)=P(X > s).
En déduire que la loi de X est une loi exponentielle.

Exercice 6.5.2. Trois personnes A, B et C arrivent a la poste en méme
temps pour téléphoner. Il y a deuzx cabines qu’occupent immédiatement A et
B. C remplace le premier sorti. A, B et C' quittent immédiatement la poste
apres avoir téléphoné.

On désigne par X, Y et Z les temps d’occupation de la cabine par A, B et
C respectivement. Ces trois variables aléatoires sont supposées indépendantes
et équidistribuées, de loi commune la loi sur IR de densité A exp(—At), t > 0

(avec A > 0).

a Calculer la probabilité que C sorte le dernier.
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b Trouver la loi de probabilité du temps total T passé par C' a la poste.

c Linstant 0 étant l'instant d’arrivée des trois personnes a la poste, donner
la loi de probabilité de l’instant du dernier départ.

Indication : on cherchera a déterminer la loi du v.a. (X ANY, XVY =X AY)
(A =1inf, V =sup).

Exercice 6.5.3. Une machine posséde une durée de vie 1 de lot exponentielle
de parameétre 0. Lorsqu’elle tombe en panne, elle est instantanément rempla-
cée par une machine semblable de durée de vie T et ainsi de suite. On suppose
les durées de vie (1,; n € IN) indépendantes et équidistribuées. La premiére
machine commence & travailler a l'instant 0; les instants T,, (n > 1) de dé-
faillance des machines successives (soit Ty = 1, Ty = 7 + T2, ...) forment
un processus de Poisson.

a Pour un instantt > 0 fixé, soit Dy la durée écoulée depuis la mise en fonc-
tionnement de la machine en marche a l’instant t. Dans quel ensemble
la v.a. D; prend—elle ses valeurs ? Quelle est la loi de Dy ¢ Montrer que
lorsque t — o0, cette loi posséde une limite.

b Soit S; la v.a. positive telle que t + S; soit l'instant de défaillance de
la machine en fonctionnement a linstant t. Quelle est la loi de S; ¢
Quelle est la loi du couple (Dy, Sy) et quelle est la limite de cette loi
lorsque t — oo ? Pourquoi les deux v.a. D; et S; ne sont—elles pas
équidistribuées et pourquoi le deviennent-elles quand t — oo ¢

¢ Quelle est la loi de Dy+S;, la durée de vie de la machine en fonctionnement
a Uinstant t ¢ Comparer la limite de cette loi quand t — oo avec la loi
commune des T,.

Exercice 6.5.4. a) Soit X1, X5,..., X, des v.a.r. indépendantes, toutes
de loi uniforme sur [0,t], et Y1,Ys, ..., Y, la méme suite ordonnée par
ordre croissant, i.e. définie par

}/1 = inf Xz :Xil

1<i<n
1<i<n,ii1
et ainsi de suite. Préciser la loi du vecteur aléatoire (Y1,Ya,...,Y,).

b)  Soit {N;,t > 0} un processus de Poisson d’intensité \. Montrer que
la loi conditionnelle du vecteur aléatoire (T1,Ts,...,T,), sachant que
N; = n, est la loi trouvée en a).
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Exercice 6.5.5. Soit {N}; t > 0} et {N?; t > 0} deux processus de Poisson
indépendants, d’intensité respective \; et \y. Montrer que {N} + N?; t > 0}
est un procesus de Poisson d’intensité A1 + .

Exercice 6.5.6. On admet que la population des individus infectés par le
wirus VIH croit selon un processus de Poisson d’intensité inconnue A. On
notera N; le nombre d’individus infectés a l'instant t. On ne prendra pas en
compte les déces.

Chaque individu infecté subit une période d’incubation entre le moment ot
il est infecté par le VIH et le moment ot les symptomes du SIDA apparaissent.
La durée de cette période d’incubation est aléatoire. Les périodes d’incubation
pour les différents individus sont i. i. d., de loi commune la loi sur Ry de
fonction de répartition connue G. On notera G la fonction G(t) =1 — G(t).

On note N} le nombre d’individus qui o instant t présentent les symp-
tomes du SIDA, N? le nombre d’individus qui & l'instant t sont infectés par
le VIH, mais ne présentent pas encore les symptomes du SIDA. On a bien
sar

N, = N} + N2,

et on demande de montrer que pour tout t > 0, N} et N? sont deuz v. a.
indépendantes, N} de loi de Poisson de paramétre )\fot G(s)ds, et N} de loi

de Poisson de parameétre f(f G(s)ds.

Exercice 6.5.7. Programmation On appelle taux de panne d’une v. a. X
a densité a valeurs dans R, la fonction A\ de IRy dans R définie par

f()
At) = 1= Fit)

ou f désigne la densité de la lot de X, I sa fonction de répartition. L’exer-
cice 6.5.1 dit que la loi exponentielle est la seule a avoir un taur de panne
constant.

On appelle loi de Weibull de parametres X\, > 0 la loi de fonction de
survie

F(t) = e 7,

et de taux de panne

At) = aA(A)* L

La loi de Weibull a un taux de panne croissant si o > 1 et décroissant si
a < 1. On retrouve la loi exponentielle de parametre A dans le cas a = 1.
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On appelle loi T'(a, A) la loi de probabilités sur IR, de densité

£(1) = e 0,

ou (o) = [[7 et dt.

A nouveau la loi Gamma a un taux de panne croissant si o > 1 et décrois-
sant st a < 1. Notons que si ['on additionne n v. a. indépendantes, toutes
exponentielles de méme paramétre X, on obtient une v. a. de loi I'(n,\) a
taux de panne croissant.

Supposons que deuxr machines travaillent en paralléle, et ont besoin pour
leur fonctionnement d’une piece M quelque peu fragile. On dispose d’une
seule piece de rechange, qui est placée instantanément sur la machine dont la
piece M tombe en panne la premiére. Les trois piéces M (les deux en place au
début, et celle de rechange) ont des temps de vie i. i. d. La deuxiéme panne
est fatale a la machine qui la subit. Si les temps de vie de ces piéces suivent
une loi exponentielle, alors l'exercice 6.5.2 montre que les deux machines ont
méme probabilité de subir la deuziéme panne.

On peut supposer que si l’on remplace la loi exponentielle par une loi a
taux de panne croissant, la machine qui a vu sa piéce remplacée a plus de
chance de vivre plus longtemps que ['autre, et que c’est ['tnverse dans le cas
d’une loi a tauzr de panne décroissant.

On demande d’illustrer a ’aide de tirages aléatoires le résultat de [’exer-
cice 6.5.2, et les deux conjectures que nous avons formulées.

Successivement pour P = la loi exponentielle de parameétre 1, la lot
['(3,1), la loi de Weibull de paramétres (1,0.5) (que l'on simule aisément
en inversant sa fonction de répartition), on simule une matrice 3 x N de v.
a. indépendantes de loi IP, notée X. On trace alors, en fonction de n variant
de 1 a N, et sur le méme graphique les trois quantités

n~ Y Amin[X (1, k), X(2,k)] + X (3, k) — max[X (1, k), X (2, k)]}.
k=1

On pourra choisir N = 10% ou N = 104,
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Chapitre 7

Processus markoviens de saut

Introduction

Dans ce chapitre, nous allons présenter ’essentiel de la théorie des proces-
sus de Markov en temps continu, & valeurs dans un ensemble fini ou dénom-
brable E. Comme on le verra a la section 7.4, ces processus sont en quelque
sorte une combinaison d’un processus de Poisson et d’une chaine de Markov
en temps discret (la “chaine incluse”). Dans une seconde partie de ce chapitre,
nous présenterons des applications a la phylogénie, aux équations aux déri-
vées partielles discrétisées, et a l'algorithme du recuit simulé. La preuve de
la convergence de l'algorithme du recuit présentée ici est die a Francis Co-
mets (communication privée). Les files d’attente seront traitées au chapitre
suivant.

7.1 Généralités

Le but de ce chapitre est d’étudier les processus de Markov a valeurs dans
un espace d’état F fini ou dénombrable. On supposera que les trajectoires de
nos processus n’ont que des discontinuités de premiére espéce (des sauts), et
pour fixer les idées que les trajectoires sont continues a droite et pourvues de
limite & gauche en tout point. Les trajectoires d'un tel processus {X;, t > 0}
sont nécessairement constantes entre ses sauts, lesquels se produisent a des
instants aléatoires T} (w), To(w), . .., Th(w), . . .. La différence avec le processus
de Poisson du chapitre précédent est que, connaissant la position avant le
saut, la position aprés le saut est aléatoire. Si l'on désigne par Z,(w) la
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position de {X;} juste aprés la n—iéme saut T, (w), n > 1, une trajectoire
type de {X;; t > 0} est dessinée a la figure 7.1.

Zy

Zy

F1G. 7.1 — Trajectoire d'un processus markovien de sauts

La donnée de {X;; t > 0} est équivalente a celle de la double suite
{Ty, Zn; n > 0}.

Pour certaines applications, il convient de pouvoir rendre certains états
absorbants (par exemple, dans le cas d’'un modéle décrivant ’évolution de la
taille d’une population sans possibilité d’immigration, I’état 0 est absorbant).
x € E est dit absorbant si X7, (w) =2 = T,41(w) = +00.

On supposera donc que les instants de saut forment une suite croissante

avec T,, € R, U {+o0}, et
To(w) < Thi1(w) si Ty (w) < oo,

et en outre qu’il n’y a pas d’explosion, i. e. que les instants de saut ne s’ac-
cumulent pas a distance finie, autrement dit que

T, (w) — 400 p.s., quand n — oo. (7.1)
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Une fonction aléatoire {Xy; ¢ > 0} & valeurs dans E est appelée fonction
aléatoire de sauts si elle est de la forme :

Xiw) = D Za) g ra@l)

{n>0; T (w)<oco}
ou les v.a. Z,, prennent leurs valeurs dans E. Posons la :

Définition 7.1.1. Une fonction aléatoire de sauts {X:, t > 0} a valeurs
dans E est appelée processus markovien de sauts (ou chaine de Markov
en temps continu) si pour tout 0 < s < t, la loi conditionnelle de la v.a. X,
sachant {X,; 0 < u < s} ne dépend que de Xg, i.e. si pour tout n € IN,
0<tog<ti <---<t,<S, x9,T1,...,%Tpn, T,y E L,
P(X; =yl Xy, =10, X, = 71,... Xy, =20, Xy =2) =P(X; = y| X, =2).
On dira que le processus markovien {X;, t > 0} est homogéne si la
quantité P(X; = y|Xs = ) ne dépend de s et de t que par la différence t — s.

On n’étudiera dans la suite que des processus markoviens homogénes. On
utilisera la notation :

P(X, = y|X, = 2) = Poyt — 5)

ou pour tout ¢ > 0, P(t) est une “matrice markovienne” sur F x E, appelée
matrice de transition dans le temps t. On notera ci—dessous p(t) la loi de
probabilité de X; sur F, t > 0. u(0) est appelée la “loi initiale” du processus
{Xs; t > 0}.

Proposition 7.1.2. Soit {X;, t > 0} un processus markovien de sauts, de
loi initiale et de matrices de transition {P(t), t > 0}. Pour tout n dans N,
0 <ty <--- <ty laloi du vecteur aléatoire (Xo, Xt,,...,Xy,) est donnée
par : pour tout xg,x1,...,T, dans E,

]P(XO = l‘o,th :l‘l,XtQ = ZL‘Q,...,Xt = ZL‘n)

n

= Nxopmox1<t1>Px1xz<t2 - tl) XX Py g, (tn - tn%)-

1 Cette condition n’a de sens que si
]P(X(to) = 2o, X(tl) =15 - aX(tn) = Tn, X(S) = I) > 0.

On ne tiendra pas compte de la condition pour les valeurs de n,xg,x1,...,Z,,x pour
lesquelles cette inégalité n’est pas satisfaite
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Par conséquent, pour tout t > 0,
pu(t) = p(0)P(t)
au sens ot fu,(t Z 1z (0)Pyy(t), et pour toute fonction positive ou bornée
zelR

g: EF— 1R,
Elg(X;)|Xo = 2] = (P(t)9).

En outre, les matrices de transition {P(t), t > 0} vérifient la relation de
semi—groupe (équation de Chapmann—Kolmogorov) :

P(s+t) = P(s)P(t),

au sens ot pour tous les x,y dans E
xy (t+s) Z P, (t

PREUVE Il résulte immédiatement de la définition des probabilités condition-
nelles et de la propriété de Markov que

]P(XOZZL'Q,XtIZI‘l,..., —l‘n)

= ]P(XO = SL’(])P(XtI = $1\X0 = .To) (th = .TQ‘XO = SL’Q,th = .Tl)
- X ]P(Xt = .Tn|X0 = .’L‘O’th = .. 7th_1 = .Z'nfl)

= :uxoparom (t1) Pryay (t2 — 1) X - Pxn v (tn — tn1)-

Dans le cas n = 1, cette formule s’écrit :
P(Xo =2, Xi =y) = p1.Ppy(t)

et le second résultat s’en déduit en sommant sur x € E. Par définition de
P(t),
P(X, = y|Xo = z) = Pyylt),
le troisieme résultat s’en déduit en multipliant par g, et sommant en y € F.
Enfin la formule ci-dessus dans le cas n = 2 donne, aprés division par fi,,

IP(XS = k? Xs+t = y‘XO = .T) = P$2(5>sz(t)
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le dernier résultat s’en déduit en sommant en z € E. O

Nous allons maintenant présenter quelques exemples de processus marko-
viens de saut.

Exemple 7.1.3. Un processus de Poisson {Ny; t > 0} d’intensité A est un
processus de Markov a valeurs dans IN, de matrice de transition :

0, SINOM.

() = {e—At()\t)y—x/(y — ), siy>a;

Exemple 7.1.4. Processus du télégraphe FEtant donné un processus de
Poisson {N;} d’intensité A, et une v.a. Xo a valeur dans E = {—1,+1},
indépendante de {Ny; t > 0}, on pose :

X, = Xo(—=1)M, t>0.
{Xt, t > 0} est un processus de Markov, de matrice de transition :

()\t)2n
(2n)!

Pya(t) = Pty =e™ )

n>0

()\t)2n+1

Poyia(t) = Pry(t) = e Z m

n>0

Exemple 7.1.5. Soit {Ny; t > 0} un processus de Poisson d’intensité \, et
d’instants de saut 0 < Ty < Ty <T3<--- < T, <---. On se donne en outre
une chaine de Markov en temps discret {Z,; n € IN} a valeurs dans E, de
matrice de transition {Py,; x,y € E}, indépendante de {Ny, t > 0}. Alors
on peut montrer (voir exercice 7.11.1 ci—-dessous) que

Xi =Y Zlg,m(t), t >0
n=0

est un processus markovien de saut.
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7.2 Générateur infinitésimal

La propriété de semi—groupe fait que P(t) est connu pour tout ¢ dés qu’il
est connu pour ¢ petit. En fait, on va voir qu’il est entiérement déterminé par
sa dérivée a droite en t = 0 (on sait que P(0) = I).

Théoréme 7.2.1. Soit {P(t), t > 0} le semi—groupe des matrices de transi-
tion d’un processus markovien de sauts {X;, t > 0}.

Il existe une matrice {Quy;x,y € E} (appelée le générateur infinitési-
mal du semi-groupe {P(t); t > 0} qui vérifie

(1) Qu>0six#y

yeE\{z}

(cette derniére égalité étant stricte sauf si l’état x est absorbant) et telle que,
lorsque h | 0,

Poy(h) = hQ, +o(h) siz #y

En outre, conditionnellement en Xo = x, linstant de premier saut Ty et la
position aprés le premier saut Z7 = Xp, sont indépendants, Ty de loi exponen-
tielle de paramétre ¢, = —Qqy, €t Zy de lot sur E donnée par {Quy/qz;y # x}.

PREUVE Remarquons tout d’abord que

Comme P(T; — T} < h) — 0 quand h — 0, on a que si, h — 0, nh — ¢ (avec
nh >t),

]P(Tl >t|X0:.T> :hmIP(XO:Xh: cee = nh|X0:x>
— lim[P,, (h)]"

L’existence de cette derniére limite entraine que

[1 — Ppe(h)] — g, € [0, +00],

S| =
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quand h — 0, et donc
]P(Tl > t|X0 = ZL‘) = ¢ ot

D’ot1 nécessairement ¢, < oo et ¢, = 0 ssi x est absorbant. On pose Q,, =
La démonstration de l'existence des limites de pry(h) pour x # y se fait

de facon analogue :

{Th <t, Zy=x, Z1 =y}

= hH%IIJ}HtUKmm{Xo Xp=--= X(m—l)h =z, Xon = Y}

1— Pm(h)"

T, <t 7Zi=ylXy= =1 P,
P(Ty <t, Z1 =y|Xo=12) 11][11 Proa () y(h)
1—e st ]
—q%hth (h)

1
—P,,(h) existe pour = # y et

Donc @y = lim "

]P(Tl S t, Zl = y|X0 = l‘) = (1 — B_qxt)%
Az
d’ou
]P(Tl < t, Zl = y|X0 = .T) = ]P(Tl < t|X0 = .T)]P(Zl = y‘X(] = .T)

et

me

qx

Dans le cas cardE < oo, on déduit immédiatement du Théoréme le :

P(Z, =yl Xo=12) =

Corollaire 7.2.2. (i) {P(t),t > 0} est l'unique solution de l’équation de
Kolmogorov “rétrograde”

dP

() =QP() t>0; P(0)=1.



188 CHAPITRE 7. PROCESSUS MARKOVIENS DE SAUT

En outre u(t,z) = E[g(X;)|Xo = x| satisfail aussi une équation de
Kolmogorov rétrograde

0
8—?:(75@) = ZQwu(t,y), t>0,x€e kL,
yeE

u(0,z) =g(z), € E.

(i) {P(t),t > 0} est aussi l'unique solution de l’équation de Kolmogorov
progressive :
dP(t)
dt
En outre, la famille des lois de probabilité marginales {u(t), t > 0} des
v.a. { Xyt > 0} satisfait Uéquation de Fokker—Planck :

Op(t)
ot

= P(t)Q, t > 0; P(0) = 1.

= Zuy(t)Qym, t>0,z€ekFE.

yek

PREUVE Pour établir I’équation de Kolmogorov rétrograde, il suffit de dériver
P

»y(t) en utilisant la propriété de semi-groupe sous la forme
P(t+h)=P(h)P(1).

L’équation pour u se déduit alors de I'équation obtenue en multipliant &
droite par le vecteur colonne {g,}.
L’équation progressive s’obtient en dérivant a partir de la formule :

P(t+h) = P()P(h).

L’équation de Fokker—Planck s’en déduit alors en multipliant & gauche par
le vecteur ligne {1(0)}.

Remarque 7.2.3. Essayons d’expliquer la terminologie “équation progres-
sive, équation rétrograde” (en Anglais “forward, backward equation”). L’équa-
tion rétrograde est une équation pour la fonction (t,x) — Py, (t), ay € E fizé.
C’est une équation en la variable t et en la variable “rétrograde” x. x désigne
la position a linstant initial, c’est la position dans le passé. Au contraire,
léquation progressive est une équation pour la fonction (t,y) — Pyy(t), a
x € F fixé. La variable y désigne la position de la chaine a l'instant t, c’est
la position a l'instant présent.
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Considérons maintenant [’équation  rétrograde pour wu(t,x) =
Elg(X:)|Xo = z|, choisissons T > 0, et posons pour 0 < t < T,
v(t,x) = u(T —t,x) = Elg(X7)|X; = x]. v satisfait équation

v

a(t,x) + Zmeu(t,y) =0, t>0,z€F,
yek

v(T,z) =g(x), x € E.

L’équation pour v est une équation rétrograde au sens ou elle se résout dans
le sens négatif du temps, de t =T wverst = 0. Notons que dans le cas non—
homogéne, ot le générateur infinitésimal Q) dépend de t, la quantité v(t,z) =
E[g(X71)| X = 2| est bien solution de cette méme équation, alors que 'on n’a
plus ’équation pour wu.

La démonstration ci-dessus n’est pas rigoureuse dans le cas cardE = oo,
puisqu’elle implique la permutation d’une dérivation et d'une sommation
infinie. Nous établirons I'équation de Kolmogorov “rétrograde” dans le cas
général dans la section suivante.

7.3 Propriété de Markov forte

La notion de temps d’arrét et la tribu & sont définis comme a la section
6.3, en remplacant {Ny; ¢ > 0} par {Xy;t > 0}.

Théoréme 7.3.1. Soit S un temps d’arrét du processus markovien de sauts
{Xi; t > 0}. Conditionnellement en {S < oo} et {Xg =x}, {Xg4s, t >0}
est indépendant de F§ , et sa loi est celle de {Xy; t > 0} sachant que Xy = x.

PREUVE On va se contenter de faire la démonstration dans le cas d’un temps
d’arrét constant S = s. Le cas général s’en déduit comme pour le processus de
Poisson (cf. Preuve de la Proposition 6.3.2). Soit 0 < 1 < s < -+ < s < 8
O<ty<to<---<tly;a,T1,...,2,Y1,...,Ye €9,

P(Xort, =vy1, -, Xogr, = Yo/ Xy = 21, ..., X, = 21, X5 = 7)

_ PXs, =21, Xy, = a0, Xs =0, Xoyr, =41, -, X, = W)
P(X,, =21,..., X, =2, Xy =x)

= Ppyy (1) Pyyy (2 — 1) X o X By, (e — 1)

=P(Xy, =v1,.. ., X, = vl Xo =)
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U

Nous allons maintenant établir I’équation de Kolmogorov rétrograde dans
le cas général.

Théoréme 7.3.2. Pour tout x,y € E, la fonction t — Py, (t) est dérivable,

et
d

apry@) = (Qp)xy(t)-

PREUVE Définissons pour tout n € N la loi conditionnelle de (Z,,, T},) sachant
que Xo=2Zy=1x:

R,(z;y,B) =P (Z,=y,T, € B|Zy = x), B borélien de IR.

Notons que
1, six=y, 0€ B;

0, sinon.

Ro(z;y, B) = {

et qu’il résulte du Théoréeme 7.2.1 que

Quy [ et sty
B
0, siz=y.

Rl('xay?B) =

La propriété de Markov forte a l'instant T}, entraine que
P(Zysn = 2, Trsn € B|Fp. ) = Ro(X1,; 2, B — Tpy),
ol nous avons utilisé la notation
B—-—t={seR;; s+te B}
Donc
P(Zpin = 2, Tinin € Bl Xo =) = E[R,(
= / m (5 y; dt) Ra(y; 2, B — 1),
R4

yer

n(Zm; 2, B—Tp)| Xo = 7]

Autrement dit,

Rpyin(z; 2, B) / / (z;y, dt) R, (y; 2, du — 1),
Ry

yek
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soit
Rpin(; 2, du) Z/ (z;y,dt) R, (y; 2, du — 1),

ou la mesure R, (y; z,du — t) est définie par
/ R (y; 2, du —t) f(u) = / R (y; 2, du) f(t + ).
R+ R+

Il est clair que les {R,,, n > 1} sont entiérement déterminés par R; et cette
équation fondamentale.
Remarquons que

s) = Z]P(Zm =y, T < s <Thni1|Zo = x)
m>0
= ZP(Zm :y7Tm < 87Tm+1 T > S_Tm|ZO :ZL‘)
m>0

- Z IE m+1 Tm > 85— Tm‘Zm7Tm)1{Zm:y,Tm§s}‘ZO = .T]

m>0

_ Z E[e_qz’”(S_Tm)1{Zm:y,Tm§s}|ZO = 7]

m>0
—Z/ DR (r:y. dt),
m>0

ol on a utilisé a la troisiéme égalité la propriété de Markov forte a l'instant
T
Donc d’aprés I'équation ci—dessus

Poy(s) = 6oy ‘MZ/ “WGDR, (asy, db)

m>1
Pry(s) = 0pye™ ™ + Z / —ay(s—t) / Ry(z; 2z, du) Ry, (z;y, dt — u),
m>0,zeE
soit

Puy(t) = 0pye” %" —i—Z/ Ry(z;2,ds) Py (t — s)

zeE

™ Pyy(t) = 0uy + / e Z QazPey(

z#T
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Donc la fonction t — P, (t) est dérivable, et

%Pa:y(t) = Z szpzy(t) - quJ;y(t)
zF#T

=) Qu:Puy(t).

Le raisonnement qui précéede montre que

IP(Z1 Iy,Tl EB,ZQIZ,TQ—Tl EC‘Z(]:.T>
:/ /Rl(fL’,y,dt)Rl(y,Z,dU/)
B JC

Cette formule se généralise a la loi de ((Z1,T1),...,(Zn,Ty)). Partant de
cette loi jointe, on pourrait en déduire que le processus de saut correspondant
{X%, t > 0} est markovien.

Remarque 7.3.3. Si on se donne un générateur quelconque QQ, on peut dé-
finir Ry, et donc la loi des (Z,,T,). Mais la suite {T,,} correspondante ne
vérifie pas forcément la condition de non—explosion (7.1), i.e. le processus
{X:} correspondant n’est pas forcément défini pour tout t > 0. On donnera
a la section suivante des conditions suivantes sur () pour que ce soit le cas.

7.4 Chaine de Markov incluse

Soit { X;;t > 0} un processus de Markov dont les temps de saut 17, Ts, . . .,
Ty, ... vérifient la condition de non—explosion (7.1). La suite {Z,;n € IN}
définie par

Zn = Xr, (avec Ty =0)

est une chaine de Markov en temps discret (c’est une conséquence de la
propriété de Markov forte de {X;}), appelée la “chaine incluse”, qui a la
particularité que Z,.1 # Z, p.s., Vn > 0. Sa matrice de transition P se
calcule aisément en fonction du générateur @) de {X;} :

P = {(_Qa:x)leya sl ) 7é xZ;

Ty — .
0, siy = .
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Posons, pour n > 1,

Sn =4z, (Tn - Tn—l) (Ofl Gz = _Qazar)a

et pour t > 0,
N; = sup{n; Z Sk < t}.

k=1
Alors {Ny; t > 0} est un processus de Poisson d’intensité 1 (utiliser la pro-
priété de Markov forte de {X;}, et le fait que si U ~ exponentielle (), AU ~
exponentielle (1)).
Réciproquement, soit ) un générateur infinitésimal, i. e. une matrice
indxée par E x E| telle que pour tout x € F,

Q:vyz(); y%xu Q:m::_Zme<0

y#£T
On pose ¢, = —Q.2, et on définit la matrice de transition P par
sz 3 .
=g x;
Py={ e V7 (7.2
0, siy =x.

A toute condition initiale x € E, on associe la chaine de Marekov {Z,,, n >
0} de matrice de transion P. Soit maintenant {N;; ¢t > 0} un processus
de Poisson d’intensité 1, indépendant de la chaine {Z,; n € IN}. On note
0="Ty, <11 <1y < --- les instants de saut du processus de Poisson, et on
définit, pour n > 1,

Tn - Tn—l

Q<Zn71> ’
T =S +...4+ S,

Sp =

Si la condition de non explosion (7.1) est satisfaite, alors

S Zudpg (), £>0 (7.3)

n>0

def

Xt:

est un processus de Markov de générateur infinitésimal Q).

Il reste a répondre a la question : étant donné un générateur infinitésimal
@), quand est—ce que la suite de temps d’arrét {7}, n > 0} associée vérifie la
condition de non—explosion, i. e. quand est—ce que (7.3) définit X, pour tout
t > 07 On va montrer la
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Proposition 7.4.1. La condition de non explosion (7.1) est satisfaite ssi

> gyl =400 pus. (7.4)

n>0
Commencons par énoncer le

Corollaire 7.4.2. Pour qu’un générateur infinitésimal Q) soit le générateur
infinitésimal d’un processus de Markov qui satisfait la condition (7.1), il suffit
que l'une des deux conditions suivantes soit satisfaite

1. Sup,cp ¢z < 00.
2. La chaine de Markov {Z,} de matrice de transition P définie (7.2) est

récurrente.

Il est clair que que chacune des deux conditions du Corollaire entraine
(7.4). La Proposition résulte maintenant du Lemme suivant, en posant

1
44n:: n+1_'7%7 E%L::___; n > 0.

Lemme 7.4.3. Soit {A,, n > 1} et {B,, n > 1} deux suites indépendantes
de v. a. a valeurs dans R, la suite des {A,} étant i. 4. d. de loi commune
la loi exponentielle de parametre 1. Alors il y a équivalence entre

1.5 AB, =400 p. s
2.3 % By, =+00p. s.
PREUVE Il résulte de I'indépendance des deux suites que le Lemme est une

conséquence du fait que pour toute suite {b,, n > 1} de nombres strictement
positifs,

iAnbn =400 p.s. <= ibn = +00. (7.5)
n=1 n=1

Si), b, <oo,alorsEY . A,b, =) b, < oo,doncafortiori ) | A,b, < oo
p. s. Il reste & montrer que si )b, = +o0, alors

A, = ZAkbk — 400 p. s., quand n — o0.
k=1

Dans le cas ou il existe une sous-suite n; telle que b,, — +00, clairement
> Anby, >0 i Ap,b,, = 400, car les A, étant i. i. d. de loi exponentielle,
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une infinité d’entre eux est plus grande que 1. Il reste donc & considérer le
casou 0 < b, < C et ) b, =-+oo. Alors pour tout M > 0, si n est assez
grand pour que [EA,, > 2M,

P(A, < M) <P <|An W ]Eﬁ)

<4Var(An) A Sron

T (BA)? (0T be)?
4C

<
e

et donc A,, — 400 en probabilité, et donc p. s. par monotonie de la suite. Le
Lemme est établi.

— 0,

Remarque 7.4.4. Au chapitre suivant, nous préciserons des processus mar-
koviens de sauts en indiquant leur générateur infinitésimal Q). On pourra
vérifier que tous les exemples traités satisfont l'une des conditions (en fait
en général la premiére) du Corollaire 7.4.2.

7.5 Classification des états

Dans ce qui suit, on désignera comme dans le cas du temps discret par
IP, la loi conditionnelle de {X;, ¢ > 0}, sachant que X, = x. Les classes
d’équivalence du processus de Markov {X;;t > 0} sont celles de la chaine
incluse. Notons que deés que {X;;t > 0} est irréductible,

P,(t) >0, Ve,yeE, t>0. (7.6)

En effet, pour tout z,y € F,ilexisten > let xg =z, 21,...,T,_1, 2, = ¥y tels
que @z, 2, > 0,1 <k < n, et il résulte des proprié¢tés de la loi exponentielle
que Py (t) > Py, (t/n) x - x Py, (t/n) > 0.

Un état * € F est dit récurrent (resp. transitoire) pour {X;;¢ > 0} s’il
est récurrent (resp. transitoire) pour la chaine incluse. Donc en particulier
dans le cas irréductible, tous les états sont soit récurrents soit transitoires.

On a, comme dans le cas des chaines en temps discret, le

Théoréme 7.5.1. Soit {X;;t > 0} un processus de Markov irréductible et
récurrent. Alors il existe une mesure strictement positive w sur E solution
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de l’équation wQ) = 0, unique & une constante multiplicative prés. En outre,
une telle mesure est invariante par le semi—groupe {P(t)}, i. e. TP(t) = m,
vVt > 0.

PREUVE On remarque que si () désigne le générateur infinitésimal du pro-
cessus {X;} et P la matrice de transition de sa chaine incluse, alors

ol q désigne la matrice diagonale définie par

oy = Ouyle, T,y € E.

Notons que I'hypothése que le processus est irréductible entraine que ¢, > 0,
Vx € E. Donc on va pouvoir sans probléme diviser par q. L’hypotheése est
que la chaine incluse est irréductible et récurrente. Donc la mesure y* définie
dans la preuve du Théoréme 2.5.3 est strictement positive, et elle est I'unique
(a4 une constante multiplicative prés) solution de I’équation v* P = +*. Donc
la mesure strictement positive u® = q 9% vérifie u*Q = 0, et toute autre
solution ' de cette équation est telle que qu’ est invariante par P, donc il
existe une constante ¢ telle que i/ = cu. On a la formule suivante pour la
mesure pu* :

o R
py = q—y =, / Lix,=yyds
Yy 0
= ]Em/ 1{XS:y,s<Rz}d5-
0

Mais si t > 0, par la propriété de Markov forte,

t R+t
]Em/ 1{X5:y}d5 = IE;,;/ 1{sty}d5-
0 Ry
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Donc

Rz+t
py = o / Lix,=y)ds
t

Ry
=IE, /0 Lix,,=yyds
= /OOO P.(Xis =y,s < R;)ds
_ / TSP, = 28 < Ry)Pay()ds
0 z
= Z Nﬁsz(t)-

7.6 Le cas irréductible récurrent

Pour distinguer entre récurrence positive ou nulle (cette question ne se
pose que dans le cas |E| = 4+00), il ne suffit pas de regarder ce qu'il en est
de la chaine incluse, comme on va maintenant le voir. Définissons l'instant
du premier retour a I’état x comme :

R, =inf{t > T1; X, = =}

Définition 7.6.1. L’état x est dit récurrent positif s’il est récurrent et si
E,(R,) < oo, récurrent nul s’il est récurrent et si IE,(R,) = 4o0.

A nouveau, dans le cas irréductible récurrent, tous les états sont soit ré-
currents nuls, soit récurrents positifs, et suivant le cas on dit que le processus
{X;} est transitoire, récurrent nul ou récurrent positif. Le cas récurrent po-
sitif est équivalent & l’existence d’une unique probabilité invariante, comme
on va maintenant le montrer.

Théoréme 7.6.2. Soit {X;, t > 0} un processus markovien de sauts irré-
ductible. Alors un état © € E est récurrent positif si et seulement si tous
les états sont récurrents positifs, si et seulement si il existe une probabilité
mvariante w, et dans ce cas

1
E., R, = , Vrek.

Tx(x
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PREUVE Si z est récurrent positif pour {X;}, alors = est récurrent pour la
chaine incluse {Z,, n > 0}. On désigne par v, le nombre moyen de visites
a l'état y lors d’une excursion de {Z,} partant de x. Il résulte de ce que la
durée de chaque séjour a I'état y est indépendante de la chaine incluse, et
d’espérance ¢, ' que

Ty

E.R, = .
dy

yek
Mais on a vu dans la preuve du Théoréme 7.5.1 que la mesure p® définie par

. Yy
Py = —
Y qy

vérifie ;4*¢Q) = 0. La condition x récurrent positif entraine donc 'existence
d’une mesure invariante de masse finie, donc d’une probabilté invariante.
Supposons réciproquement, qu’il existe une probabilité 7 solution de 7@} = 0.
Alors la mesure qr est invariante par P, et pour tout z,y € F,

yTy
QrTy

est le nombre moyen de visites a 1’état y au cours d’une excursion de {Z,,}
partant de x. Donc

]ExRx:Z Ty <oo, VrekE,

Yy
G

et n’importe quel état x € E est récurrent positif. O
Nous allons maintenant nous limiter au cas récurrent positif, et établir le

théoréme ergodique, puis établir la convergence des probabilités de transition
vers la probabilité invariante.

Théoréme 7.6.3. Soit {X;,t > 0} un processus markovien de sauts a valeurs
dans E irréductible, récurrent positif. On note () son générateur infinitésimal,
et ™ lunique probabilité invariante. Alors si f : E— IR est bornée,

% /0 F(X)ds — > f(a)m

zeFE

p. s. quand t — o0.
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PREUVE Il suffit de considérer le cas f(y) = 1y} et de travailler sous IP,
(cf. la preuve du Théoréme 2.5.7). Comme dans le cas du temps discret, les
excursions successives partant de x sont i. i. d.. On note N®(t) le nombre de
visites & ’état = entre l'instant 0 et l'instant ¢, 7} le temps passé a l'état x
par le processus {X;} au cours de sa k—iéme visite. Puisque la N*(t)-iéme
visite & I’état = n’est pas forcément terminée a 'instant ¢, on a

L V- N* (1)

Z Ty < / lix,—syds < E Z T7.

k=1

Mais clairement 777, t)/t — 0 p. s. quand ¢t — oo, et

N*( 1

N* (1)
; Ty = XNx@)ZTI?

wl}—t

En effet, puisque la suite {7}, k > 1} est i. i. d., et par la récurrence N*(t) —
oo quand t — o0, p. s.

i

~
S~—
M2
8
= =
=
S~—
I
£ |-

Enfin la preuve du fait que

t
N=(t)

— E.(R,)
suit le méme argument que dans la preuve du Théoréme 2.5.7. 0]

Dans le cas du temps continu, la convergence de la loi de X; vers la
probabilité invariante quant ¢ — oo est vraie dans le cas irréductible et
récurrent positif, sans restriction supplémenatire.

Théoréme 7.6.4. Soit {X;,t > 0} un processus markovien de sauts a va-
leurs dans E irréductible, récurrent positif, et m l’'unique probabilité solution
de l’équation de ’équation de Fokker—Planck stationnaire. Alors pour toute
probabilité n sur E et x € E, (uP),(t) — 7, quand t — oo.
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PREUVE On pourrait suivre la démarche de la preuve du Théoréeme 2.6.4,
mais on va plutot utiliser ce résultat.

Si l'on échantillonne le processus {X;} en posant Y,, = X, n =0,1,...,
ot h > 0 est arbitraire, il est clair que {Y,,, n € IN} est une chaine de Markov
irréductible et apériodique d’aprés (7.6), dont 'unique probabilité invariante,
qui ne dépend pas de h, est m. Admettons un instant le

Lemme 7.6.5. Pour toutt,h >0, x,y € F,
[Pyt + 1) = Py (D] < 1 — 7P,
Fixons ¢ > 0 et z,y € E. On choisit tout d’abord h > 0 suffisament petit
pour que
1l—e®<eg/2, 0<s<h,
puis on choisit NV assez grand pour que
|Pyy(nh) —m,| <e/2, sin>N.
On conclut que si t > Nh, en notant n U'entier tel que nh <t < (n+ 1)h,
| Pry(t) = my| < |Pay(t) = Poy(nh)] + | Pry(nh) —m| <e.

Le théoréeme se déduit aisément de ce résultat, en découpant I’ensemble des
points de départ en un ensemble fini qui supporte toute la mesure p a § pres,
et son complémentaire. Il reste & procéder a la

PREUVE DU LEMME 7.6.5 : On note que

|Poy(t + ) = Poy(£)] = [ Y Poa(R)Poy(t) = Poy(t)]

= ) Pa(h)Poy(t) — (1 = Paa(h)) Pay (1)
z#T

Remarque 7.6.6. La convergence du Théoréme 7.6.4 a lieu au sens de la
convergence étroite des probabilités sur E. En effet d’une part quand t — oo,
(uP)(t) — m, pour tout x € E, donc aussi pour tout sous—ensemble fini
F CE, Y p(uP)s(t) — > cpma. Comme en outre pP(t) et © sont des
probabilités sur E, il n’est pas trop difficile de montrer que si f : E— R est
bornée,

S WP f(x) = Y m (@), quand t — oo

T
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Notons que si la probabilité invariante 7 est la loi de X, le processus
{Xy;t > 0} est stationnaire au sens ou pour tout n € IN, 0 < t; < ty <
-+ < tp, la loi du vecteur aléatoire (Xy s, Xiyis, .-, Xy, +s) ne dépend pas
de s > 0.

Remarque 7.6.7. L’équation () =0 s’écrit Vo € E,

Z 7.ryC?y:): = Ty Z me-

y#T y#z

Le membre de gauche de cette égalité s’interprete comme le flux entrant dans
I’état x a l’équilibre en provenance des différents états, et le membre de droite
comme le flux sortant de x a l’équilibre, vers les divers états. L’équation
7@ = 0 dit donc qu’a ’équilibre, les nombres moyen par unité de temps de
départs et d’arrivées a chaque état sont égauz.

On a aussi dans ce contexte une généralisation du théoréme de la limite
centrale.

Théoréme 7.6.8. Supposons que le processus markovien de sauts {X;;t >
0} est irréductible, et qu’il posséde une probabilité invariante m. Soit f €
L*(E, ) de la forme f = Qg, avec g € L*(E,7) [ceci entraine que < w, f >=

Z fox - ZﬁaﬁQxygy = 0/
x xy

On pose
C(f) =2 Z f$gx7TJ17

zeFE

que l'on supposera non nul (alors C(f) > 0). Alors

Xs)ds — Z,

1 t
\/tC(f)/o i

en loi, quand t — oo, ot Z est une v.a.r. gaussienne centrée réduite.

v

mouvement brownien {By, ¢t > 0}, quand u — oo.

Xs)ds, t > O} Vers un

On a aussi la convergence de {
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7.7 Reéversibilité

Etant donné un processus markovien de sauts {Xy; t > 0}, et T > 0,
{Xf = Xr4, 0 <t < T} est aussi markovien. Si la loi de X est une
probabilité invariante m, alors X7 est homogeéne. Notons Q son générateur
infinitésimal. On a le

Théoréme 7.7.1. Q = @ ssi la relation d’équilibre ponctuel

T2 Quy = TyQya, YT,y € F,

est satisfaite. Dans ce cas, on dit que le processus {X;} est réversible (pour
la probabilité 7, qui est nécessairement invariante).

PREUVE : On a, pour les mémes raisons que la formule analogue pour le
temps discret,
A T
Pry(t) = = Pya(t),
Trl‘
d’ot I'on déduit en prenant la dérivée en t =0
Ty

me = W_ny

xT

Le résultat est maintenant évident.

Remarque 7.7.2. Comme dans le cas des chaines en temps discret, un
processus markovien de saut irréductible récurrent positif n’est pas nécessaire-
ment réversible. A nouveau, un contre—exemple est donné par le cas ot pour
un certain couple v # Yy, Quy = 0 # Qya, ce qui n’est pas contradictoire avec
lirréductibilité des que cardE > 3.

Remarque 7.7.3. Comme dans le cas du temps discret, déterminer un gé-
nérateur () connaisant une probabilité invariante m n’est pas difficile. Le plus
simple est de chercher ) telle que le processus correspondant soit réversible
par rapport a w, donc de chercher Q) générateur infinitésimal irréductible, tel
que la quantité T,y soit symétrique en x, y.

Déterminer la probabilité invariante, connaissant le générateur infinité-
simal irréductible, est en général plus difficile. On peut chercher & résoudre
I’équation

7T:L‘Q$y = 7Tyan:>
mais celle—ci n’a de solution que dans le cas réversible. Dans le cas non
réversible, il faut résoudre ’équation 7() = 0. Si on sait deviner m a une
constante multiplicative prés, on peut utiliser le résultat suivant
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Théoréme 7.7.4. Etant donnée une probabilité m sur E, on pose pour x,y €
E

R T
me = ﬂ__yQym

xT

Z Qary = Z Qa:ya

y#z y#z

St

alors 7 est une probabilité invariante, et Q) est le générateur du processus
retourné.

PREUVE : En utilisant la premiére, puis la seconde identité de 1’énoncé, on
obtient

Z 7.ryC?y:L" = Ty Z Q:}:y

y#zx y#x

soit I'égalité m() = 0. La seonde partie de ’énoncé est alors une conséquence
de la formule contenue dans la preuve du théoréme 7.7.1. U

Notons que si 'on sait deviner le générateur du processus retourné, on
en déduit la probabilité invariante & une constante multiplicative preés, qui se
calcule a l'aide d’une seule sommation.

7.8 Modeéles markoviens d’évolution et Phylo-
génie

On va présenter les processus de Markov sur les arbres, qui sont cou-
ramment utilisées comme modéle en phylogénie. On considérera des arbres
binaires, avec ou sans racine. On représente a la figure 7.2 un arbre binaire
avec racine (avec la racine en haut et les feuilles en bas!), et a la figure 7.3
un arbre binaire sans racine.
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F1G. 7.2 — Arbre binaire avec racine

Processus de Markov sur un arbre avec racine Le processus part de
la racine (qui joue le role de I'instant initial 0) dans un certain état, disons
x. Il évolue jusqu’au premier noeud qui se trouve a la distance r de la racine,
comme un processus markovien de sauts pendant l'intervalle de temps 7.
Notons y I’état du processus en ce noeud. Sur chaque branche qui part de
ce noeud court un processus markovien de sauts, partant de y, de telle sorte
que les deux processus sur les deux branches sont indépendants, jusqu’au
prochain noeud, et ainsi de suite jusqu’aux feuilles de I'arbre. Notons que
I’on considérera toujours un processus irréductible a valeurs dans un ensemble
fini, donc ce sera un processus récurrent positif, et la loi du processus a la
racine sera la probabilité invariante. On peut alors, sans modifier la loi du
processus, supprimer la branche entre la racine et le premier noeud.

Processus de Markov sur un arbre sans racine Supprimons donc la
branche entre la racine et le premier noeud. Cela signifie que le processus
part de la racine (située au premier noeud) sous la probabilité invariante, et
évolue indépendemment sur les deux branches, jusqu’a rencontrer les noeuds
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F1G. 7.3 — Le méme arbre, sans racine

suivants, etc... Reportons—nous maintenant a la figure 7.3. La racine n’est plus
marquée sur la branche centrale. On peut encore I'imaginer, et considérer que
deux processus partent de ce point, un dans chaque sens, vers les deux noeuds
aux extrémités de la branche centrale. Supposons maintenant que I’on déplace
la racine sur la branche centrale, vers la droite ou vers la gauche. Il est assez
facile de se convaincre de ce que la loi du processus résultant sur ’arbre
n’est pas modifiée par un tel changement, a condition qu’il s’agisse d'un
processus réversible. En effet, la différence entre les deux constructions avec
la racine en deux points différents de la branche centrale est qu’une portion
de cette branche est parcourue dans deux sens différents par le processus.
Dans le cas réversible, la racine peut étre placée équivalemment en une des
deux extrémités de la branche centrale, ou méme en n’importe quel noued,
ou n’importe quel point de I'arbre. On voit donc que l'on peut définir un
processus markovien réversible sur un arbre sans racine, en plagant le point
de départ n’importe ou sur l'arbre.
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7.8.1 Modéles d’évolution

Pour préciser la vraisemblance d’un arbre au vu des données, il nous faut
préciser un modéle d’évolution, qui indique comment ces données ont été
“fabriquées” par 1’évolution le long des branches de I'arbre, pour chaque site
sur ’ADN. On va décrire pusieurs modéles markoviens d’évolution de ’ADN,
en précisant les taux de transition d’un nucléotide a 'autre. C’est a dire que
I’on précisera la matrice @) sous la forme

88 8 8
8 8 8 8 o
8 8 8 80
8 8 8 8

0y O w

Le modéle de Jukes—Cantor (1969) C’est le plus simple, qui suppose
que toutes les mutations se font au méme taux, i.e. pour un certain o > 0,

—3a « le' o

B a —-3a « o

Q= o a 3o «
o « a 3«

La probabilité invariante associée est la probabilité uniforme sur les 4 nuclé-
otides. Les probabilités de transition se calculent explicitement. P(t) =

0,25+ 0,75e7%t 0,25 — 0,25e~4t (0,25 — 0,25e~ 4 (,25 — 0, 25¢ 1
0,25 — 0,25¢e~42t 0,25+ 0,75e~42t 0,25 — 0,25e~ 4 (,25 — 0, 25¢ 1
0,25 — 0,25e~%et 0,25 — 0,25e~42t 0,25+ 0, 7T5e~*2t 0,25 — 0, 25e 4!
0,25 — 0,25e~%et 0,25 — 0,25e~42t 0,25 — 0,25e~42t 0,25 + 0, THhe

Les modéles de Kimura (1980 et 1981) Parmi les quatre types de nu-
cléotides, la cytosine et la thymine sont des pyrimidines, alors que I'adénine
et la guanine sont des purines. Il est raisonnable de supposer que les tran-
sitions (remplacement d’une purine par une autre, ou d’une pyrimidine par
une autre) sont plus fréquentes que les transversions (remplacement d’une
purine par une pyrimidine ou vice versa). Donc on est amené a supposer que
les taux de sustitution entre a et g ou entre c et t sont plus élevés que tous
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les autres, d’ou le modéle (avec > )

—2a — (3 Q 16} «

B Q —2a— (3 Q 15}

@ = 3 a —2a—f3 a
Q 16} Q —2a— 0

La probabilité invariante est encore la probabilité uniforme. Les probabilités
de transition sont données par

Poo(t) = 0,25+ 0,25¢ % + 0, e 2 +0)
Py, (t) = 0,25+ 0,25¢ 4" — 0, 5e—2atB)t
si ¢ # y sont soit tous deux des purines, soit tous deux des pyrimidines,
Puy(t) =0,5—0,5e "

dans le dernier cas.
Kimura a proposé un second modéle, de la forme

—a—F -7 o p ¥
Q= e —a—[f—v gl B
g ¥ —a—[f—7 o ’
gl B o —a—f—y

pour lequel la probabilité invariante est encore la probabilité uniforme.

Le modéle de Felsenstein FEtant donné une loi de probabilité 7 sur I'es-
pace E = {a, c,g, t}, et un nombre positif u, Felsenstein a proposé le modéle

u(ma — 1) U, UTg Uy

B UM, u(me — 1) UTg UMy

Q= UM, U, u(mg — 1) U
UT, U, Uy u(my — 1)

Notons que clairement pour z # y,

71'mcgzz:y = ﬂ-yQymu

donc 7 est la probabilité invariante, et la chaine est réversible. La matrice ()
posséde deux valeurs propres : —u, dont ’espace propre associé est constitué
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des vecteurs orthogonaux a 7 dans IR?, et 0, dont I’espace propre associé est
constitué des vecteurs colinéaires au vecteur (1,1, 1,1). Passant a 'exponen-
tielle, on montre aisément que

ny(t) = (etQ)xy = e_m(;xy +(1— B_Ut)ﬂy-

Dans le cas particulier ou 7 = (1/4,1/4,1/4,1/4), ce modéle se réduit a celui
de Jukes—Cantor.

Le modéle d’Hasegawa, Kishino, Yano (1985) Il s’agit d’une généra-
lisation a la fois du premier modéle de Kimura, et de celui de Felsenstein.
Soit & nouveau 7 une probabilité sur F, et u, v deux nombres positifs.

—UTTg — VT VT, U, VT
B VT, — Uy — VT VT U
Q= um, UTTe —UT, — VT VT ’
VT, UTT. UTTg —UT — VT

Ol Ty = Ty + g, Mo = T + M. A nouveau 7 est la probabilité invariante. On
peut encore donner une expression explicite pour P(t).

Il y a de bonnes raisons de supposer que 7, = m et m, = 7, puisque
I’ADN est une molécule & deux brins, constitué de paires ¢ : g et a : t.
L’égalité ci-dessus est une conséquence de I'hypothése assez naturelle que
I’évolution est la méme sur les deux brins. Le modeéele HKY, avec cette res-
triction, devient un modele avec trois parametres, a savoir u, v et 0 = w47,
qui a été proposé par Tamura en 1992. Il s’écrit

—uf) — v vl ub v(l —0)

B v(l—=0) —u(l—0)—wv vl u(l—0)
@=3 |ua-0) v —u(1—0) —v v(1—0)
v(l —0) ub vl —uf — v

Le modéle réversible général Comme le cardinal de E est trés petit,
on peut chercher a utiliser le modéle le plus général. Tavaré a proposé une
paramétrisation du modéle le plus général, qui prend la forme

—uW uAm, uBmy uCmy

0= uDm, —uX ubmg ub'm
uGm, uHn. —uY wulm |’
uJmy, uKm, ulmy —uZ
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ou u est un paramétre positif, 7 la probabilité invariante,

W = Arn, + Brg + Cmy,
X = Dmy + Emg + Fy
Y =G, + Hrg + Iy
Z = Jr, + K. + Lg,

et les paramétres A, B, ..., L sont douze parameétres libres. Comme on le
verra ci—dessous, il est important pour le calcul du maximum de vraisem-
blance que le modéle soit réversible. La contrainte de réversibilité impose six
contraintes, a savoir

A=D,B=G,C=J E=H F=K,I=L.

Il reste donc six paramétres & choisir, par exemple A, B, C, E, Fet I.Ily a
en outre les 3 parameétres de la probabilité invariante, cela fait donc en tout
9 parameétres a choisir.

Modéles de codons Un codon est un triplet de nucléotides qui code pour
un acide aminé. Parmi les 43 = 64 codons possible, 3 sont des codons STOP
possibles, les 61 autres codent pour les 20 acides aminés. Notons au passage
que le code génétique (la régle de traduction des codons en amino—acides)
est dégénéré, au sens ou plusieurs codons codent pour le méme amino—acide.
Donc parmi les mutations possibles de codons, il faut distinguer les mutations
synonymes (qui transforment un codon en un autre qui code pour le méme
acide aminé) des mutations non synonymes. Les derniéres sont soit freinées,
soit favorisées par la sélection, alors que les changements synonymes s’accu-
mulent au taux des mutations. En général, le rapport mutations synonymes
/ mutation non synonymes est plus grand que 1.

Goldman et Yang on proposé en 1994 un modéle comportant 63 para-
metres, a savoir 60 parametres pour les fréquences ., le taux de transition
«, le taux de transversion (3, et le rapport

w = taux des mutations non synonymes / taux des mutations synonymes.
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Le modeéle GY s’écrit

(

0 si 1 et 2 différent par plus d’une base,
QT poysz  POUr une transition synonyme,
Qeryi21)(wayaze) = § BTaayez,  POUT Une transversion synonyme,

WOT30y,2, POUr UNe transition non synonyme,

| WOT sz, POUT UnE transversion non synonyme.

Notons que sur les 63 parameétres a estimer, les 60 paramétres de la pro-
babilité invariante m ne sont en général pas estimés par le maximum de
vraisemblance, mais par les fréquences empiriques des divers codons dans les
données. Une autre possibilité est d’estimer 7,,, par le produit W;ﬂ';ﬂ'g des
fréquences des divers nucléotides aux positions 1, 2 et 3 du codon.

Modéles non homogénes Une hypothése implicite dans les modéles mar-
koviens considérés jusqu’ici est la stationnarité. Le générateur infinitésimal
est le méme sur les diverses branches de l'arbre phylogénétique. Donc la
probabilité invariante est la méme sur les diverses branches, autrement dit
les diverses séquences doivent avoir aproximativement la méme composition
en bases. Certaines données contredisent nettement cette situation. On peut
alors relacher I'hypothése d’homogénéité du processus de Markov sur tout
I’arbre. Galtier et Gouy adoptent le modéle de Tamura, avec des paramétres
a et f homogénes sur tout 'arbre, et un paramétre 6 (qui régle la proportion
de g + ¢) qui peut varier d'une branche a l'autre de l'arbre.

Dépendance ou indépendance entre les sites La plupart des modéles
markoviens supposent que le comportement des divers sites au cours de 1'évo-
lution est un comportement i.i.d. Evidemment cette hypothése n’est pas rai-
sonnable, mais elle simplifie grandement les calculs.

Il y a & ce jour trés peu de travaux qui proposent des modéles marko-
viens ou les évolutions des différents sites sont corrélées. Citons le travail de
G. Didier, qui propose un modéle ou I'évolution de chaque site dépend des
sites voisins. Indiquons une autre approche, utilisée par Pollock, Taylor et
Goldman pour modéliser I’évolution de séquences de protéines.

Considérons un modeéle du type

Quy = SayTy,



7.8. PHYLOGENIE 211

qui est un modele réversible, si s, = s,,. On propose alors de modéliser
I’évolution d’une paire de protéines en choisissant un générateur infinitésimal
de la forme

Qmm/,y:v’ = Szvyﬁymﬁ
Qmm’,a}y’ = Sx’y’ﬁxy’a

3 / /
Qua yy =0, six #yeta #y,

ou T est une probabilité invariante sur I’ensemble des paires de protéines.

Variation du taux d’évolution entre branches FEtant donné un géné-
rateur infinitésimal @), pour tout u > 0, u@) est encore un générateur infi-
nitésimal. Supposons que @) est constant sur tout l'arbre. Si u est lui aussi
constant sur I’arbre, puisque les feuilles (les espéces d’aujourd’hui) sont équi-
distantes (les distances sont mesurées en temps) de 'ancétre commun situé a
la racine, alors on est dans la situation de I’hypothse d'une “horloge molécu-
laire”. Certains jeux de données sont incompatibles avec une telle hypothése.
On doit alors, pour utiliser un modeéle cohérent avec de telles données, per-
mettre au paramétre u de prendre une valeur différente sur chaque branche
de I’arbre. On a donc un nouveau parameétre par branche, ce qui fait au total
beaucoup de paramétres.

Un autre point de vue est de supposer que u est la valeur prise par un pro-
cessus stochastique, qui évolue sur ’arbre comme un processus de Markov,
soit en temps continu, soit en temps discret (et alors la valeur du processus est
constante sur chaque branche, les changements se produisant aux noeuds).
Conditionnellement en les valeurs prises par ce processus, les divers nucléo-
tides évoluent comme des processus de Markov non homogénes sur ’arbre.
On est alors dans un cadre bayésien, qui se préte a des calculs grace aux
méthodes de simulation dites “Monte Carlo par Chaines de Markov” (voir
plus loin).

Variation du taux d’évolution entre sites Le modéle le plus fréquent
de variation de taux entre sites est de supposer que les taux associés aux
divers sites sont i.i.d., de loi commune une loi gamma (ou une discrétisation
de cette loi).

Une autre approche, diie a Felsenstein et Churchill consiste & supposer
que les taux forment, le long de la séquence d’ADN considérée, une chaine
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de Markov (qui est en fait “cachée”), a valeurs dans un ensemble de cardinal
petit (pour des raisons pratiques).

Modéles dit “covarion” 1l s’agit de modéles ot le taux d’évolution est non
seulement différent d’un site a ’autre, mais aussi, pour un site donné, d’une
branche a I'autre de I’arbre. Covarion est un acronyme pour “COncomitantly
VARIable codON”.

Posons E = {a, c, g, t}, G= 'ensemble des valeurs possibles pour le taux
u. Galtier considére en chaque site un processus de Markov indépendant, &
valeurs dans F x G.

7.8.2 Vraisemblance en phylogénie

La comparaison des génomes de diverses espéces est maintenant le prin-
cipal outil pour tenter de reconstruire des arbres phylogénétiques. Il existe
plusieurs algorithmes qui construisent de tels arbres. Nous allons donner des
indications sur la méthode du maximum de vraisemblance.

Notons que 'on peut comparer des génes (i.e. des collections d’acides
aminés), ou bien des séquences d’ADN. Nous nous limiterons pour fixer les
idées aux séquences d’ADN.

Calcul de la vraisemblance d’un arbre Pour fixer les idées, supposons
que l'on utilise le modeéle de Felsenstein. Le temps ¢ correspond ici a une
distance sur ’arbre. Notons que le seul paramétre d’intérét est le produit
u X t. Quitte a modifier en conséquence les longueurs des branches de ’arbre,
on peut toujours se ramener & u = 1, ce que nous supposons dorénavant.

Nous ne considérerons dans la suite que des arbres binaires.

On va supposer dans cette section que les différents sites évoluent indé-
pendemment les uns des autres, et tous au méme taux, ce taux étant éga-
lement constant dans tout I'arbre. Cette hypothése n’est pas trés réaliste,
et beaucoup de travaux récents se concentrent sur la détection des sites qui
évoluent plus vite que les autres, éventuellement dans une partie seulement
de I'arbre, mais pour démarrer ’étude et construire un premier arbre, il est
naturel de faire I’hypothése simplificatrice que nous venons d’énoncer. Une
autre hypothése assez utilisée est que les taux d’évolution des différents sites
sont des v.a. i. i. d., de loi commune une loi Gamma.
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L’information & notre disposition, les données, est constituée d’un jeu de
k séquences alignées, de longueur m, i.e. pour chaque site s, 1 < s < m, on
a k lettres dans ’alphabet a, c, g, t, une pour chaque feuille de I'arbre.
A chaque arbre binaire enraciné T possédant k feuilles, on va associer la
vraisemblance L(T), fonction des données. La vraisemblance L(7T) est un
produit de s = 1 & m des vraisemblances associées a chaque site s :

L(T) =[] L.(D).

Chaque Lg(T) se calcule en utilisant la propriété de Markov, comme nous
allons maintenant le voir.

Soit T" un arbre enraciné. On peut par exemple coder les noeuds d'un tel
arbre comme suit, en partant de la racine, vers les feuilles (cf. figure 7.4) :

— 0 désigne la racine;

— 1, 2 sont les “fils” de la racine, i.e. les noeuds qui sont directement reliés

a la racine par une branche;

— 1.1, 1.2 désignent les fils de 1; 2.1, 2.2 les fils de 2;

— et ainsi de suite jusqu’aux feuilles.

Pour tout noeud a € T\{0}, on note ¢, la longueur de la branche qui joint
le “pére” de o & «, et on associe a o ’ensemble A, des feuilles du sous—arbre
dont « est la racine. En particulier, Ag désigne '’ensemble des feuilles de
larbre. Si a € Ay, Ay ={a}. Si @ € T\ Ay, on note I', = {a.1, a.2} les “fils”
de a.

On note {X,, a € T} les nucléotides aux noeuds de 'arbre. On suppose
qu’ils constituent les valeurs aux noeuds de I'arbre d’un processus de Markov
sur 'arbre de générateur infinitésimal Q. Seules les valeurs des {X,, a €
Ao} sont observées. On note z, la valeur observée de X,, pour o € Ay. La
vraisemblance de ’arbre, au vu des nucléotides au site s, est

Ly(T) = Pr (NacaoiXa = Ta}) -

On va expliciter le calcul de cette quantité, ce qui mettra en évidence sa
dépendance par rapport a l'arbre 7.

Pour tout o € T', x € E, on définit Lé‘;}, la vraisemblance conditionnelle
du sous—arbre dont « est la racine, conditionnée par X, = z, par la récurrence
montante suivante.

- Sia€e A,

1) 1, six=uxz,;
** 10, sinon.
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2.2.2

F1G. 7.4 — Arbre binaire avec racine, et codage des noeuds

— Sinon,

Lg(,)g = Z Pmai(ga-l)Lg?;Bl X Pmaz (Ea-Q)Lg?:ii?g-

Ta.1,Ta.2€F

Ce calcul conduit finalement a préciser les quantités Lg?%, z € FE. Enfin
L(T) =) mL{),
el

et

On aurait pu tout aussi bien écrire chaque L,(7T") comme une somme de 47\l
termes. Mais les formules ci—dessus constituent ’algorithme qu’il faut utiliser
en pratique.
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Maximum de vraisemblance Le calcul du maximum de vraisemblance
sur tous les arbres possibles est complexe. La partie la moins difficile consiste
a maximiser par rapport aux longueurs des branches. Encore utilise-t-on un
algorithme dont il n’est pas clair qu’il conduit & un maximum global. Celui-
ci consiste a maximiser successivement par rapport a chaque longueur de
branche, et a itérer la succession des maximisations tant que la vraisemblance
augmente. On va voir maintenant que chaque maximisation par rapport a
une longueur de branche se fait assez aisément.

Dans la mesure ou les {X,, a € T} sont issus d'un processus de Markov
réversible sur 'arbre, la loi des {X,} ne dépend pas du choix de la racine en
n’importe quel noeud de I'arbre (ou plus généralement n’importe ou sur une
branche arbitraire).

Considérons deux noeuds voisins « et 3 de 'arbre. Désignons cette fois
par {4 la longueur de la branche qui les relie. Si l'on place la racine n’importe
ou sur cette branche, on définit comme ci—dessus des quantités L§°§2 et Lgﬁ y),
x,y € E. Attention cependant qu’il s’agit de la vraisemblance du sous—arbre
dont « est la racine, dans un arbre dont on a déplacé la racine. Par exemple
dans l'arbre le la figure 7.4, si a = 2, § = 2.2, et on place la racine entre «
et 3, le sous—arbre dont « est la racine contient les noeuds 2, 0, 1, 1.1, 1.1.1,
1.1.1.1, 1.1.1.2, 1.1.2, 1.1.2.1, 1.1.2.2, 1.2, 2.1, 2.1.1, 2.1.2, et le sous—arbre
dont [ est la racine contient les noeuds 2.2.1, 2.2.1.1, 2.2.1.2, 2.2.2.

Alors

Ly(T) = ) mePay(lap) L LY)
z,yeE

= Z WyPyx(gaﬁ)Lg?ng@-

z,yel

Cette procédure permet d’expliciter la dépendance de Ly(T') et de L(T) par
rapport a la longueur d’une branche donnée, et de calculer le maximum par
rapport a cette longueur. La recherche de ce maximum est en tout cas assez
simple dans le cas du modeéle d’évolution que nous avons décrit ci—dessus (on
maximise le logarithme de L(T'), ce qui remplace le produit des L4 (T") par
une somme, et simplifie la maximisation).

Remarque 7.8.1. Les modéles d’évolution ne sont pas tous réversibles. Il
est encore possible d’expliciter la dépendance de la vraisemblance par rapport
a la longueur d’une branche donnée, mais il faut alors prendre soin d’utiliser



216 CHAPITRE 7. PROCESSUS MARKOVIENS DE SAUT

la probabilité de transition du processus retourné lorsque le déplacement de
la racine conduit a ce que le processus partant de la nouvelle racine parcourt
une branche dans le sens inverse du sens inital.

7.8.3 L’approche bayésienne en phylogénie

Reprenons 'écriture de la vraisemblance. Notons D le vecteur des va-
riables aléatoires qui sont observées, et d le vecteur des valeurs observées (d
comme “données”), i. e. d est constitué des diverses séquences génomiques
alignées.

Précisons maintenant les parameétres dont dépend la vraisemblance. Dans
les paramétres inconnus (que l'on cherche a préciser), il y

e d’une part la forme de 'arbre, que nous noterons 7, qui est une inconnue
dans un ensemble fini 7 (de cardinal (2n—3)!! dans le cas d’un arbre enraciné
avec n feuilles, (2n — 5)!! dans le cas sans racine — si k est un entier impair,
El=1x3x5x---xk),

e d’autre part les longueurs des diverses branches, et la matrice de tran-
sition ) du modéle d’évolution (ou du moins les paramétres de cette matrice
autres que la probabilité invariante). Les longueurs de branche et les para-
meétres inconnus de la matrice () varient dans une partie d’un espace euclidien
V c IR%. On notera cet ensemble de paramétres .

Le paramétre inconnu est donc le couple § = (7, \), dont la valeur est
arbitraire dans © =7 x V, et la vraisemblance est la fonction

L(0) = P4(D = d).

La vraisemblance de la valeur # du paramétre inconnu est la probabilité
d’observer les données que nous avons sous les yeux, si 0 est la vraie valeur
de ce paramétre.

Dans le point de vue bayésien, le parameétre inconnu 6 est la réalisation
d’une variable aléatoire, autrement dit (7, A) est la réalisation d'un vecteur
aléatoire (T, A). Prendre ce point de vue impose de se donner une loi de
probabilité a priori, dont le bayésien nous dit qu’elle permet d’intégrer des
informations a priori sur le paramétre inconnu, ce que refusent les anti-—
bayésiens, pour qui la seule information que 'on a le droit d’utiliser est celle
contenue dans les données.

On va donc se donner une loi a priori pour le vecteur (T, A), que 'on
prendra de la forme suivante :
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e on se donne la loi de T', qui est une loi sur un ensemble fini 7, donc on
se donne des a, =IP(T'=71), 7€ T ;

e on se donne la loi conditionnelle de A, sachant la valeur de T, et on
suppose que pour tout 7 € 7, la loi conditionnelle de A, sachant que T' = T,
admet une densité ¢.(A), autrement dit pour toute fonction mesurable

f:TxV — Ry,

LECIVIED S FCPVAIEY
rer?V
a condition de noter p,;(\) = a, X ¢, (N).

Dans ce contexte, on a un couple aléatoire, formé d’une part du “para-
metre” (T, A), et d’autre part des données D. La loi de ce couple est précisé
par

- d’une part la loi a priori de (T, A);

- d’autre part la loi conditionnelle des données, sachant le paramétre.

Plus précisément, la vraisemblance s’interpréte dans le contexte bayésien
comme la probabilité conditionnelle :

L(t,\) =P (D =d|(T,A) = (1, ).

On va alors chercher & calculer la loi a posteriori, qui est la loi condition-
nelle du “paramétre” (7', A), sachant les données, i. e. sachant que D = d.
Cette loi conditionnelle est donnée par la célébre “formule de Bayes”, qui dans
notre situation précise la loi de jointe de (7', A) sachant que D = d sous la
forme

P (D =d|(T,A) = (7,4) p(A)
Z’TET fV P (D = d|(T7 A) = (T’ )‘))p’r()‘)d)‘

Autrement dit, & nouveau si
f:TxV — Ry,

>orer Jy F(T AP (D = d[(T, A) = (1, 1)) pr(A)dA
ZTET fv P (D - d|(T7 A) = (7-7 )‘))pr(/\)d/\
Par exemple, on peut s’intéresser a la loi de probabilité a posteriori de
la forme de l'arbre, i. e. de la v. a. T. Celle—ci est donnée par la formule
suivante : pour tout 7 € 7T,

pr(AID = d) =

E[f(T,M)|D = d] =

fV]P (D = d|(T7 A) = (T’ )‘))p’r()‘)d)‘
ETET fV]P (D = d‘(T7 A) = (Ta )\))p7<)\>d)\

P(T =7|D=d) =
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Méthode de calcul MCCM Supposons que l'on veuille calculer cette
derniére quantité, pour un petit nombre de valeurs de 7. Un calcul expli-
cite est sans espoir, compte tenu de la taille des données (nombre d’espéces
considérées) et de la complexité croissante des modéles utilisés. On est donc
amené a utiliser une méthode de type Monte Carlo, utilisant des tirages
aléatoires. Cependant , il se présente une sérieuse difficulté pour réaliser des
tirages aléatoires suivant la loi a posteriori de (7', A), sachant les données,
c’est que pour identifier cette loi, il est nécessaire de calculer le dénomina-
teur dans les formules ci—dessus. Pour peu en particulier que le cardinal de
T soit gigantesque, ce calcul peut se révéler totalement impossible.

On se trouve eaxctement dans la méme situation que celle décrite au
début de la section 3.1.

Rappelons l'algorithme de Metropolis—Hastings. L’idée est la suivante.
Soit ) une matrice de transition sur F' (qui n’a a priori rien a voir avec
la probabilité 7), dont on soit capable de simuler aisément les transitions.
On choisit comme matrice P la matrice de transition dont les termes hors
diagonaux sont donnés par

Pmy = min (me, ﬂ@ym) y
s

xT

et les termes diagonaux sont donnés par

sz:zl_szya

y#x

sous réserve que P ainsi définie soit irréductible, ce qui est par exemple vrai si
@ est irréductible et vérifie la propriété : pour tout z,y, Qqzy > 0 & Qye > 0.
Il est clair que cette matrice P est bien une matrice de transition (Pyy, < Qquy,
x # y implique que P,, > 0), et que 7 est invariante par P, pusique la relation
d’équilibre ponctuel

TPy = Ty Py, Vo #y

est bien satisfaite. Pour expliquer comment on simule les transitions de la
chaine de matrice de transition P, posons pour x,y € F,

P, , @
r(z,y) = 0 Y = min (1, :ygy ) :
Ty ' xy

Une fagon de simuler une transition de la chaine { X} } de matrice de transition
P est la suivante. Supposons que X = x, et on veut simuler X; ;. On simule
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d’abord une transition de la chaine {Y;} de matrice de transition ), partant
de Y, = x. Supposons que le résultat de ce tirage soit Y1 = y. On accepte
cette transtion (et dans ce cas Xy1 = y) avec la probabilité r(x, y) ; on refuse
cette transition (et dans ce cas Xy, 1 = x) avec la probabilité 1 — r(x,y).
Remarquons r(x,z) = 1, donc dans le cas y = z, la “non—transition” est
toujours acceptée.

Autrement dit, pour passer de X, = x a X1, on effectue

e le tirage de Yy, suivant la probabilité Q.. ;

e le tirage de Uy, de loi uniforme sur [0, 1];
et on pose

Xier1 = Vel <r@ vy T Xeli{v,, >r@ Vi)

Mise en oeuvre de la méthode MCCM La mise en oeuvre de la mé-
thode MCCM pose des probléemes délicats, pour lesquels on n’a essentielle-
ment pas de réponse satisfaisante, en particulier dans le cas de la phylogénie.
Nous avons déja discuté cette question dans un cadre général a la section
3.3. Rappelons qu'’il convient d’éliminer le début de la simulation (burn—in).
En outre, pour obtenir un échantillon de la loi a posteriori, on ne retient
qu’une itération toutes les n, ot n est choisi en fonction de la vitesse de dé-
corrélation de la chaine, laquelle peut étre estimée a partir des simulations.
Certaines mises en oeuvre consistent a simuler plusieurs chaines en paralléle,
dont éventuellement certaines sont “chauffées”; voir la section 3.1.4.

7.9 Application aux EDP discrétisées

Soit D un domaine borné de IR? (le résultat qui suit est en fait vrai en
dimension quelconque), de frontiére D lipschitzienne. On suppose pour fixer
les notations que l'origine 0 € D. On considére le probléme de Dirichlet :

Au(z) =0, z € D;
u(z) = f(z), € OD;
avec f € C(D°). Il est bien connu que cette équation admet une solution
unique u élément de C'(D).

Etant donné h > 0, soit hZ? ’ensemble des points du plan dont les
coordonnées sont des multiples entiers relatifs de h. On pose D;, = D N hZ?.
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dDy, est constitué des points de DN hZ? qui sont a distance h d’au moins
un point de Dy, et Dy, = Dy, UJDy. e; et ey désignant les deux vecteurs de
base, on définit 'opérateur approché A, par :

2

(M) (z) = i S (0l + hes) + vz — hes)) — ().

i=1

D’apres I'’Exercice 7.11.4, la solution du probléme de Dirichlet discrétisé

Apup(x) =0, x € Dp;
up(z) = f(x), x € ODy;

est donnée par la formule up(x) = E[f(X], )| X} = z], ou {X[';¢ > 0} est
by,

un processus markovien de sauts de générateur infinitésimal éAh, a valeurs

dans hZ?, et
Tp, = inf{t > 0; X" € Dj}.

Remarquons que {X/',¢ > 0} a méme loi que {hX} ,,,¢ > 0}, et que d’apres
le début de la section 2.3 ce dernier processus converge vers un mouvement
brownien standard unidimensionnel, quand h — 0. Il n’est pas trop difficile
(a condition tout de méme notamment de bien comprendre cette notion de
convergence de processus!) d’en déduire que

un(x) — u(x) = E[f(Bry. )| Bo = x],

(o Tpe = inf{t > 0; B, € D°}), cette derniére formule donnant la solution
du probléme de Dirichlet. On a ainsi une preuve (alternative aux méthodes
classiques d’analyse numérique) de la convergence de uy, vers u.

Notons enfin que le probléme de Dirichlet discrétisé pourrait aussi s’in-
terpréter en terme d’une chaine de Markov en temps discret, de matrice de
transition Ay, + 1.

Ces interprétations probabilistes permettent aussi d’utiliser des méthodes
de Monte Carlo pour le calcul approché de solutions d’EDP. Ces méthodes
sont trés utilisées dans certains cas ot les méthodes d’analyse numérique
“classique” ne sont pas efficaces, ou sont inutilisables (en particulier dans les
cas de dimension trop grande), cf. [28]. Elles sont par ailleurs trés apppréciées
pour leur simplicité de programmation. Quelques lignes de code suffisent pour
programmer le calcul de la solution approchée d’une équation aux dérivées
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partielles! Méme s’il faut laisser tourner l'ordinateur un peu plus longtemps
opour avoir la méme précision qu’avec une méthode de différences, éléments
ou volumes finis, le fait que la programmation soit facile, rapide, et surtout
permette facilement la reprise du programme par un autre programmeur,
quand le premier aura quitté le service ou l’entreprise.

7.10 Le recuit simulé (suite)

Dans cette section, F est supposé fini. Rappelons que que 1’on cherche a
maximiser une fonction

U:FEF—1R_,

telle que, pour fixer les idées,

max U, = 0.
zel

Autrement dit, on cherche un des z tels que U, = 0.
A chaque 3 > 0 on associe le générateur infinitésimal Q) = {Q,, z,y € £}
donné pour = # y par

5
Qxy = 1{(x,y)€G} eXp |:§(Uy - Uw) >

ou GG est un graphe non orienté dans F, i.e. une collection de paires de point
de E, choisie de telle sorte que le processus de générateur ), soit irréductible
(ce qui revient a dire que Vz,j € E, In et x1,z9, ..., z, tels que (x,z1) € G,
(r1,20) € G, ..., (Tn,y) € G).

Le processus markovien de générateur infinitésimal @) est clairement ré-
versible par rapport a sa probabilité invariante mg définie par

T8z = Zﬁ_leﬁU””, r e k.
On définit la forme de Dirichlet associée a () comme la forme bilinéaire
sur R” :
Ep, ) =<, =Qp >z
== 0eQuypyTe

m7y

1
- 5 Z |90$ - 90y|2Q$y7Txv
x?y
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ol on a utilisé la réversibilité et deux fois I'identité Zy Qzy = 0, donc —Q) :
(1) — (*() est autoadjoint semi défini positif.

Définition 7.10.1. On appelle trou spectral de () la quantité :

\aef g E(p, ) ’
o non constante Varz(p)

2
ot Varg(p) = Z goiﬂx — (Z gowﬂx> )

zeFE zelR

Lemme 7.10.2. Q) étant le générateur infinitésimal d’un processus de Mar-
kov irréductible a valeurs dans un espace fini E, son trou spectral vérifie

A > 0.

PREUVE D’aprés la formule ci—dessus pour (¢, ¢), le quotient

X%

Var:(p)

reste inchangé si I'on ajoute a ¢ une constante. On peut donc se contenter
de minimiser ce rapport pour ¢ tel que [E,(¢) = 0, d’ou

[ (o, —Q¢)r.
PZ0E(9)=0 (P, P)x
et A est la plus petite valeur propre de —(), considéré comme opérateur
linéaire sur £%(m), restreint a Porthogonal des constantes. Comme Q est au-
toadjoint semi défini positif, il suffit de montrer que I'espace propre associé
a la valeur propre zéro est restreint aux constantes. Mais si ¢ appartient a
cet espace propre,

Zmegoy =0, Vx e F,
)
donc a fortiori

1
0=-— Z SOmQ:vySOyﬂ'm = 5 Z |901 - §0y|2me7T:va
z,y

:B7y

ce qui, puisque @) est irréductible, entraine bien que ¢ est constante. 0
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Soit maintenant {X;,¢ > 0} un processus de Markov de générateur infi-
nitésimal Q. Pour tout ¢ > 0, on note u(t) = (u.(t); x € E) la loi de X;. On

pose () = Z (“f_(t) — 1)2 T,

T,
zeFE z

et on remarque que £(t) = 0 ssi u(t) = .
Lemme 7.10.3. )\ désignant le trou spectral de @),

£(t) < £(0)e .

PREUVE On remarque tout d’abord que
2
Ha (1)
t) = ——1 -
=3 ("2 1) -
#(8))
:Z(“ ”) S
T

T

Donc
de N HalOUL ()
E(t) =2 %: .

—9 Z Mm@)Nﬂz_/(t)Qy:v

T

$7y
pa(t)  py(t)
=92 Z p X jT X Ty Qua

z,y 4

:2<Q<@),$>ﬂ

™

Soit
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On a montré que p; — m & vitesse exponentielle (comparer avec le théo-
réme 2.6.7).

On en arrive maintenant au “recuit”. On va faire dépendre 3 de ¢, et le
faire tendre vers l'infini (et donc la “température”, son inverse, vers zéro)
quand ¢ — oo. Plus précisément, A étant une constante & déterminer, on
choisit

3(t) = 5 los(1 +1),

donc B(0) = 0 et B(t) — +oo quand ¢ — oo. Bien sir, la chaine n’est
plus homogéne, le générateur infinitésimal (), le trou spectral A, la mesure
invariante 7, et la constante de normalisation Z deviennent des fonctions
de t : Q(t), A(t), m(t), Z(t). Notons que 7(0) est la mesure uniforme sur F,
Z(0) = |E|7!, alors que 7(00) = tlim 7(t) est la mesure uniforme sur les zéros
de U (i.e. sur les maxima de U).
Notre but est de montrer le [M= sup(—U;)] :
S
Théoréme 7.10.4. Si A > M, u(t) — w(o0) quand t — oo.

Nous allons tout d’abord montrer le :

Lemme 7.10.5.

M

() > A(0) <L) s

141

PREUVE Choisissons ¢ tel que E)[¢] = 0. Alors par définition de A(0),

5 Z ‘90:1: 90y| Qw( 7T:v Z‘pxﬂ'm

Par ailleurs,

Ug+Uy
2

Qxy (t)7TJ1 (t) = Qxy(o) W

-BOM |
> Qxy(o)eTw"

7 (0
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Donc
1
5t(s07 90) = 5 Z |90x - 90y|2Qxy(t)7Tx(t)
—ﬁ(t M| B
> AZ 60— 912 Quy (0)7. (0)

Je POM ; @i%
Je PN Z P2, (t)

> A0)e —AOM Var ().

Les deux termes extrémes de cette inégalité étant invariants par addition
d'une constante a ¢, 'inégalité résultante est vraie sans la restriction que
IE;0)[¢] = 0. Le lemme est établi, puisque

%
oo _ (1 _
1+t

PREUVE DU THEOREME : Il suffit de montrer que (t) — 0, o

(=Y (’;fg - 1)27Tm(t)

Notons que £(¢) est un majorant du carré de la norme L' de la différence
p(t) — m(t). En effet, par Cauchy—Schwarz,

S s t) — ()] Z"“ . W < VA



226 CHAPITRE 7. PROCESSUS MARKOVIENS DE SAUT

705 5]

_ o, (M) 1) M)
= (w<t> w<t>> 02 U™

U, o 150t s,

0L "7 0
< —2\(t)e(t) + B/ ()M (e(t) + 1)
< —(2M(t) = M(B'(t))e(t) + MB'(t)

2)(0) M M
== ((1 T OMA T A +t)) RNy

Comme A > M, (1 +t)™M/2 >> (1 +¢)~! quand t — oo, il existe ¢ > 0 tel
que, pour t assez grand :

de

y7 — () < —c(14t) M2 (1) + M(1 + 1)t

A

et le théoréme résulte du
Lemme 7.10.6. Soit x,b € C'(R;Ry), a € C(Ry;R,) tels que
@[ at
(i)  b(t) \, 0 quand t — oo ;
de
(iir)  —(8) < —a(t)(x(t) = b(t))-
Alors z(t) — 0 quand t — oo.

PREUVE
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Donc, en intégrant, on obtient :
t t t
2(t) < z(0)e Joal)ds 4 / e 1o 9 g (6)b(s)ds.
0

Le second membre de I'inégalité ci-dessus est la solution d’une EDO linéaire,
qui majore x(t). Donc il suffit d’établir le résultat pour z(¢) solution de
I’EDO, c’est a dire que 'on peut supposer que :

dx
= (1) = —a(t)((t) = b(1)).

On pose y(t) = z(t) — b(t). 1l suffit de montrer que y(t) — 0 quand ¢ — oco.

Y1) = —altyu(t) — ¥(0)

Notons que 0/'(t) <0, et —/ V' (s)ds = b(t) < oo. Donc pour ¢t > N,
t

t
y(t) — e~ Jo a(s)dsy(o) . / e I3 a(r)drb/<8)d5
0

N
<o By () [ psds e e [ e ey o)as
N 0

[e.9]

Soit & > 0 arbitraire. On choisit N assez grand pour que la somme des deux

premiers termes du membre de droite soit plus petit que 3" En choisissant

)
alors t assez grand, le troisieme terme & son tour est plus petit que 3 Le

lemme est établi.

1
Remarque 7.10.7. La fonction ((t) = Zlog(l +t) tend trop lentement

vers linfint quand t — oo, pour étre utilisée en pratique. On peut montrer
des résultats plus faibles que p(t) — m(oc0) avec une fonction B qui croit plus
vite qu’un logarithme (fonction puissance). D’un autre coté, si on se pose
la question d’atteindre le meilleur résultat possible sur un horizon fini fixé,
on peut montrer qu’il existe des programmes de croissance de (3 a4 vitesse
exponentielle qui sont proches de [’optimum.
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7.11 Exercices

Exercice 7.11.1. Soit {T,,,n > 1} un processus ponctuel de Poisson d’in-
tensité A\, et {Z,,n > 0} une chaine de Markov indépendante de {T,,,n > 1}
a valeurs dans E, de matrice de transition P,,,x,y € E. On pose

Xo =Y Zlir, 1, ((t), >0,
n=0

Montrer que {X;,t > 0} est un processus markovien de sauts dont on préci-
sera la matrice de transition, le générateur infinitésimal, et la loi de ["instant
du premuer saut.

Exercice 7.11.2. Soit {X;;t > 0} un processus markovien de sauts a va-
leurs dans l'ensemble fini ou dénombrable E, de générateur infinitésimal
{Quy:x,y € E}. On suppose que X\ = sup, —Q,, < 00. Soit {Ny;t > 0}
le processus de comptage des sauts de {X;}, et {N],t > 0} un processus de
Poisson d’intensité \.

Comparer P(Ny > n) et IP(N] > n), ainsi que IE[f(Ny)] et TE[f(N})],
avec [ une fonction croissante de IN dans IR. Montrer que l’exercice 7.11.1
fournit une autre démonstration de ce résultat.

Exercice 7.11.3. Soit {N, t > 0} et {P;, t > 0} deux processus de Poisson
indépendants, d’intensité respective \ et .

a Montrer que { Xy, t > 0} défini par
Xe=N— B

est un processus markovien de sauts irréductible a valeurs dans Z, dont
on précisera le générateur infinitésimal.
b On suppose X\ # p. Montrer que {X;/t} et {X;} convergent p.s. dans IR

quand t — oo. Préciser la limite de {X;} suivant le signe de A — pu.
Montrer que {X;} est transitoire.

c On suppose que N = . Préciser la loi de la chaine incluse. Déduire des
exercices 2.9.7 et 2.9.9 que {X;} est récurrent nul.

Exercice 7.11.4. a Soit {X;,t > 0} un processus markovien de sauts a
valeurs dans E, de générateur infinitésimal {Qy,;x,y € E}. Soit F
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une partie de E. On définit

) inf{t; X; € F}, siun telt existe;
| o0, stnon,

la fonction u: E — R par
u(@) = B[ X1, ) Lizp <o) Xo = ],

ot h est une application bornée de F' dans IR, et la fonction v : E —
IR U {400} par
v(x) = E[Tp| Xy = zl.
Montrer que Tr est un temps d’arrét.
Montrer que u et v vérifient respectivement les équations :

Qu(z) =0,z € E\F
u(z) = h(z),z € F;

Qu(z)+1=0,2 € E\F
v(z) =0,z € F,;

(on introduira le conditionnement par (T, X (11))).

b On considére maintenant le cas d’un processus de naissance et de mort
sur B = 7, i.e. le générateur infinitésimal Q) satisfaisant Qg p41 =
a(z), Qeo1 = B(x), Qux = —a(zx) — B(x), dans le cas particulier
az)=a, B(z) =0,z €Z (a,0>0). Onpose F ={1,2,..., N—1}¢,
ot N est un entier positif. Calculer u(z) = E[X7.|Xy = 2],z € Z.
Montrer que Tr est p.s. fini. Déterminer la loi conditionnelle de la v.a.
X1y, sachant que Xy = x.

Exercice 7.11.5. Etant donné un espace de probabilité (0, Fi, P) muni d’une
filtration {F} (i.e. une collection croissante indexée par t € IR, de sous—
tribus de A), on appelle martingale (par rapport a la filtration {F;}) un
processus stochastique { M, t € Ry} qui vérifie :

M, est intégrable ,¥t > 0; IE[M;|F| = M,, V0 < s <t.
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a Soit {M;,t € R} une martingale continue a droite et S un temps d’arrét
borné par une constante t. Montrer que IE[Mg| = IE[M,] = TE[M,].

b Soit {X;,t > 0} un processus markovien de sauts a valeurs dans E, de
générateur infinitésimal {Qy;x,y € E}, et f une application bornée
de E dans IR. Montrer que {M;,t € Ry} définie par

M, = (X)) - /O QF (X.)ds

est une martingale par rapport o la filtration {FX} ;

c On reprend les notations de la deuxieme partie de [’exercice précédent.
Calculer IE(Tg|Xo = x) (pour le cas o # (3, on utilisera les résultats
des deux questions précédentes avec la fonction f(x) = = et le temps
d’arrét S = inf(Tg,t), puis on fera tendre t vers linfini; pour le cas
a = 3, on fera le méme calcul, avec f(x) = x*). On admettra que le
résultat de la question b s’applique a ces deux fonctions, bien qu’elles
ne soient pas bornées.

7.12 Probémes corrigés

7.12.1 Enoncés

Probléme 7.12.1. On considére a la fois la chaine de Markov en temps
discret {X,; n € IN} a valeurs dans E = IN, de matrice de transition

o O

>

|

o ow Q
e o8 o
om oo

et le processus markovien de sauts en temps continu {X;; t > 0} a valeurs
dans E = IN, de générateur infinitésimal

-p p 0 0
qg -1 p O
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ou0<p,qg<l,p+qg=1

On pourra dans la suite comparer la chaine {X,; n € IN} et la marche
aléatoire a valeurs dans Z étudiée dans l’exercice 2.9.7 (pour laquelle on a
montré le caractére transitoire lorsque p # q, et récurrent nul lorsque p = q),
et remarquer que le processus {Xy; t > 0} est une file d’attente M/M/1
comme €étudiée dans le chapitre suivant.

1.

La chaine {X,;; n € IN} est-elle la chaine incluse du processus {Xy; t >
0} ¢

Montrer que les deuz processus {X,; n € IN} et {Xy; t > 0} sont irré-
ductibles.

Montrer que toute mesure invariante de {X,; n € IN} est une mesure
invariante de {X;; t > 0}, et vice—versa. Montrer que les chaines sont
de méme nature (toutes deux transitoires, ou récurrentes positives, ou
récurrentes nulles).

Montrer que les deux chaines sont transitoires dans le cas p > q.

Montrer que les deux chaines sont récurrentes dans le cas p =q = 1/2
(on pourra utiliser la comparaison avec ’exercice 2.21.4). Calculer dans
ce cas une mesure invariante (on déterminera my en fonction de my, puis
Ty en fonction de m, ...), et en déduire que le processus est récurrent
nul.

On se place maintenant dans le cas p < q. On pose X = p/q, et on
remarque que ¢~ (A —p) = N\2. Montrer qu’il existe une probabilité géo-
métrique invariante pour les deuzx chaines (on calculera m en fonction
de my, ™o en fonction de m, . ..).

La fin du probléme étudie deux variantes de la chaine en temps continu

On modifie le générateur infinitésimal QQ en multipliant p et q par une
méme constant ¢ > 0. Montrer que ni la nature de la chaine (transience,
récurrence nulle ou positive), ni [’éventuelle mesure invariante n’est
modifiée par la présence de la constante c. Qu’est—ce qui est modifié
dans le processus ?

On se place dans le cas p < q, on utilise toujours la notation X = p/q,
et on considére maintenant le processus markovien de sauts {Yy; t > 0}
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de générateur infinitésinal Q' défini par :

-p, sty =0;
Qo, P siy=1;
0, stnon;

et pourx > 1 :

Nq, siy=ux—1;

=\ sty =uw;

Np, sty =ux+1;

0, SINon.

Comparer les chaines incluses de {Xy; t > 0} et de {Yy; t > 0}. Vérifier
que {m, = 1; x € IN} est une mesure invariante, et en déduire que

{Yy; t > 0} est récurrente nulle. Expliquer pourquoi {Y;} met en moyen-
ne plus de temps que {X,;} a revenir en x, partant de x.

Probléme 7.12.2. A On considére une suite aléatoire en temps discret
{X,; n > 0} a valeurs dans IN, définie comme suit : Xog = xg € IN, et
pour tout n € IN,

(Xn + Un+1)+a Sl Vn+1 = 1a
Xn+1 .
0, $1 Voy1 = 0;

ot la suite (Uy, V1, Uz, Va,...) est indépendante, et pour tout n > 1,
PU,=1)=1PU,=-1)=1/2, PV,=1)=1-P(V, =0) = p,

avec 0 < p < 1.

1. Montrer que {X,; n > 0} est une chaine de Markov irréductible
a valeurs dans IN, dont on précisera la matrice de transition.

2. Montrer que la chaine {X,; n > 0} est récurrente positive (on ne
cherchera pas ici de probabilité invariante, on utilisera un raison-
nement “probabiliste”).

3. Montrer que si a est la racine de [’équation p(1 + o?) = 2a si-
tuée dans lintervalle |0, 1], alors la probabilité géométrique  sur
IN donnée par m, = (1 — a)a®, x € IN, est l'unique probablité
mvariante de la chaine.
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B On considére maintenant un processus markovien de sauts en temps
continu {X;; t > 0} a valeurs dans IN, de générateur infinitésimal

-p/2 p/2 0 0 O
1-p/2 -1 p/2 0 0

Q=| 1-p» p/2 -1 p/2 0 ..
1-p 0 p/2 -1 p/2 0...

Préciser la matrice de transition de sa chaine incluse (comparer avec
la chaine de la partie A). Montrer que {X; t > 0} est irréductible et
récurrent. Montrer que la probabilité de la question A 3 est invariante
pour Xy. En déduire que {Xy; t > 0} est récurrente positive.

Probléme 7.12.3. Soit {X;; t > 0} une chaine de Markov en temps continu
a valeurs dans IN, de générateur infinitésimal

—u 0 00
A —(A+p) u 00
Q=1 o A —(A+p) p 0
0 : : o

avec A, p > 0.
1. Déterminer la chaine incluse. Montrer que {Xy; t > 0} est irréductible.

2. Montrer que {Xy; t > 0} est récurrente dans le cas A\ > u, transitoire
dans le cas A < p.

3. Montrer que dans le cas A\ > p, il existe une unique mesure invariante
m de la forme donnée a la question 9 du probléme 2.10.5, avec a que
l’on déterminera en fonction de \ et p.

4. Montrer que {X;;t > 0} est récurrente positive dans le cas A > p,
récurrente nulle dans le cas X = .

Probléme 7.12.4. P désignant la matrice de transition définie au probleme
2.10.6, on pose Q = P — I, et on considére une chaine de Markov en temps
continu {X;, t > 0} de générateur infinitésimal Q.

1. Déterminer la matrice de transition P’ de la chaine incluse.

2. Décrire les trajectoires de la chaine {X;}, en précisant les parametres
des lois exponentielles des temps de sé€jour dans les divers états.
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3. Montrer que la chaine {X,;} est irréductible, récurrente positive. Déter-
maner sa probabilité invariante.

4. Déterminer la probabilité invariante de la chaine incluse.

7.12.2 Corrigés

Corrigé du probléme 7.12.1

1. Non, la chaine {X,} n’est pas la chaine incluse de {X;}. La matrice
de transition de la chaine incluse a sa premiére ligne égale a (0,1,...),
et le reste de P est le méme. Il n’est pas difficile de voir que {X,,} est
irréductible comme la chaine incluse, et qu’elle a la méme propriété
en terme de transience, récurrence nulle ou positive (cf. question 3).
Seule la forme exacte d'une éventuelle mesure invariante est un petit
peu différente.

2. Puisque 0 < p,q < 1, aussi bien {X,} que la chaine {Y,,} incluse dans
{X:} passe avec une probabilité positive de 0 & 1, et de x & x — 1 et
x + 1, pour x > 1. Donc pour z,y € IN, chacun des deux processus a
une probabilité non nulle, partant de z, d’atteindre y en |y — x| “coups”.
Les deux processus sont donc irréductibles sur IN.

3. Il est facile de voir que 'équation 7P = 7 est identique a 1’équation
Q) = 0, puisque (Q = P — I. Donc toute solution d’une équation est
solution de I'autre, donc {X,,} et {X;} ont méme mesure invariante.
Le caractére transitoire ou récurrent de { X, } est équivalent au caractére
transitoire ou récurrent de la chaine incluse {Y,}, qui est équivalent
au caractére transitoire ou récurrent de {X,}. En effet une chaine de
Markov {X,} a valeurs dans IN est transitoire ssi X, — oo quand
n — 00, puisque la transience est équivalente au fait que pour tout
m > 1, il existe n(w, m) tel que n > n(w,m) = X, € {0,1,...,m}.
Ceci dépend des lignes de la matrice de transition au dela de la m—iéme,
qui sont les mémes pour les matrices de transition de {X,,} et de {Y,}.
Enfin, une facon de distinguer entre récurrence positive et récurrence
nulle est de regarder le type de mesure invariante pour la chaine. Donc
d’aprés ce qui précéde, si { X, } et {X;} sont récurrentes, elles sont soit
toutes les deux récurrentes positives, soit toutes les deux récurrentes
nulles.

4. Tl suffit de considérer {X,,}. Or X411 = X, +1ix, 501 Yar1+1ix, =03 Yo't
avec Xy, Y1, Ys, ... indépendantes, P(Y, =1) =p=1—-P(Y, = —1).
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Donc X,, > Xo+ Y ,_, Y, et comme les Yy sont i.i.d., avec E(Y) =
p—q>0,>7 Y — +oo quand n — oo, et a fortiori X,, — +o0
quand n — oo, et {X,,} est transitoire.

5. Il suffit de montrer que X,, /4 oo quand n — oo. Pour cela il suffit de
montrer par exemple que partant de n’importe quel x > 1, la chaine
visite p.s. I'état & — 1 (et donc revient p.s. en x par irréductibilité).
Comme la trajectoire de X, entre x et x — 1 ne passe pas en 0, la loi du
temps d’atteinte de x — 1 partant de x est la méme que pour la marche
aléatoire Y ) Yy, dont on sait par 'exercice 2.21.4 qu’elle est récurrente
dans le cas p = ¢, donc le temps d’atteinte de x — 1 partant de x est p.s.
fini. On pourrait argumenter que le caractére récurrent nul de {X,,} se
déduit de celui de Y] Yy, mais il est tout aussi simple de remarquer
que la mesure m donnée par m, = 1, Vo € IN est invariante pour {X,,}.

6. En résolvant I’équation 7@Q) = 0, on trouve m = (p/q)mo, T3 = (71 —
pmo)/q = mo(A — p)/q = N’mo. plus généralement, on a que Vo > 1,
Te1 = (mp — pmy_1)/q. Donc si m, = Am,_q, alors w41 = mp1(A —
p)/q = N?m,_1 = Am,. Donc par récurrence, m, = A7, et T est une
probabilité si mp = 1 — A, ce qui donne finalement 7, = (1 — A\)\?,
x € IN. Il s’agit bien d’une loi géométrique, en fait le processus sonsidéré
iic est un cas particulier de la file d’attente M /M /1, cf. la section 8.1
ci—dessous. Dans ce cas p < g, les chaines sont récurrentes positives.

7. 1l est facile de vérifier que tous les raisonnements ci—dessus sont inchan-
gés par la présence de la constante ¢, puisque celle—ci ne modifie ni la
chaine incluse ni ’équation pour une éventuelle mesure invariante. La
constante ¢ modifie seulement la loi des temps de séjour dans chaque
état, en multipliant par ¢ le parameétre de la loi exponentielle corres-
pondante. Si ¢ > 1, on raccourcit “en loi” les temps de séjour, si ¢ < 1,
on les rallonge (I'espérance d’une v.a. qui suit la loi exponentielle(c) est
c .

8. On voit aisément que la chaine incluse de {Y;} est la méme que celle
associée a {X;}. Mais I’équation pour la mesure invariante devient
A\qm, = pmo, et pour x > 1, X lpr, = Nm, — N lgm,_, et on
voit aisément que la mesure “uniforme” (7, = 1, Vz) est invariante. En
rallongeant de plus en plus les temps de sé¢jour dans les états “éloignés
de 07 (on multiplie le paramétre de la loi exponentielle par A\*, un fac-
teur d’autant plus petit que = est grand), on rend I'espérance du temps
de retour en z infini.
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Cette derniére question donne un exemple d’un processus markovien de
saut récurrent nul dont la chaine incluse est récurrente positive. Pour
un exemple dans l'autre sens (le processus en temps continu récurrent
positif, la chaine incluse récurrente nulle), il suffit de choisir p = ¢ =
1/2, et de multiplier cette fois la x—eme ligne de la matrice () par
A7 (A < 1 comme ci-dessus). Alors la méme probabilité géométrique
qu’a la question 6 est invariante pour le processus en temps continu.
En divisant la x—€me ligne par A\*, on raccourcit le temps de séjour
dans I'état z, le facteur A* étant d’autant plus petit que x est grand.
On raccourcit donc la longueur des excursions partant de 0, celles—ci
devenant d’espérance finie, alors méme que le nombre d’états visités
entre deux passages a I’état = est d’espérance infinie (la chaine incluse
est récurrente nulle).

Corrigé du probléme 7.12.2 A

1. Il est assez clair d’aprés I’énoncé que le lemme 2.1.2 s’applique, et on a

bien une chaine de Markov. Sa matrice de transition est

1—-p/2 p/2 0 0 O
1—p/2 0 p/2 0 0
p=|1-p p/2 0 p/2 0
1-p 0 p/2 0 p/2

o O OO

et puisque les deux diagonales inférieures et supérieure ne contiennent
pas de 0, on peut “avancer” et “reculer” d’un pas a chaque instant, donc
aller en temps fini de x a y, pour tout couple d’états z,y € IN, d’ou
Iirréductibilité.
Soit T' le temps du premier retour en 0, partant de 0. IP(T > k) < p*
pour tout k£ > 1. Donc

oo

E(T) =Y P(T > k) < oc.

k=0
Donc I'état 0 est récurrent positif, et donc la chaine a cette propriété,
grace a l'irréductibilité.

. Les calculs permettent de vérifier que la probabilité 7 donnée dans

I’énoncé satisfait 7P = 7, donc c’est une probabilité invariante, qui est
unique par irréductibilité.
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B La matrice de transition de la chaine incluse différe de la matrice P de
la partie A uniquement par sa premiére ligne, qui vaut (0100 ...). Donc
la chaine incluse est irréductible, et avec les notations de la question A 2
appliquées a la chaine incluse, on a IP(T' > k) < p*~1, et donc IP(T < o0) =
1, donc la chaine incluse est récurrente, et {X;} est récurrent irréductible.
Puisque Q@ = P — I, et que 7P = 7, Q) = 0, et par le théoréme 7.6.2 {X,}
est récurrent positif.

Corrigé du probléme 7.12.3

1. La matrice de transition de la chaine incluse s’écrit

0 1 0 0 0 0
A
Bn 0 & 0 0 0
i
P=1 9 5z U ox 000
0 0 2 0 & 0

Ses diagonales supérieure et inférieure ont tous leurs coefficients non
nuls, donc la chaine incluse est irréductible, et il en est de méme de

{Xi}.
2. Notons qu'une fagon de construire la chaine incluse {Z,, = X1, } est

de se donner des v.a. i.i.d. {Y,, n > 1} a valeurs dans {—1,1} t.q.

P(Y1=1)= ﬁ =1—-1P(Y; = —1), et de poser, pour n > 0,

1 siX, =0
Zn+1: .
Zn+ Y, si X, >0.

Le caractére récurrent ou transitoire de {Z, }, donc aussi de { X, }, s’éta-
blit comme dans le probléme 2.10.5.

3. L’égalité (m Q)o = 0 entraine que a = u/\, et on vérifie aisément que
ce choix de a donne bien 7 Q) = 0.
4. D’apreés ce que l'on vient de voir, { X;} est récurrente positive si A > p.

Si A = p, lamesure 7 = (1, 1, 1, ...) est invariante, c’est une mesure
de masse infinie, donc {X;} est récurrente nulle.
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Corrigé du probléme 7.12.4

1. On a
p—1 1—p O 0 0 1 0 0
| 0 -1 p 1-p ;10 0 p 1-p
Q= p 1—p —1 0  Pr= p 1—p 0 0
0 0 P —p 0 0 1 0

2. Partant de l'état 1, {X;} attend un temps exponentiel de paramétre

1—p, puis passe dans I’état 2. Partant de I'état 2, { X;} attend un temps
exponentiel de parameétre 1, puis passe dans 1'état 3 avec probabilité p,
dans ’état 4 avec probabilité 1 — p. Partant de I'état 3, {X;} attend
un temps exponentiel de parameétre 1, puis passe dans 1'état 1 avec
probabilité p, dans I’état 2 avec probabilité 1 — p. Partant de I'état
4, {X,} attend un temps exponentiel de paramétre p, puis passe dans
I’état 3.

. La chaine incluse est clairement irréductible. Puisque l’espace d’état

est fini, la chaine est alors récurrente positive. L’équation pour la pro-
babilité invariante est u€) = 0, soit encore P = u, donc la probabilité
invariante est celle du probléme 2.10.6, soit 7.

. La probabilité invariante de la chaine incluse est la probabilité solution

de I'équation uP’ = p, soit (p/3,1/3,1/3,(1 —p)/3).



Chapitre 8

Files d’attente et réseaux

Introduction

Les processus markoviens de saut servent a modéliser les files d’attente.
Celles—ci ont d’abord été étudiées pour les besoins du téléphone, puis pour
ceux de la recherche opérationnelle. On est passé ensuite a I’étude des réseaux
de files d’attente, lequels servent a évaluer les performances des systémes
informatiques, et aussi des systémes de production.

Le modeéle mathématique de base des files d’attente est le suivant. Des
clients arrivent suivant un certain processus. Quand un client arrive, si un
guichet est libre il se présente a celui—ci et commende & étre servi. Sinon il
se met en attente, et sera servi lorsqu’un guichet sera libre (et que les clients
arrivés avant lui auront été servis - & moins qu'un systéme de priorités plus
complexe ne soit mis en place). Les temps de service suivent une certaine loi
(qui dans certains modéles plus complexes que ceux que nous allons consi-
dérer pourrait dépendre du type de client). Nous supposerons implicitement
que la “salle d’attente” est de capacité infinie, et qu’aucun client n’est rejeté,
sauf mention explicite du contraire.

Pour nous, la file d’attente sera caractérisée par la loi des arrivées, la
loi des temps de service et le nombre de guichets disponibles. On supposera
toujours les temps de service i.i.d. et indépendants du processus des arrivées.

On pourra consulter la monographie [39] pour un exposé beaucoup plus
complet sur le sujet.

239
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8.1 File d’attente M /M /1

M comme “sans mémoire” ou “markovien”. 1 est le nombre de guichets. On
suppose que le processus des arrivées est un processus de Poisson d’intensité
A, et que les temps de service sont i.i.d. de loi commune la loi exponentielle
(). Le nombre de clients présents dans le systéme (au guichet + en attente)
est alors un processus markovien de saut a valeurs dans IN, de générateur
infinitésimal ) donné par :

Qm,erl = )\; M ]N; Qm,mfl = U, T Z 1; me =0 sl |I - y‘ Z 2;

et donc

Qoo ==, Qu=—-A+p),z>1

En effet, fixons ¢ > 0 et > 1. Si on note { Ny} le processus des arrivées, et
S le temps d’attente & partir de ¢ pour que le service en cours a l'instant ¢
se termine, on a

P(Xyp=2+1|Xy =2) =P(Nypp, — Ny =1,5 > h) +o(h)
= e MAhe " + o(h),
h'P,i1(R) — A, h—0.
P(Xyp=2—1|X; =2) =P(Nyyp — N, =0, S <h) +o(h)
=e M1 =) +o(h),
W' Pppa(h) =, h— 0.

On a utilisé 'indépendance du processus des arrivées et du temps de service.
Si on conditionnait en outre par des valeurs passées de {X} avant ¢, le
résultat ne serait pas affecté, a cause du caractére markovien de { N} et du
caractére exponentiel de la loi de S (cf. exercice 6.5.1).

En outre, par le méme raisonnement, pour |y — x| > 2,

P(Xisn = y| Xy = ) = o(h).

La file d’attente M /M /1 est un “processus de naissance et de mort” en
temps continu, irréductible sur IN. Si A > p, le nombre moyen d’arrivées
par unité de temps est supérieur au nombre moyen de départs par unité de
temps, et X; — +00 p.s. Le processus est transitoire.
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Dans le cas A = pu, le processus est récurrent nul. Dans le cas A < p, le
processus est récurrent positif. Sa probabilité invariante est donnée par :

(30

Pour la justification de ces affirmations, voir I'exercice 8.13.1 ci-dessous. A
I’équilibre, le nombre moyen de clients présents dans le systéme est

L’espérance du temps de retour en 0 est

1
Eo(Ry) = ___H

qomo Al —A)

Le temps moyen entre deux périodes ot le guichet est vide vaut

1 1
Ey(Ry) — — = —
0( O) qo = A

Calculons le temps moyen passé par un client dans le systéme. Condition-
nellement au fait de trouver x clients devant lui en arrivant, le temps moyen
passé par un client est (z + 1)/p. Donc le temps moyen est :

E, (X, + 1)/ = M—ix

L’argument ci—dessus, qui peut sembler contradictoire (pourquoi I'état de
la file au moment d’une arrivée est—il le méme que celui de la file & un instant
arbitraire 7), est correct asymptotiquement, au sens ou la loi du nombre de
clients que le n-iéme arrivé trouve devant lui converge vers la probabilité in-
variante de X, quand n — oo, cf. 'exercice 8.13.2 ci—dessous. En outre, c’est
une conséquence du Théoréme qui suit, ot { X;} désigne le nombre de clients
présents dans une file d’attente non nécessairement de type M/M/1. Formu-
lons trois hypothéses, qui sont en particulier vérifiées dans le cas markovien
récurrent positif :

t
tl/ X(s)ds — X p.s., quand t — o0, (H1)
0
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otl X est une constante,
3 une suite aléatoire t,, — 0o, quand n — oo t. q. Xy, =0, (H2)

et on suppose en outre que les durées de sé¢jour de tous les clients sont finies,
et que si D,, désigne la durée du s¢jour du n—iéme client arrivé apres 'instant
0, il existe une constante D telle que

_ 1
D= lim =Y Dy. (H3)

Théoréme 8.1.1. (Formule de Little) On considére un systéme de service
tel que le nombre moyen d’arrivées par unité de temps soit égal a A, et qui
vérifie les hypothéses (H1), (H2) et (H3) ci-dessus. Alors

X =\D.

PREUVE Désignons par N(t) le nombre de clients arrivés avant ¢, et {¢,, n €
IN} une suite telle que X;, =0, Vn et t,, — 0o, quand n — oo. Alors il n’est
pas difficile de vérifier que si Xg =0 :

N(tn) .
Z D, = / X.ds.
k=1 0

Donc
Ni(tn

)
1 [t N(t,) 1

— [ X.ds= > Dy
tn/o Tt N &

n

Il reste & faire tendre n — oo, en utilisant les hypothéses. Le cas Xg # 0
s’en déduit puisque les durées de séjour des clients présents a I'instant 0 sont
finies. U

Notons que la formule de Little est trés intuitive.

8.2 File d’attente M/M/1/K

En pratique, on ne peut pas en général avoir un nombre arbitraire de
clients en attente. Dans le modeéle M /M /1/K, les arrivées sont poissoniennes
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d’intensité A, les temps de service de loi exponentielle de parameétre pu, il y
a un serveur, et la “salle d’attente” contient au plus K clients (dont celui en
train de se faire servir). Ceci signifie que tout client qui arrive quand la salle
d’attente est pleine est rejeté.

Le nombre de clients présents dans le systéme est alors un processus
markovien de saut & valeurs dans {0,1,2..., K'}. Son générateur infinitésimal
est donné par

Q:v,:erl:)\u OSxSK—L Q:B,:vflz,l% 1§$§K,
Qzy = 0 si |z — y| > 2. Donc en outre

QOO:_)H Qxx:_()‘+lu)7 1§1’§K—1, QKK:_’UJ'

Ce processus de Markov est irréductible, a valeurs dans un ensemble fini,
donc récurrent positif. Sa probabilité invariante 7 se calcule aisément.
Dans le cas A # u, on trouve

AN 1=Xu
=1 - _ <z < K.
e (M) = oypE VTS

Dans le cas A = p, on a m, = ﬁ
La probabilité qu’un client arrivant soit rejeté est égale a la proportion
du temps o la file est pleine, soit

G)
Tk=(—| ——F=si\#p 7=
1

1 _ (A>K+1
n

8.3 File d’attente M /M /s

i\ = .
K+y1o07—H

On revient au cas d’une ‘“salle d’attente” de capacité infinie, mais on
suppose maintenant qu’il y a s guichets (“serveurs”) disponibles. Les temps
de service aux différents guichets sont bien stir mutuellement indépendants.
Il n’est pas difficile de voir que :

Qo = A, Qoz =0, x> 1;

pour 1 <z < s,

Q:v,:erl = )\7 Qm,mfl = T, me = 07 ‘SC - y’ > 1;
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pour x > s,

Qx,x-‘,—l - )‘7 Qx,x—l = Si, Qa}y - 07 |£L‘ - y| > 1.

Le seul calcul nouveau a faire est le suivant : si Si,...,5, sont i.i.d.
exponentielles (p),

P(Sy A+ AS, > h) = (e )",

Donc la probabilité qu’il y ait au moins un départ dans un intervalle de temps
de longueur h, lorsque x guichets sont occupés, est

—xph
1—e )

et
1 — e—zuh

h
En outre, la probabilité qu’il y ait au moins deux départs pendant un inter-
valle de temps de longueur A est un o(h).
{X;} est récurrent positif si A\ < ps. Dans ce cas, on peut chercher une pro-
babilité invariante en cherchant une solution de 1’équation d’équilibre ponc-
tuel :

— TU.

7T:BQ{L’,{L’+1 = 7Tm+1Q:v+1,a:-

On trouve que

- (A p)* /!, si0<z<s;
’ (A p)*/s*=5sl, stz > s.

Les deux cas qui conduisent a une formule simple sont le cas s = 1 (déja
traité, loi géométrique) et le cas s = oo, auquel cas mp = e M*, et

7y = e MO ),

i.e. la probabilité invariante est la loi de Poisson (A/p).

On a le Théoréme de Burke : si A < sy, a ’équilibre le processus des
départs est un processus de Poisson d’intensité \. En effet, { X;} est réversible
par rapport a w. Donc “a I’équilibre” (i.e. sous IP;), {X74+; 0 <t < T} a
méme loi de {X;,0 <t < T}, et les départs de {X;} sont les arrivées de
{ X714}

Calculons maintenant la probabilité qu’'un client arrive alors que tous les
serveurs sont occupés (et donc qu’il soit mis en attente avant d’étre servi).
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Celle—ci est égale a la proportion du temps pendant laquelle tous les serveurs
sont occupés, donc a

o0 s o )\ T

. Awe o ps 7
s! s — A
avec )
s—1 -
_ M) | Aw)  ps
o= [; x! + s " s — M|

La formule que nous venons d’obtenir fait partie des formules d’Erlang.

Enfin, posons nous la question de savoir ce qui est le plus efficace, du point
de vue de 'utilisateur, pour faire face a des arrivées poissoniennes d’intensité
2\ : deux serveurs en paralléele, avec temps de service de loi exponentielle de
paramétre 4 (solution 1), ou bien un seul serveur, avec temps de service de
loi exponentielle de paramétre 2u (solution 2) (A < p)?

Calculons les temps de séjour moyen des clients dans le systéme, dans les
deux cas. Dans la premiére solution, a 1’équilibre la loi du nombre de clients
L-MNp (A)x 1-\u
— Ty =2 z > 1.

1+ \/p’ w) 1+ M

Donc le nombre moyen de clients présents dans le systéme vaut

¢ ol

A= 1+A/uZ ( )
_ 20
(=N ) (LA )

Donc d’apres la formule de Little la durée moyenne de séjour est

est donnée par my =

Dans la seconde solution,

Dy=
(1 —A)2
Mais 1+ \/p < 2, done Dy < Dy, et la solution d'un seul serveur, avec temps
de service de loi exp(2u), est la solution préférable.
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8.4 File d’attente M /M /s/s

On consideére la file M /M /s, mais cette fois sans salle d’attente, i.e. tout
client arrivant alors que les s guichets sont occupés est rejeté. C’est le modele
de fonctionnement d’un central téléphonique.

Le nombre X; de clients dans le systéeme a I'instant ¢ constitue un proces-
sus de Markov & valeurs dans {0,1,...,s}, avec le générateur infinitésimal :

QOlZAa Q0$:07 l‘>1a
si0<ax<s,
Qx,a:—i—l = /\7 Qa&,a:—l =T, Qxy = 07 |l‘ - y| > 1;

Qs,sflzs,l% st:O7 y#&y#s_l'

La probabilité invariante est la “loi de Poisson tronquée”

Par le théoréme ergodique, la proportion du temps pendant laquelle le sys-
teme est plein, qui est aussi la proportion d’appels perdus, est

A/M /Z )\/M ’

expression qui a recgu le nom de “formule d’Erlang”.

8.5 Atelier de réparation

Une usine fait fonctionner s machines. Chacune d’elles tombe en panne
au taux A (I'instant de panne est une v.a. de loi exponentielle de paramétre
A). L’usine est équipée d’un atelier de réparation. Les temps de réparation
sont exponentiels de paramétre .

Désignons par X; le nombre de machines en état de marche a l'instant ¢
a valeurs dans E = {0,1,...,s}. {X;} est un processus markovien de saut.
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Son générateur infinitésimal est le méme que celui de la file M/M/s/s, mais
avec A et p intervertis! Donc la probabilité invariante de ce processus est

Py )Y
7TQC:(u;!) /Z()(MZ/J!)’ 0<z<s.

Le taux de panne global est

Ag

ZS: AT
o IO L

y!

y=0
Le nombre moyen de machines réparées par unité de temps vaut

n, = p(l —m)

8.6 Files d’attente en série

Supposons que les clients demandent deux services : ils font d’abord la
queue au guichet A, puis au guichet B, dont les deux temps de service sont
indépendants, le temps de service de A suivant une exponentielle («), et celui
de B une loi exponentielle ().

Quelle est la longueur moyenne de la file au guichet B? Notons {X;} le
nombre de clients (en service ou en attente) au guichet A, {Y;} le nombre de
clients au guichet B.

Les arrivées au guichet A sont supposées former un processus de Poisson
d’intensité A. Si A > a, X; — oo, on peut admettre qu’il y a toujours des
clients en A, et ils sortent suivant un processus de Poisson d’intensité «. Si
A < a, d’apres le théoréme de Burke les départs de A forment un processus
de Poisson d’intensité A. Il est donc naturel de prétendre que le processus
des arrivées en B est un processus de Poisson d’intensité A A a. Donc {Y;}

est récurrent positif ssi A A a < [, et dans ce cas la longueur moyenne de la

a A
file en B est ————. Les deux files sont récurrentes positives si A < a A 3.

B—aAX
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Dans ce cas, a I’équilibre, le temps moyen passé par un client dans le systéme

A-1B est
1 1

o B_x

8.7 File d’attente M /G /oo

Les arrivées forment encore un processus de Poisson d’intensité A. Les
temps de service sont i.i.d., de loi commune “générale”, de fonction de répar-
tition F'(t) = IP(T < t). Il y a une infinité de serveurs, ce qui simplifie
énormément l’analyse, en évitant toute interaction entre les clients.

Le nombre de clients arrivés avant ¢ suit une loi de Poisson de paramétre
At. Conditionnons par Ny = n. Si 'on énumeére les n clients arrivés de fagon
aléatoire, alors les temps d’arrivée Ay, ..., A, de ces clients sont i.i.d. de loi
uniforme sur [0, ¢] (cf. exercice 6.5.4).

Pour chacun de ces clients, le service n’est pas terminé avec probabilité

I I
p:i/P@>@%:—/@—F@M&
t Jo t Jo
Donc la loi conditionnelle de X;, sachant que N; = n, est la loi binomiale
(n,p). Finalement

P(X, =) =Y P(X; =z|N, = n)P(N; = n)

n=0

=Y Crpt(1—p)" e M (M) /nl

_ et i (A(1—p)t)"—=

B x! (n—x)!

n=x

= e " (\pt)*/z!

t

Donc la loi de X; est la loi de Poisson de paramétre A / (1—F(s))ds. Notons
0

que

Ama_fw@my:AwEwr>sms:an

Si E(T) < oo, la file a comme loi limite, la loi de Poisson (AE(T)).
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8.8 File d’attente M /G/1

Les clients arrivent suivant un processus de Poisson d’intensité A > 0. Les
temps de service successifs sont des v. a. i. i. d., indépendantes du processus
des arrivées. On note v la loi des temps de service, et L sa transformée de
Laplace, i. e.

L(u) = /OOO e "u(dt), u>0.

On note u I'espérance de la probabilité v, qui est supposée finie.

8.8.1 Une chaine incluse

Pour tout n > 0, on note X,, le nombre de clients en attente (ou en train
de se faire servir) juste aprés le n—iéme départ. Pour n > 0,

XnJrl = Xn + YnJrl - 1Xn>07

ol Y, est le nombre d’arrivées durant le service du n—iéme client. Le fait que
{X,, n > 0} est une chaine de Markov résulte du

Lemme 8.8.1. Les v. a. {Y,,, n > 1} sont i. i. d., indépendantes X, de loi
commune de fonction génératrice

A(z) = LIA(1 — 2)).

PREUVE L’indépendance par rapport & X est assez claire. Soit n > 1. Notons
S; la durée du service du i—iéme client.

E (zfl M E [E (zfl ]Sy, S ]

= / E (2% 20|91 = th, ..., Sy = t) v(dty) - - - v(dty,)

+

11 / e M2y (dt,)
- JR

O
Il est clair que la chaine de Markov { X, } & valeurs dans IN est irréductible.
On note que

p = E(Y,) = M.
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8.8.2 Le cas récurrent positif
Proposition 8.8.2. Sip <1, la chaine {X,} est récurrente positive.

PREUVE Désignons par Z, le nombre de visites de la chaine en 0 avant le
n—iéme départ. On a

Supposons la chaine transitoire. Alors X,, — oo p. s. quand n — o0, et
Zn/n — 0 quand n — oo, puisqu’il y a p. s. au plus un nombre fini de retour
en 0. Mais par la loi des grands nombres,

nrYi+ .+ Y, = p<,
donc
Yi+...4+Y,—n— —o0,

quand n — 00, ce qui contredit le fait que X,, > 0, et la chaine est nécessaire-
ment récurrente. Prenons 'espérance dans la formule de récurrence ci—dessus.
Puisque X,, > 0,

0<1—p<n'EXy+n'EZ, —1/mg

quand n — oo, ou mg est I'espérance du temps de retour en 0, d’apres le
théoréme ergodique. Donc

my < —— < 0.
L—p
O
Notons 7 la probabilité invariante de {X,,}, et G sa fonction génératrice.

2G(z) =1E (zX”“H)
—E (ZXn+Yn+1+1Xn:O)
= A(z)(moz + G(2) — mo),
donc
(*)  (A(z) = 2)G(2) = mA(2)(1 — 2).

Quand z — 1,
A(z) — z

1-A(1-)=1—
T (1-) 2
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donc mp =1—pet

(1 —2)A(z)
A(z) —z
Calculons la longueur moyenne de la file. Différentiant (), on obtient
(A(z) = 2)G'(2) + (A'(2) = )G(2) = (1 = p)[A'(2)(1 — 2) — A(2)],
d’ott en remplagant G(z) par sa valeur,
l—z Z(A/(z)—l)(l—z)JrA(z)—z
Am - TG T

G(z) = (1-p)

G'(2) = (1= p)A(2)

Or, quand z — 1,
(A(z) -1 —2)+A(z) —2z  A(z) —1-A(2)(»—1)
(A(z) — 2)? (A(z) — 2)?

Donc

Er(Xy) = G'(1-)
Al/(l_)
2(1—-p)
AN2L"(0+)
2(1=p)
N NIES?

=Pt oo

2(1=p)

ou S désigne le temps de service (i. e. une v. a. de loi v).

On va maintenant calculer le temps moyen passé par un client a
attendre pour se faire servir. Considérons la file & 1’équilibre. Un client
qui part a passé un temps () a attendre, et un temps S a se faire servir.
Conditionnellement au fait que @) + 5 = t, le nombre de clients qu’il laisse
derriére lui suit la loi de Poisson de paramétre A\t. Donc, si M (u) = [E(e™"?)
désigne la transformée de Laplace de la loi de @),

G(z)=FE (G—A(Q+S)(1—2))
=M1 —2))L(A(1 = 2)).
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Donc 1 )
—p)u
M) = = A= L))
D’ou l'on tire , )\IE(Sz)

Intéressons nous finalement a la longueur moyenne des périodes
d’activité O, pendant laquelle le serveur est occupé. Notons

B(u) = E(e™"9)

sa transformée de Laplace. Soit S la duré du service du premier client de la
période d’activité. Conditionnellement en S = ¢,

O:t+01—|—...+0N,

ou N est le nombre de clients qui arrivent pendant le service du premier
client, dont la loi conditionnelle sachant que S = t est la loi de Poisson de
parameétre At, et Oq,O,, ... sont i. i. d., de méme loi que celle de O. Donc

/ IE (e~ O15=y(dt)

_/ efutef)\t(l B(u (dt)
= L(u+ M1 — B(u))).

On en déduit I'espérance de O :

E(0) = p(1 + AE(0))

8.9 Réseau de Jackson ouvert

On considére un réseau constitué de N stations interconnectées. Chaque
station p (1 < p < N) doit traiter les clients qui arrivent de I'extérieur, ainsi
que ceux qui lui sont envoyés par les autres stations.

Dans le modéle de Jackson, les arrivées exogénes a la station p forment
un processus de Poisson d’intensité )\g. Chaque station est une file d’attente.
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Le taux avec lequel les clients quittent la station p est u,(n), si n clients sont
a la station p. Par exemple

(n) pplinsoy, dans le cas d'un serveur M/M/1;
n) =
Hr n A spp,, dans le cas de s guichets : file M/M/s.

Un client quittant la station p se dirige vers la station g avec la probabilité
rpq (1 < g < N), et quitte le réseau avec la probabilité r,y. On suppose pour
simplifier que r,, = 0, 1 < p < N; cette hypothése peut étre levée sans
difficulté.

Le processus X; = (X},..., X}V) des nombres de clients présents aux
stations 1,..., N a l'instant ¢ est un processus markovien de sauts a valeurs
dans 'espace E = ]Nf.

On note e, = (0,...,0,1,0,...,0) le vecteur dont seule la p-iéme coor-

donnée est non nulle et vaut 1.
Les seuls termes hors diagonaux non nuls du générateur infinitésimal du
processus {X;} sont donnés par
Quate, =Ny, zE€E, 1<p<N;
Qx“‘%@ = Mp(ZL‘p + ]')Tp07 relb 1< p < N;
Qutepoteq = Up(Tp + )1pg, 1<p#q< N, z € E.

On dit que le réseau est “sans capture” si pour tout p € {1,..., N}, In >0,
D1y P € {1,..., N} tels que

TpprTpip2 """ Tpn—1pn pa0 > 0 (8.1)
On considére 1’équation
MAY A=Ay, L<p<N; (8.2)
qF#p

d’inconnues A,, 1 <p < N.

Lemme 8.9.1. Sous l’hypothése (8.1), l’équation (8.2) a une unique solution
positive et finie.

PREUVE Soit R la matrice N x N, de coordonnées R,, = 7,,. L’équation
(8.2) s’écrit sous forme vectorielle

AI—=R)=\
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qui a la solution unique finie
N = \K,
o0
avec K = Z R", a condition que cette série converge dans

0
Counsidérons la matrice markovienne

RNXN.

710
p— 720 R
TNO
1 0---0
L’hypothése (8.1) entraine que les états 1,2, ..., N sont transitoires pour la
chaine a valeurs dans {0, 1,2, ..., N} de matrice de transition P, donc d’aprés
I'exercice 2.9.6. -
D (PM)ay <00, 1<zy< N
n=0

Mais (P")yy = (R")2y, 1 <z, y < N, d’ou le résultat.
On peut maintenant établir le :

Théoréme 8.9.2. Sous I’hypothése (8.1), si en outre pour tout 1 < p < N,

S 117 <=

1 r1 ,up(r)

alors le processus markovien de saut {X;} a valeurs dans E admet lunique
probabilité invariante
N
e = Hﬂ-gz)’
p=1

ou pour 1 < p < N, la probabilité nP sur IN est définie par
_ N
L=y pp(r)

P _—
ﬂ-n_bp

oo n -1
avecbp:<1+ZH Ap) }

n=1r=1 Mp(T)

Avant de démontrer ce théoréme, précisons ce résultat dans deux cas
particuliers.
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Corollaire 8.9.3. Cas p,(n) = pplinsoy (Réseau de files M/M/1). Si (8.1)
est satisfaite et \, < p,, alors le processus {X;} admet la probabilité inva-

zp’

Hp Hp

Corollaire 8.9.4. Cas u,(n) = p, x (n Asp) (Réseau de files M/M/s,). Si
(8.1) est satisfaite et N, < p1,p, alors le processus {X;} admet la probabilité

. , N
invariante m, = [, 7} , avec

N
riante T, = | | 7P o
p=1

A n
i (32) fn s
L

p
avec .
sp—1 r s -
b — Z ()‘p/:“p) i ()‘p/ﬂp) P 1
P 7! Sp! 1=,/ pps
—0 p p/ HpSp

PREUVE DU THEOREME 8.9.2 : Si une probabilité invariante 7 existe, et
si () désigne le générateur infinitésimal du processus retourné, alors on a :

Wan:,a:—f—ep = 7Tx+epQJ:+ep,a:
7Tx+epQJ:+ep,x = Wx@a:,a:—f—ep
7T:v+qum+ep,m+ep = 7T:v+eme+ep,m+eq-
Si 7 existe et est donnée par la formule de I’énoncé, alors

0
Qerep,m = )\_p,up<xp + 1)
4
Qm,erep = )\prO
)\q

Qere;nereq = )‘p TPQ”Z’(:UP + 1)

La formule pour 7 est alors correcte pourvu que pour tout z € E (cf. Re-

marque 7.7.3) :
2 Q= Quy
y#x y#x
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Or

N

ZQ:BZJ = Z (>‘0 + Up(%))) )

y#z p=1
et

N 0
A A fip(p)
Z Qzy = Z <)‘prp0 + )\_pﬂp(xp) + Z AgTqp p)\ . )
p

y#e p=1 a#p P

NE

(Aprpo + pip(p)) 5
1

p

ou on a utilisé 1'égalité (8.2). Mais en sommant 1’égalité (8.2) sur p, on obtient

Z)‘g - ZAP(l - erq)
p p q
= Z)\p'f’po
p

d’ou I'égalité désirée. O

Il résulte de la preuve du Théoréme les formules pour le générateur infi-
nitésimal du processus retourné, d’ott 'on déduit le

Corollaire 8.9.5. Si les conditions du Théoréme 8.9.2 sont satisfaites, et
{X:} est initialisée avec la probabilité invariante, alors le processus retourné
en temps X, = Xr_y, 0 <t < T, est un processus markovien de saut, qui
s’interprete comme un réseau de Jackson avec N files interconnectées, de
parameétres :

Intensité des arrivées exogenes a la station p :

5\2 = )\prO;
Probabilité de routage de p vers q :

A,

Tpg = —T

pq )\p qp

Probabilité de sortie du systeme au moment de quitter la station p :

)\O
Ppo = L
p0 )\

P
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Taux de service a la station p :
fip(zp) = pp(p).

En outre, les processus de sortie du systéme pour le processus initial a
partir des stations {1,..., N} sont des processus de Poisson indépendantes
. i :
d’intensités respectives Aprpo.

8.10 Réseau de Jackson fermé

On reprend le modeéle de la section précédente, en supposant cette fois
qu’il n’y a pas d’arrivée exogeéne — Ag = 0, Vp, ni de sortie du systéme —

rpo = 0, Vp, soit
N
Tpp = 0, erq =1.
q=1
La matrice R = (rpq)1<pqen €st donc markovienne. On la supposera irré-
ductible dans toute la suite.
Sous ces hypothéses, il y a clairement conservation du nombre de clients
dans le réseau. On notera I(> 0) ce nombre.
Ici le processus {X;} est un processus markovien de saut & valeurs dans

E(I)={z e N¥, 2y 4+ -+, =TI}
Le générateur infinitésimal de {X;} est donné par

Q$+epv$+eq = Mp(xp + 1)qu, p # qg, T € E<]>

Soit {A,, 1 < p < N} la probabilité sur {1,..., N} invariante par R. On
montre alors, par exemple par la méme méthode qu’a la section précédente,
le

Théoréme 8.10.1. Si R est irréductible, alors le processus {X;} admet
['unique probabilité invariante

0
pe1 2 :up )
avec
z€E(I) p=1 T 1 'up
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La principale difficulté est de calculer la constante de normalisation (aussi
appelée “fonction de partition”) G(I). Dés que les valeurs de I et de N ne
sont pas petites, le cardinal de E(I) (qui vaut C'7\y_;) rend le calcul de G([)
par sommation directe impossible.

Supposons maintenant pour toute la suite de cette section que ,up('r’) =

fipl(r>03. Notons p, = A,/ 1.

Nombre moyen de clients Soit 1 < k£ < I. Pour tout y € E(I — k),
notons que

7 e, GUI) = 7R AT — ),

si 'on note 7! la probabilité invariante sur E(I).
Donc si {X;} est initialisée avec la probabilité invariante 7/, et si 1 < k <

I,
PX!>k)= Y 7,
yeE(I—k)
GU—Fk) -
“Tem o™
yeEE(I—k)
CG(I-Fk)
T e
Donc
I
G(I — k)
k
BN =2 nom
k=1
ou G(0) =

Intensité des arrivées A I'équilibre, 'intensité des départs de la station
p vers la station ¢ vaut :

dpq = E 7"-:I:CQm,mfeereq

z€E(I),xp>0
De la bijection entre {z € E(I), x, > 0} et E(I — 1), et de l'identité

mG(I) = m, =, G = 1) py,
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on déduit la formule
_ ApTpgG (I — 1)

d,, =
Pq G ( ])
On obtient alors, par un argument de retournement du temps, la formule
suivante pour l'intensité des arrivées a la station p

CAGUI - 1)
v Tem

Calcul de la fonction de partition Considérons les fonctions génératri-

ces
o)

n 1
q)p(z):Z(ppz) e I1<p<N, |z <1

n=0 P

En comparant les coefficients des 27 dans les deux membres, on obtient ’éga-
lité

0 N
> Gz =[] @)
n=0 p:l
Soit ,
Bp(z) =[] ®a(2), L<p<N, |2 < 1.
q=1
On a

Bp(2)(1 = ppz) = Bp-1(2), p> 1.
Notons T'(k, p) le coefficient de 2* dans 3,(z). On a

T(k,p)—pp,T(k—1,p)=T(k,p—1), k>1, p>1,

avec T(0,p) =1, p>1et T(k,1)=pt, n>0.

On en déduit un algorithme de calcul de G(I) = T'(I, N), de complexité
O(I x N), qui consiste a calculer les T'(k, p) ligne par ligne pour 1 <p < N
(i.e. pour des valeurs croissantes de k).

8.11 Réseau téléphonique

On considére un réseau téléphonique constitué de N canaux intercon-
nectés. L’établissement d’une communication requiert 1'usage exclusif des n
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canaux demandés pour la communication. Si un ou plusieurs des canaux de-
mandés est occupé, l'appel est rejeté. Sinon, la communication est établie,
et dure un temps aléatoire, de loi exponentielle de paramétre p,,. Les appels
demandant n canaux arrivent suivant un processus de Poisson d’intensité A,,.
Les flux d’arrivées de type différent et les durées des communications sont
mutuellement indépendants.

Soit X; = (X},..., X]") ot X[ représente le nombre de communications
établies a l'instant ¢, qui utilisent n canaux. X; est un processus markovien
de saut a valeurs dans

E={r=(x,...,2p) € N°|z < N},

ou T = xy + 2x9 + - -+ + Pxp, de générateur infinitésimal (), dont les seuls
termes hors diagonaux non nuls sont donnés par :

Qotena = n X (1 + 1),

n

Q +en — A A
T, x+en — \n n
Cx

oune,=(0,...,0,1,0,...,0) i.e. le vecteur de F dont toutes les coordonnées
sont nulles, sauf la n—iéme qui vaut 1. Notons que C%,__/C% est la probabilité
de non-rejet si X; = z. Posons 7, = (C%)~!

Probabilité invariante

Théoréme 8.11.1. Le processus markovien de saut {X,;} décrit ci—dessus
est réversible par rapport a sa probabilité invariante

e = oy _$|H{<# n') 961'}

PREUVE Cherchons une solution a 1’équation d’équilibre local

(N —2)!
nl(N—-z—n

ToTn I = Tpve fn(Tn+1), € B, 1<n< P T+e, €F;

Soit
T 1 (N —z)!
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Donc si z,, > 1,
. 1 (N—z+n)!

Mo = pon! T, (N —Z2)! Ma=en-
Ainsi
)\1 . 1 (N — T+ l’l)'
Ty = Tg—zqe; | — _' Ay
I r! (N —2=x)!
A\ A \? 1 (N—Z+x+ 219)!
Ty = Tx—x1e1—x2e - —_ —a - —
e\ ! 1!\ 02! 5! (N —17)!
La formule de 1’énoncé s’obtient en poursuivant ce calcul. 0

Il reste & calculer my. Posons

= = )
yn_,unn" Yy=\W,---,Yyr),
N! F yn
G(N,z) = —_— n_
(N, 2) Z(N—j)! 2]
zeFE n=1

Alors my = G(N,y)~ . On verra ci-dessous un algorithme de calcul de la
fonction de partition G(N,y).

Probabilité de rejet En régime stationnaire, I'intensité des fins de com-
munication mettant en jeu n canaux vaut

Zﬂn$nﬂx = IE(th),un

zeFE

La réversibilité entraine que cette quantité est égale a l'intensité des com-
munications mettent en jeu n canaux qui sont acceptés. Donc le rapport
taux d’acceptation/taux de demande pour les communications mettant en
jeu n canaux, qui représente la probabilité d’acceptation, vaut (X)), /A
Il reste donc a calculer le

Nombre moyen de communications mettant en jeu n canaux.

N By
B -1 v zm
E e = G(N,y) E (N_j)!%z T

el el m=1
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Or )
0 N! yn yrm
5, O =3 = oo 1
— 7! —1)! |
Yn g (N-2)! (z,—1) i Tm
Donc 5
anﬂ-m Yn Nv y)_l—G(N7 y)
Yn
zeFE
Avec la convention n! = —oco sin < 0, on a
9 N Ly U
=22 m— |
&yn = U (2, — 1)! s, Tt

soit encore

donc

et

9 00 00 73%"
By, GV ) = Z Z N —n—1)! im!’
x1=0 zp=0 m

B N!
—~ G(N.y)= ——— G(N —
a0, G(N,y) N G(N —n,y),
A G(N —n,y)
Exr=2n 2 09
Y ou, G(N,y)

Probabilité de rejet (suite) La probabilité de rejet d’une communication
mettant en jeu n canaux vaut donc

=1
P G(N,)

Calcul de la fonction de partition On peut établir des équations de
récurrence pour des G(N,y), analogues a celles que nous avons obtenues
dans le cas des réseaux de Jackson fermés.

Considérons, pour z € C, la fonction génératrice :

w
=

N-3 5

N=0

%
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avec G(0,z) = 1. On peut montrer que

P
ol

n=1

9(z,y) = exp

d’ott I'on déduit les formules de récurrence

G(0,y) =1
N —1)!
G(N,y) =GN -1,y +Znyn <(N n;, G(N =mn,y), N=1,2,.... P;
- <N 1)!

8.12 Réseau de Kelly

On va maintenant considérer les réseaux “multiclasse”, aussi appelés “ré-
seaux de Kelly”. La principale différence avec les réseaux de Jackson est que
le trajet suivi par un client donné n’est pas le résultat de tirages aléatoires
qui sont les mémes pour tous, mais c¢’est un trajet déterministe qui dépend
de la classe dont fait partie ce client.

Plus précisément, on considére des clients de classe j = 1, 2,...,J, o
J e IN.

Puisque les clients sont maintenant différents les uns des autres, pour étu-
dier I’évolution des flux dans le réseau il convient de préciser le systéme de
priorité dans chaque file, qui jusqua présent n’avait pas réellement d’impor-
tance (dans la mesure ot l'on s’intéresse aux flux globaux, et non a ce qu’il
advient d’un client particulier).

Afin de fixer les notations, considérons tout d’abord le cas de :

8.12.1 Une seule file d’attente

Les arrivées sont constituées de J flots de Poisson d’intensité respective

AL, ..., Az, A; désignant I'intensité des arrivées de clients de classe j.
Quelle que soit sa classe, un client qui arrive dans la file alors que n
clients y sont déja présents, sera placé en position ¢ (= 1,..., n+ 1), avec

n+1
probabilité (¢, n) [avec Zy(ﬁ, n) =1].
=1
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Si n clients sont présents dans la file, le client en position £ recoit un service

exponentiel de parameétre ®(n)d(¢, n), avec Zé(ﬁ, n) = 1. Globalement, le
=1
serveur travaille donc avec une “intenstité” ®(n) > 0, dés que n > 0.

L’état de la file est décrit par un processus de Markov & valeurs dans
E=0u | J{1....0}"
n=1

Un point ¢ € E est une suite de longueur n = |¢|

c=(c1,...,¢),

avec ¢; € {1,...,J}, 1 <i<n.

Précisons les transitions possibles de la chaine X; a valeurs dans F, qui
décrit I'état de la file d’attente a 'instant t. Deux transitions sont possibles
a partir de ’état c :

1. ajout d’un client de la classe j, inséré entre le 1 — 1-éme et le i—éme
client (1<j<J,1<i<n+1, n>0):soit transition de I'état ¢ a
I’état

A{(c) = (Ch e ,Cz‘,l,j, Ciy1--- ,Cn);

2. départ du client qui était au rang ¢ dans la file, soit transition de I’état

c a l'état
Si(c) = (c1y- -, Cim1,Cig1y -5 Cn)

La matrice de transition () est entiérement caractérisée par ses termes hors
diagonaux, donnés par :

Qesie) = P(|e))o( lef), 1 <i<el.

Notons que la classe d’un client n’influe ni sur la facon dont il est placé dans
la file, ni sur son service.

Exemple 8.12.1. File M/M/K/PAPS(FIFO) (comme “premier arrivé
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premier servi”, en anglais “first in first out”)

d(n)=nAK
I/nANK,sil<l{<nAK,

0(l,n) =

(&:n) {O sil>nNK,.

(6.n) = 0,sil=1,....,n

MO = sit=n+1

Exemple 8.12.2. File M/M/K/DAPS(LIFO) (comme “dernier arrivé
premier servi”, “last in first out”)
® et gamma sont comme dans [’exemple précédent, et cette fois
I/nAK,siin—K)"<{<n, n#0
5(47 TL) = ; +
0, sil <(n—K)

Exemple 8.12.3. File M/M/1/service partagé (process sharing)
O(n) =P >0, le choix de v est sans importance, et

1
d(l,n)=—, 1<l<n.
n
La chaine de Markov {X,} de générateur ) ainsi précisé est clairement
irréductible.

On a en outre le

Théoréme 8.12.4. La file d’attente a plusieurs classes de clients est récur-
rente positive SSi

|c| A
7= i =
ceE (=1

et dans ce cas la probabilité invariante est

lc|

A
=271 - E.
™ ﬂ¢(€) cE

En outre a [’équilibre, pour 1 < j < J, le processus des départs des clients
de la classe j est un processus de Poisson d’intensité A;.
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PREUVE On va utiliser le théoréme 7.7.4. On pose donc

A 71-AJ (c)

Qqu(c) = QAJ(C ),c
_ #cch\ + )80, [e] + 1)
- D(fe| + 1) ’
= A;0(i, |e] + 1)
A d(lc
Qc,Si(c = ()|\ DQSi(c),c
®(|cf)

= O(|e)v (i e = 1)

On remarque que

le|+1 le[+1
Z QCAJ(C - )\ - Z QCAJ(C

et

le|

|c|
Z Qc,Si(c) = (D(|C|) = Z QC,Si(C)’
i=1 i=1

donc il résulte du Théoréme 7.7.4 que sous ’hypothése du présent théoréme,
7 est la probabilité invariante, et @) le générateur du processus retourné, et les

arrivées de clients de la classe j forment un processus de Poisson d’intensité
le|+1

A _ZQcAJ O

Remarquons que le nombre total de clients dans la file est un processus
de Markov de naissance et de mort de générateur infinitésimal () caractérisé
par

J
Qiit1 = Z Njy Qi1 = ©(3).
=1

Mais la description détaillée ci—dessus va étre indispensable dans ce qui suit.
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8.12.2 Réseau multi—classe

On considére maintenant un réseau constitué de N noeuds, chacun étant
une file d’attente du type ci-dessus. Pour chaque 1 < 7 < J| les clients de la
classe j arrivent dans le réseau suivant un processus de Poisson d’intensité
A;. Chaque client de la classe j se présente d’abord a la file ff e{l,...,N},
puis lorsqu’il quitte cette file il rejoint la file f3, et ainsi de suite jusqu’a la
file fgj, d’ou il quitte définitivement le réseau. C’est a dire que le j—eéme flot
suit la route ff , fg, - f,{j dans le réseau. Pour chaque noeud 7, 1 <i < N,
les fonctions @, §, v associées au noeud ¢ sont notées ®;, d;, v;.

Il n’y a pas de raison d’interdire a certains des circuits ff Sy f,{; de
repasser plusieurs fois en un méme noeud du réseau. Pour cette raison, et
afin de rendre le systéme markovien, il faut associer a chaque client présent
dans cette file, outre sa classe, le nombre de files déja visitées.

L’état de la i—eéme file d’attente (1 < i < N) est donc décrit par le vecteur

Ty = ((Ci17 si1)7 ey (Cimia Slml))
ol ¢;, désigne la classe du client a la k—iéme position, et s;. le nombre de

files qu’il a déja visitées (y compris celle en cours). Donc 1 < ¢ < J et
1 < sip < ng,. L'espace d’états décrivant la file au noeud ¢ est

E,=0U D{l,...,J}"
n=1

X, = (X},..., X)), on

X} € E; est 'état de la file au noeud i a I'instant ¢. Le processus markovien de

N
sauts { X, } prend ses valeurs dans £ = H E;. C’est un processus irréductible.
i=1
Les transitions possibles a partir de I'état © = (21, ..., xy) sont les suivantes :

1. Un client de classe j arrive, suivant un processus de Poisson d’intensité
Aj, dans le réseau au noeud ff . Le couple (j,1) est inséré en (—iéme
position dans cette file avec probabilité v, (¢, ]c f{|). Ceci se produit
avec l'intensité

Mg (4 legsl)
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2. Un client de classe j a 'étape s < n; de sa route, a la place £ de la
file au noeud f7, quitte celle—ci pour la place m de la file f7 ,, avec
I'intensité

‘I)fg(|cfg\)5fg (¢, ‘Cng’Yng(ma ‘Cfg+1‘)'

A Tlissue de cette transition, le couple (j,s + 1) est a la place m dans
la file au noeud f7, ;.

3. Un client de classe j a I’é¢tape n; de sa route, a la place £ de la file au
noeud fﬂlj, quitte le réseau. Ceci se produit avec I'intensité

‘I)fgj (‘Cf%j |)5fg;j (¢, ‘Cf%j ).

On pose
N

|| Aes,
ST

zel =1

On a le résultat suivant, qui se démontre comme le théoréme précédent.

Théoréme 8.12.5. Si Z < oo, alors {m,, x € E} défini par

avec

|4
i )\Cik

est la probabilité invariante du processus {X;} qui décrit les clients présents
dans le réseau de files d’attente multiclasses. En outre, a [’équilibre, le pro-
cessus de sortie des clients de classe j est un processus de Poisson d’intensité
A, 1< < .

8.13 Exercices

Exercice 8.13.1. On étudie le processus de Markov {X;} sur IN qui modélise
la file d’attente M/M/1, i.e. le processus markovien de sauts de générateur
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infinitésimal
- A 0 0 0
wo —(A+p) A 0 0
Q=1 o A0

1 —(A+w)

— a Montrer que la chaine incluse de ce processus est la marche aléatoire
réfléchie en 0 de lexercice 2.9.10, avec p = \/(A+ p).

— b En déduire que le processus {X;} est transitoire dans le cas A > p,
récurrent dans le cas A < p.

— ¢ Montrer que {X,} est récurrent nul dans le cas N\ = p, récurrent
positif dans le cas X < p (on montrera que dans le premier (resp. le
second) cas, la mesure (1,1,1,1,...) (resp. la mesure géométrique de
parameétre /) est invariante).

Exercice 8.13.2. On considére la file M/M/1 {X;, t > 0}, et on définit la
suite aléatoire {Y,, = Xp—,n > 1}, ou {11, Ty, ...} désignent les instants
d’arrivées successies de clients a partir de instant 0, et Xp— > 0 est donc
le nombre de clients que le n—iéme arrivant trouve devant lui dans la file.

1 Montrer que {Y,, n > 1} est une chaine de Markov a valeurs dans IN.
Préciser sa matrice de transition. Montrer que cette chaine est irréduc-
tible et apériodique.

2 On se place dans le cas A < p. Montrer que la probabilité géométrique m de
parameétre N/ (qui est la probabilité invariante du processus markovien
de sauts { X, t > 0} ), est la probabilité invariante de la chaine {Y,, n >
1}, et que la loi de Y,, converge vers ™ quand n — oco.

3 Montrer que la formule de Little dans le cas particulier de la file M/M/1
est une conséquence du résultat de la question précédente.

4 On suppose maintenant que la file est initialisée avec sa probabilité inva-
riante (i.e. loi de Xo = ). Calculer la loi de Xy Montrer que pour
toute fonction f croissante de IN dans R, Ef(Xp-) < > 7w, f(z), et
que 'on a linégalité stricte pour certaines fonctwns croissantes f. Ce
résultat vous parait—il conforme a lintuition ¢ Pourquoi la loi de XTf
differe—t—elle de la loi w ¢ Comparer avec le résultat de l’exercice 6.5. 3.
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Chapitre 9

Introduction aux Mathématiques
Financiéres

Introduction

Le but de ce chapitre est de présenter les modéles mathématiques per-
mettant de résoudre le probléme de la fixation des prix (pricing) des options
“européennes”’ et “américaines”’, ainsi que de préciser les stratégies de cou-
verture associées. On présentera en particulier la célebre formule de Black et
Scholes, obtenue par leurs auteurs en 1972, et qui a été un des arguments pour
lattribution récente du prix Nobel d’économie a Black et Merton (Scholes
étant décédé).

On va présenter en paralléle le modeéle discret de Cox, Ross et Rubinstein,
et le modeéle continu de Black et Scholes.

L’intérét du modele discret est de permettre de démontrer les résultats
de fagon élémentaire; celui du modéle continu est d’aboutir aux formules
qui sont celles utilisées couramment par les professionnels de la finance. On
introduira les outils du calcul stochastique nécessaires, qui nous permettront
de décrire les processus de diffusion, qui sont des processus de Markov en
temps continu a valeurs dans IRY.

Ce chapitre se termine par une introduction aux modéles de taux d’intérét
et d’obligations.

Nous nous sommes beaucoup inspirés de I'ouvrage de Lamberton, Lapeyre
[27], et aussi de [2] et [32] pour la rédaction de ce chapitre.

271
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Notation Dans ce chapitre, nous utiliserons toujours ¢ pour désigner le
temps, que celui—ci soit discret (¢ = 0,1,2,...,7 ou t € IN) ou continu
(0<t<Tout>0).

9.1 Les concepts de fondamentaux

Dans tout ce chapitre, on considére un investisseur qui peut répartir ses
avoirs entre deux types de placement : un placement sur un compte rému-
néré, avec un rendement fixe et garanti (taux d’intérét constant), et un pla-
cement risqué en achetant des actions en bourse. Nous considérerons surtout
le cas d’un seul actif risqué (excepté a la section 9.3.10). Le prix a U'instant
t de cet actif sera noté S;. Nous présenterons deux modéles probabilistes,
I'un en temps discret et l'autre en temps continu, pour les fluctuations de
{S;}. Dans notre modéle, 'agent économique est seulement un investisseur,
il ne consomme pas. En outre, il s’agit d’un “petit” investisseur, au sens ot
ses choix d’investissement n’ont pas d’effet sur ’évolution du prix de l'actif
risqué. Par ailleurs, notre investisseur pourra acheter une option sur 'actif
riqué.

9.1.1 Option

Une option est un contrat aux termes duquel son détenteur a le droit (et
non l'obligation) d’acheter (s’il s’agit d’une option d’achat, call en anglais)
ou de vendre (s'il s’agit d’une option de vente, put en anglais) une quantité
fixée d’'un actif donné (qui peut étre une action, une obligation, une devise,
une matiére premiére, ...) & un prix fixé a 'avance (appelé prix d’exercice),
a une date (I’échéance) fixée a 'avance dans le cas d’'une option européenne ;
une option américaine peut au contraire étre exercée a n’importe quelle date
entre celle de la signature du contrat et la date d’échéance.

Dans le cas d’un call européen d’échéance T, sur une action dont le cours
a l'instant ¢ est Sy, de prix d’exercice K, le détenteur de l'option gagne a
I'instant T (Sp — K)4. En effet, il gagne Sp — K par action en exercant
son option si Sy > K (en achetant au prix K et en revendant au prix du
marché Sr), et il ne gagne ni ne perd rien en n’exergant pags son option
si S < K. Par un raisonnement analogue, dans le cas d’un put, le gain du
détenteur de l'option a U'instant T" est (K — St).. Le gain du détenteur (donc
de l'acheteur) de l'option est la perte du vendeur de l'option. La prime est
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censée compenser cette perte.
La théorie mathématique des options traite deux problémes :

a) fixation du prix de l'option (en anglais pricing), autrement dit du montant
de la prime que l'acheteur de l'option devra régler a son vendeur au
moment de la signature du contrat ;

b) couverture : comment le vendeur de l'action va pouvoir gérer la prime
qu’il encaisse au moment de la signature du contrat, pour compenser,
dans le cas d’une option européenne une perte de (Sp — K)4 (resp.
(K = Sr)4).

9.1.2 Arbitrage

Une des hypothéses que ’on est amené a faire dans I’étude mathématique
des options est ’absence d’opportunité d’arbitrage, i.e. 'impossibilité de ga-
gner de 'argent sans risque. Cette hypothése entraine une relation dite de
parité entre call et put européens :

Proposition 9.1.1. Sv le modéle ne présente pas d’opportunité d’arbitrage,
alors les priz Cy et P, a linstant t d’une option d’achat et d’une option de
vente d’échéance T et de priz d’exercice K vérifient la relation

Ct — Pt = St — Keir(T?t),
ou r est le taux d’intérét du compte rémunéreé.

Remarque 9.1.2. Ici et dans tout ce qui va suivre, on suppose que les taux
d’emprunt et de dépot a la banque sont identiques, c’est la constante r. Cette
hypothese n’est bien str pas réaliste. Elle est essentielle pour que notre modéle
soit linéaire, et que l’on obtienne la formule explicite de Black—Scholes. Le
modéle généralisé de Black—Scholes, qui s’affranchit de cette hypothése, sera
présenté a la section 9.5.6.

PREUVE Supposons la relation de parité non satisfaite, i.e. supposons qu’a
I'instant ¢ on ait par exemple :

Ct - Pt > St - KG_T(T_t).

(un raisonnement analogue peut étre fait dans le cas <). On va montrer qu'’il
existe alors une opportunité d’arbitrage. A l'instant ¢, on achéte une action



274 CHAPITRE 9. MATHEMATIQUES FINANCIERES

(ou obligation, ou ...) et un put, et on vend un call. Cette opération dégage
un profit net égal a :

Xt:Ct_Pt_St-

Si X; > 0, on place X; aux taux r jusqu’a la date T'; sinon on emprunte — X,
au méme taux jusqu’a la date T
A la date T', deux cas peuvent se présenter :

1. Sy > K : le call est alors exercé (et on n’exerce pas le put) : on encaisse
K, et on solde le prét (ou 'emprunt), donc on se retrouve avec une
richesse égale a :

K+ =90, — P, — S,) > 0.

2. Sy < K : on exerce le put (le call n’est pas exercé), et on solde comme
ci—dessus, donc on se retouve avec la méme richesse que ci—dessus.

Dans les deux cas, on réalise a 'instant 7" un gain > 0, avec une mise de
fonds nulle a 'instant ¢ : c’est un exemple d’arbitrage.

9.1.3 Marchés viables et complets

Un marché est dit viable s’il n’existe pas d’opportunité d’arbitrage.

Un marché est dit complet si tout actif conditionnel a I'instant 7" (i.e. toute
fonction de {S;, 0 <t < T}, en particulier de St, en particulier (S — K)
ou (K — S;)4) est simulable, i.e. s’il existe une stratégie admissible dont la
valeur a l'instant 7" est égale a (St — K)4 (resp.(K — St)4).

La notion de stratégie admissible sera précisée ci—dessous, dans les deux
modeles discret et continu. Il s’agit d’un fagon de faire fructifier une certaine
richesse initiale, les décisions de modification de la répartition du portefeuille
entre la caisse d’épargne et le(s) support(s) risqué(s) se faisant sur la base
des informations passées, la stratégie étant autofinancée, c’est a dire sans
apport ni retrait d’argent. Le juste prix du call (resp. put) européen sera
alors la valeur initiale d'une stratégie admissible de valeur finale (St — K)
(resp.(K — St)4+). Une telle stratégie réalise la couverture de l’option, on
I’appelle stratégie de réplication. Elle permet au vendeur de 'option de se
protéger (se couvrir) et de ne pas perdre d’argent (donc de ne pas non plus
en gagner), quelque soient les fluctuations du marché.
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9.2 Options européennes dans le modéle dis-
cret

9.2.1 Le modéle

On va considérer un modéle en temps discret avec un seul actif risqué,
dont le cours a I'instant ¢ sera noté S;, t = 0,1,...,T; et un actif sans risque
dont le cours & l'instant t sera noté R;.

On suppose qu’il existe r > 0 tel que

Rt—‘,—l = Rt(]- + T),
On supposera pour simplifier que Ry = 1, donc
Ri=(1+r), 0<t<T.

On suppose que Sj est une constante, et qu’il existe des v.a. i.i.d. &,
1 <t < T, prenant leurs valeurs dans 'ensemble {a, b}, avec 0 < a < b,
telles que

Siz1 = S, t=0,1,...,T —1.

Notre espace de probabilité est (2, F, P), avec Q2 = {a,b}T, F = P(Q), et IP
est tel que sous IP les &, 1 <t < T sontii.det IP({ =a) > 0,P(& =b) > 0.

Nous définissons le priz actualisé a I'instant ¢ de 'actif risqué comme la
quantité

5 St

S,=2t t=0,1,...,T.
t Rt

9.2.2 Stratégie admissible

Une stratégie de gestion est une suite aléatoire {(X;,Y;), t =0,1,...,T}
a valeurs dans R?, telle que si

Fai=F=1{0,Q}
ft:U{£17...,§t}, tZl,

(X4, Y;) est Fy_y; —mesurable, pour tout 0 < ¢t < 7. On dit que la suite
{(X4,Y;)} est prévisible.
La valeur du portefeuille & I'instant ¢ est donné par :

W(Xu Y) = Xth + }/;Stu
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et sa valeur actualisée est la quantité

. Vi(X,Y _
Vi(X,)Y) = % = X, +Y.5,.
t

La stratégie est dite autofinancée (c’est a dire sans apport ni retrait d’argent)
si

X R + Y15 = Xy By + Y15,

ou de fagon équivalente
Vi (X,Y) = Vi(X,Y) = Xy 1 (Rep — Ry) + Yiya (Sea — St)

ou encore
X+ Ytgt = X1 + Yt+1§t-
ie. B B B B
Vil (X, Y) = Vi(X,Y) = Y1 (Sen — Sp).

Autrement dit, avec les notations AS; = S; — S;_1, Agt = gt — gt_l, on a la

Proposition 9.2.1. Les conditions suivantes sont équivalentes :
(i) La stratégie {(X;,Y:);0 <t < T} est autofinancée.
(i) Pour tout 1 <t <T,

t
Vi(X,Y) = Vo(X,Y) + ) (XAR, + Y,AS).

s=1

(#ii) Pour tout 1 <t <T,

t
Vi(X,Y) =To(X,Y) + ) Y.AS,

s=1
On a en outre la

Proposition 9.2.2. Pour tout processus prévisible {Y;, 0 <t < T} et toute
valeur initiale Vi (déterministe !) du portefeuille, il existe un unique processus
prévisible {X;, 0 < t < T} tel que la stratégie {(X;,Y;), 0 <t < T} soit
autofinancée, et corresponde a un portefeuille de valeur initiale V.
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PREUVE La condition d’autofinancement impose que, pour tout 0 <t < T,
‘Z(Xu Y)=X,+ ]

t
= Vo + > Y.AS,
s=1

ce qui définit X;. La prévisibilité est facile & vérifier.

Définition 9.2.3. Une stratégie (X,Y) est dite admissible si elle est autofi-
nancée et vérifie V,(X,Y) >0, V0 <t < T, i. e. sil’agent qui utilise cette
stratégie reste solvable a chaque instant.

Définition 9.2.4. Une stratégie d’arbitrage (X,Y) est une stratégie admissi-
ble telle que Vo(X,Y) =0 et Vp(X,Y) £ 0, ou équivalemment Vo(X,Y) =0
et Vp(X,Y) £ 0.

9.2.3 Martingales

Définition 9.2.5. Une suite {M;, 0 < t < T} est adaptée si M, est F;
mesurable, 0 <t < T ; est une martingale si elle est adaptée et pour 1 <t <
T,

E[M;|Fi—1] = M.

Proposition 9.2.6. Soit {M;,0 <t < T} une martingale, et {Y;,0 <t < T}
une suite prévisible. Alors la suite {M(Y ), 0 <t <T} définie par :

M(Y)o = YoM
M(Y)i=YoMo+ Y Y,AM,, t>1

1<s<t
est une martingale.
PREUVE 1l suffit de remarquer que
E[Y;AM,;|F; 1] =Y E[AM,;|F, 1] =0,

ou l'on a utilisé successivement le caractére prévisible de Y, et la propriété
de martingale de M.
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Corollaire 9.2.7. Théoréme d’arrét Soit {M,;, 0 < t < T'} une martingale, et
T un temps d’arrét borné par T, i. e. une v. a. a valeurs dans {0,1,2,...,T}
telle que pour tout 0 <t < T, {r =t} € F;. Alors

EM, = EM,.
PREUVE Il suffit de remarquer que M, = M(Y)r, si Y est défini par
Yi=14501y, 05t<T,
et que pour toute martingale, IEM; est une constante indépendante de ¢.

Remarque 9.2.8. La notion de martingale, bien que centrale en théorie des
processus stochastiques, apparait seulement pour la seconde fois dans ce ma-
nuel (la premiére apparition remonte a Uezercice 7.11.5). Comme on le voit
dans cet exercice, il y a en fait un lien trés fort entre la notion de processus
de Markov et celle de martingale. Construire la loi d’un processus de Markov
revient a résoudre un probleme de martingales, c’est a dire a trouver une loi
de probabilité qui fasse d’une classe importante de processus des martingales.
Cependant, ’intérét de 'introduction des martingales, qui interviennent par
ailleurs trés naturellement dans la description de jeux assez simples, com-
mence réellement lorsque ’on veut démontrer des résultats difficiles, ce que
l’on ne fait pas dans ce livre. Les martingales ont de nombreuses propriétés
mathématiques importantes, notamment on sait estimer leurs fluctuations.
Un résultat simple et profond sur les martingales est le théoréme d’arrét que
nous venons de voir. Au niveau relativement élémentaire auquel nous nous
plagons dans ce chapitre, l'intervention des martingales est essentiellement
motivée par le fait que le calcul de l’espérance d’une martingale & un instant
t > 0 se ramene a celui de quantités a l’instant 0, qui sont connues.

9.2.4 Le marché est viable et complet

Théoréme 9.2.9. Le marché défini ci—dessus est viable (i.e. il n'existe pas
de stratégie d’arbitrage) ssia < 1+ 1 <b.

PREUVE Il n’est pas difficile de montrer que si 1+ r ¢]a, b[, il existe une
stratégie d’arbitrage (exercice).

Réciproquement, si a < 1 + r < b, la probabilité IP* sur (2, F) telle que
sous IP* les & sont i.i.d tels que

E* (&) =1+
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(appelée probabilité risque neutre) est équivalente a P (car IP*(§ = a) > 0
et P*(&; = b) > 0). Mais, sous IP*, {S,} est une martingale, donc d’apres la
proposition 9.2.6, \N/(X, Y’) est une martingale pour toute stratégie (X,Y).
Done si Vo(X,Y) =0, ]E’j}T(X, Y) = 0. La condition d’admissibilité impose

Vr(X,Y) >0 p.s., donc Vp(X,Y) = 0. O

Pour alléger les notations, on posera ¢ = 1+ 1. Il est facile de vérifier que

l'on a: )
—c c—a
b—a’ (& =0) b—a

Théoréme 9.2.10. Sia < 1+7r < b, le marché défini ci—dessus est complet,
i.e. pour toute v.a. Fr mesurable H > 0, il existe une stratégie admissible
(X,Y) telle que Vi (X,Y) = H. En outre pour tout 0 <t < T,

IP*(& = a)

R
Vi(X)Y) = R—t]E*(H\ft)-
T
PREUVE S'il existe une stratégie admissible telle que Vp(X,Y) = H, alors
d’aprés la proposition 9.2.1 (iii), pour tout 0 <t < T,

-~ T -
= VXY)+ ) VAS,

s=t+1

Par le méme calcul qu’a la Proposition 9.2.6, pour s > t+1, E*(}QAgs\ft) =
0, donc

_ H
VX,V = (—m) |
Ry

solt encore R
Vi(X,Y) = R—t]E*(H\}“t).
T

Notons en particulier que H > 0 entraine alors V;(X,Y) > 0, donc s’il existe
une stratégie autofinancée qui produit la suite {V;(X,Y); 0 <t < T} ci-
dessus, elle est admissible. Au vu de la proposition 9.2.2, il reste & montrer
qu’il existe une suite prévisible {Y;; 0 <t < T'} telle que

T

~ H H
Y. AS, = — —TE* | — | .
Z EAVH Ry e (RT)

s=1
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En prenant successivement IE*(:-|F;) et IE*(:|F;_1) dans cette formule, puis
ladifférence entre les deux expressions ainsi obtenues, on note que Y; doit
vérifier (rappelons que S; = S;_1&;/¢)

VAT <% — 1) = E*(H|F,) — E*(H|F,_1),

ou H := H/Ry, soit
_ dE(H|F) ~ E(H|Fi))

Y, =
Si-1(& — )
Il reste donc & montrer que Y; est F;_;—mesurable (i.e. ne dépend pas de &!).
E*(H
Notons €71 = (&,...,&_1). Alors la v.a. % est une fonction du
t—1
couple (£°1,).
Posons ~
E*(H|F,
g(€71 &) = CM-
St-1
On a t—1 x t—1
Y, = 9§ &) — E (g (8, &) Fi)
& —c
Notons que
b—c c—a
* t—1 . t—1 t—1
E* (9:(6 &) Fir) = 94(€ ’a)b —5 T 9:(§ 7b)—b e
donc
v (9:(671,&) — g(§71,a)) 1?_;2 + (g(€71, &) — g(€71,0)) —
L=

§—c ’

donc dans les deux cas & =a et & = b, on a :

t—1 t—1

Y, — gt<§ 7b) _gt<§ 7a’>

t —_— .
b—a

Remarque 9.2.11. La derniére formule donne la fraction de la richesse a
investir dans l'actif risqué, a chaque instant t, pour réaliser une stratégie de
couverture. Notons la forme particuliere du membre de droite, qui s appa-
rente a une “dérivée approchée”. Dans le cas du modele continu du chapitre
sutvant, on aura une dérivée, d’ou la terminologie “produit dérivé” utilisée
pour désigner les options.




9.2. OPTIONS EUROPEENNES DANS LE MODELE DISCRET 281

9.2.5 Prix du call et du put

Nous allons maintenant préciser la formule pour V;(X,Y) dans les deux
cas du call et du put. Notons

B b—rc

donc
Il—p=P" (& =0).

Dans le cas du call européen,
V(X,Y) = TR [ S, H = |ft] .
s=t+1

Mais pour tout 0 < k < T — ¢, avec la notation C* = k!(ﬁk)!,

T
IP* ( H gs — akatk> — Céi,tpk@ _p)Tftfk.

s=t+1

Donc

Vi(X,Y) = T“Zc;i PP = p) PRS- K

et dans le cas du put européen,

T—t
Vi(X,Y) = TN O pF O T (K = Sk

k=0

9.2.6 La formule de Black—Scholes

Nous allons maintenant établir les formules du modéle continu qui sera
présenté ba la section 9.3, & savoir la formule de Black—Scholes, par passage
a la limite sur le modéle discret, avant de la réobtenir plus loin directement
a partir du modele continu.

On suppose maintenant que, 7' étant un réel positif arbitraire, ¢ prend les
valeurs

1 [NT]

0, —=,...,——
7N7 7N7
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et que
[N1]
Si=So[[&
k=1
[Nt]
Sy =Soexp | Y o |
k=1
avec

N N T
=1 — .
n,. = logé; N

On suppose que les 77 prennent leus valeurs dans I'ensemble {—ﬁ, ﬁ}

Cela signifie, par rapport aux notations ci-dessus, que (les indices supérieurs
N ne sont pas des exposants!) :

N =exp(r/N), o =exp(r/N —o/VN), b =exp(r/N+o/VN).

La formule pour le prix du call (resp. du put) devient donc, si Z :=

Nt
AR
E* [(SO exp(Zy) — Ke ") J
(resp.

E* [(KG_TT — S eXp(ZJTV))J ).

Il reste a trouver la loi limite de Z&¥ quand N — oo sous IP*. On a le
Théoréme 9.2.12. Si ZN = SN0 et pour chaque N les {n, k > 0}
sont i.i.d. a valeurs dans {—ﬁ, ﬁ}, avec ITEnY = Ay, et NAy — X\ quand
N — o0, alors sous IP, quand N — oo,

ZN = M +0B, t>0,

ot { By, t > 0} est un mouvement brownien, cf. la définition 9.3.1 ci—dessous.
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PREUVE On sait (cf. par exemple [6] page 180) que si une v.a.r. X admet un
moment d’ordre 3, pour tout r € IR,

E(exp(irX)) = 1 +irE(X) — TE(X?) - i (E(X?) + 5(X, 1)),

avec |6(X,r)| < 3IE(|X|?). Donc

2 2
E(exp(irnl)) = 1+ irAy — 52+ O(N7/2),
donc
r2o2 [Nt]
Rlexp(r) = (1 ir = 5%+ 0(v2))

, r2o’t
— exp | irAt — 5 )

quand N — oo. On reconnait la fonction caractéristique au point r de la loi
normale N (¢, 0?t), qui est la loi de At + 0B, puisque la loi de B; est la loi
N(0,1). O

Pour pouvoir appliquer ce théoréme, il nous reste a calculer l'espérance
de niY sous IP*. Cette derni¢re probabilité est caractérisée par l'identité

E* exp(n,iv) =1,

d’ou U
evN —1 1—e v~
pa - o _ o pb — o _ o
evN — e VN evN — e VN
et ) .
g
EnY = ——— + o(=).
=5y Teoly)

Il résulte alors du théoréme 9.2.12 que sous IP*,

0.2
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On en déduit la formule limite pour le prix du call :

02T 2
Co = (27r)1/2/ (Soe’TJ“"/Ty - Ke”“T> eV 2dy,

—00 +

—+00

et celle du put
+oo

0_2
Py = (27r)_1/2/ (Ke_rT — Soe_TT”LUﬁy) e_y2/2dy.
oo +

Ces formules se réécrivent comme suit en fonction de la fonction de répartition
F' de la loi normale centrée réduite.

Co = SoF(dy) — Ke "TF(dy),
Py = Ke "T'F(—dy) — SoF(—d,),

avec
1 T T
dy = ——log <@> f VT VT
oV T K 2
1 T T
dy = —=log <@> —|—T\/7 —i.
ovVT K o 2

Notons que l'on retrouve bien la parité call-put, en remarquant que F'(d;) +
F(—-d)=1i=1,2.

9.3 Le modéle et la formule de Black—Scholes

On va maintenant considérer un modéle ot le cours du sous—jacent S
varie en temps continu, ¢ € R, , et le cours S; prend ses valeurs lui aussi

dans R,.

9.3.1 Introduction au calcul stochastique

Toutes les v.a. et les processus qui suivent seront définis sur un espace de
probabilité (2, F, IP).
Le modéle de Black—Scholes stipule que

St = SO eXp(At + O'Bt),
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ce qui d’apreés la formule d’It6 du Théoréeme 9.3.4 ci—dessous résulte de
dSt = /LStdt + O'StdBt,

avec A = 1 —02/2, ot p € IR est le coefficient de dérive et o € IR est appelée
la volatilité. { B, t > 0} est un mouvement brownien (standard).

Définition 9.3.1. Un processus stochastique {By,t > 0} est appelé mouve-
ment brownien si ses trajectoires sont continues, By = 0 et
(i) pour toutn € N, 0 =ty <ty < --- < ty, la suite By,, B, — By,, ..., By, —
B,, | est une suite de v.a. indépendantes ;
(ii) pour tout 0 < s < t, la loi de B; — By est la loi N(0,t — s).

On en déduit que le processus {log (g—é) , t > 0} est a accroissements
indépendants (i.e. posséde lui aussi la propriété (i) de la définition), et que
pour 0 < s < t, laloi de log% est la loi N(A(t —s),02(t — s)). Le processus
{S¢} est appelé mouvement brownien géométrique.

Une propriété fondamentale du mouvement brownien est donnée par la

Proposition 9.3.2. Soitt > 0, et 0 =t <t} <--- <t =1 une suite de
subdivisions de l'intervalle [0,t] telle que sup(ty —t}_ ;) — oo, quand n — 0.

k<n
Alors
n

> (By =By ) —t,

k=1
en moyenne quadratique , quand n — Q.

PREUVE On a

n 2
By (By—By,) =t
k=1
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quand n — oc. 0]

Ce résultat indique que les trajectoires du mouvement brownien sont trés
irrégulieéres. Si elles étaient dérivables (avec une dérivée intégrable), la limite
ci-dessus ne serait pas t mais 0 (exercice). Malgré cela, on va définir une
intégrale stochastique du type

t
/ psdBs, t >0,
0

Y 2 : ! st A< rA s Y 3
(que 'on ne peut pas écrire gosd—ds, parce que la dérivée Is n’existe
0 S S
pas). On distinguera deux types d’intégrale stochastique
1. L’intégrale de Wiener, dans le cas ou 'intégrand ¢ est déterministe ;

2. L’intégrale d’Itd, dans le cas ou I'intégrand ¢ est un processus stochas-
tique.

Commencons par construire l'intégrale de Wiener. On considé une fonc-
tion {f(s); 0 <s < T} déterministe, telle que

T
/ f2(s)ds < oo.
0

On définit alors ["intégrale de Wiener

t
/ f(s)dBs, pour 0 <t¢<T.
0

Supposons tout d’abord que f est en escalier, c’est a dire

f(s) = Z Sl i)
k=1

avec 0 <ty <t; <...<t, <T. Alors une définition naturelle de I'intégrale
de Wiener est

/0 f(s)dB, = Z fk(Bt/\tk_H — Bint,)

k=1
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On déduit aisément des propriétés du mouvement brownien que :

]E/O f(s)dB, =0

D [( / t f(8>st)2

2

=1 Z Ir (BtAtkH - Bt/\tk)

k=

=D Rt At —EALy)
k=1
¢
= / f2(s)ds.
0
La formule d’isométrie

E [( / tf(S)st)Q - [ res

permet d’étendre la définition de l'intégrale de Wiener, des fonctions en es-
calier a toutes les fonctions de carré intégrable. On vérifie aisément que le
processus

n
1

{Aaﬂ@dBm(JStgiw

est un processus gaussien, a accroissements indépendants, de moyenne nulle,
et qu’il vérifie

D [( / tf(s)st)z

Nous allons maintenant présenter la construction de [’intégrale d’Ito. Pour
cela, il nous faut introduire la filtration du mouvement brownien :

t
= / f(s)ds, 0<t<T.
0

ﬂéff:U{Bs; 0<s<t}VN,

i.e. F; est la plus petite tribu qui rend mesurables toutes les v.a. B, pour
0 < s <t, et qui contient en outre les ensembles de IP—mesure nulle de la
tribu F.

Notons M?2(0,T) le sous—espace de Hilbert de

L2(Q % [0,T], F ® B([0,T)), dIP x dt)
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des classes d’équivalence des processus {¢;(w), w € Q, 0 <t < T} de carré
intégrable, qui sont tels que pour tout 0 <t < T, la v.a. ¢; est F; mesurable.
On dit qu’un tel processus {y;} est adapté.

La construction que nous avons faite de I'intégrale de Wiener s’étend a
Iintégrale d’It6 comme suit. On considére tout d’abord des processus de la

forme
Z 9019 1]tk trt1] ( )

ol y, est supposée F;, mesurable et de carré intégrable, 1 < k£ < n. Pour un
tel o,

t n
/ wsdBs é Z Pk (Bt/\tk+1 - Bt“k) :
0 k=1

On va utiliser de fagon répétée le fait suivant qui résulte de la propriété (i)
du mouvement brownien et de la définition de F; (exercice) : V0 < s < t, F;
et B; — B, sont indépendants. Alors

]E/ psdBg = Z]E@k]E BmtkH Bt/\tk>
k=1
=0

et

o[y

= Z & [902 (Bmtkﬂ - Bt/\tk)Q]
k

+2 Z E [906 (Bmt“l - Bt/\tg) Pk (Bmtkﬂ - Bt/\tk)]
<k

= E(e)(t Atgyr — t A Ly)
k

t
= ]E/ ©Yids
0

A nouveau, la propriété d’isométrie que nous venons d’établir permet d’étend-
re l'intégrale d'It6 a tout ¢ € M?[0, 7.
On ale
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Théoréme 9.3.3. Pour tout ¢ € M?[0,T], 0 < t < T, Uintégrale d’Ité
vérifie

t
]E/ psdBs =0,
0

t 2 t
E </ gosst) = ]E/ ©2ds.
0 0

En outre le processus {f(;f wsdBg, 0 <t < T} est une martingale, puisque si

0<s<t,
t S
E {/ gordBr\fs] :/ ©rdB,.
0 0

Nous admettrons que I'on peut étendre I'intégrale d’1t6 a des {¢; } adaptés
qui vérifient seulement

T
/ @Zdt < oo p. s.
0

t
Cependant, pour un tel {¢;} on ne sait pas a priori si la v.a. / psdB; est

0
intégrable, et les trois formules du théoréeme 9.3.3 n’ont plus de raison d’étre
vraies. On a cependant toujours I'inégalité (exercice)

t 2 t
E ( / %st) <E / ©2ds
0 0

Nous pouvons maintenant établir la formule d’Ito :

Théoréme 9.3.4. 5i ® € CY*(R. x R), alors pour tout t > 0,
t
®(t, B;) = ©(0, By) +/ @, (s, By)ds
0

t / ]_ t "
+/ (I)x<SJBS>dBS+§/ .. (s, Bs)ds.
0 0

Remarque 9.3.5. Le terme %(I)gx est nouveau par rapport aux formule du
calcul différentiel usuel. Sa présence est liée au caractére tres irrégulier des
trajectoires du mouvement brownien, plus précisément au résultat de la Pro-
position 9.3.2.



290 CHAPITRE 9. MATHEMATIQUES FINANCIERES

PREUVE Pour simplifier, on va considérer seulement le cas d’une fonction
® € C(R) et on va montrer qu’alors

®(B,) = ®(0) +/t @’(Bs)d33+%/tq>

1"

(Bs)ds.

k
Posons t} = —t,n € IN, 0 < k < n. Alors
n

n

O(By) — (0) = > (®(By) — ®(Byy_)

k=1

= Z ®(By_,)(By — By._,)

+ = ZCD Op)(By — By )

k—1

par la formule de Taylor a l'ordre 2, avec ©} appartenant a l'intervalle
[Bin_ ., Bin]. 1 résulte de la formule d’isométrie de I'intégrale d’It6 que

t

/ Z(D tk 1 Btn _BtZ 1)
0

—]EZ/ O (By )[*ds

— 0 par convergence dominée.

2

E

On remarque ensuite que

i ((I) (Btg 1) — q)//(@Z)) (Btg _ Bt271)2

k=1
> (By =By )’

< sup | (B ) — 2 (6})

k=1
—0
en probabilité, quand n — oo, puisque
sup’@ (B ) — @ “en| — o, etz By — Byp ) — .
k
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Enfin une variante de 'argument de la preuve de la Proposition 9.3.2 permet
de montrer que

t
2
Z‘I’ (Bip_ )(Bep — B ) */0‘1’

quand n — oo. Plus précisément, on montre d’une part que

(ﬁ}fmeW%—B%f—uﬂ4ﬂﬂ> -0,

et d’autre part que

n t
Z¢me%%J*/®
k=1 0

O
La formule d’It6 se généralise comme suit.
On appelle processus d’Ité6 un processus {X;,0 <t < T} de la forme
t t
Xi=ao+ | Yds+ / psdBs, (9.1)
0 0

ouz € IR, ¥ et ¢ sont des processus adaptés tels que

T
/ (6] + PVt < 00 pes
0

On a alors le résultat suivant, dont la preuve est analogue a celle du Théoréme

934 :

Théoréme 9.3.6. Si {X;, 0 <t < T} est un processus d’Ité de la forme
(9.1), et ® € CH?(Ry x R), alors pour tout t > 0,

t
O(t, X;) = CD(O,SC) —|—/ D (s, X,)ds
t
" <I> (s Xids + [ (5, X.)pudB,
0

2ds.

l\DI»—A\
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On aura besoin de la formule d’It6 multidimensionnelle : on considére un
mouvement brownien {B,, t > 0}a valeurs dans IR* (dont les coordonnées
sont k£ mouvements browniens réels mutuellement indépendants), ¥, adapté a
valeurs dans IR?, ¢, adapté a valeurs dans R*. Alors si # € IRY, le processus

t t
Xt::c+/wsds+/<psd83,0§t§T
0 0

est un processus d’It6 & valeurs dans IRY.
Si maintenant ® € C4%([0,T] x IRY), on a la formule d’It6 :

t t
®(t, X;) = (0, z) +/ ® (s, X,)ds +/ < @ (s, X,), 15 > ds
0 0

b I p
+/ < (I)m<87XS)7SOSdBS > +§/ Tr[q):m:<87XS)SOS()0:]dS
0 0

9.3.2 Equations différentielles stochastiques

Soit f, g :[0,T] x R — IR telles que

sup ([f(£,0)[ + |g(£,0)]) < o0

0<t<T
et en outre il existe K tel que
[f(t,2) = f(Ey)+ gt 2) —g(ty)| < K|z —yl, Yo,y € R, £ €[0,T] (9.2)
La condition (9.2) est appelée condition de Lipschitz. On a le

Théoréme 9.3.7. Sous les conditions ci-dessus, en particulier (9.2), pour
tout x € R, ’EDS

t t
Xo=at [ fsXpdst [ gls.X)dB. 0<1<T,
0 0

admet une unique solution X € M?(0,T).

PREUVE Notons F Papplication de I'espace M?(0,T) dans lui-méme définie
par

t t
F(X)=a+ [ fs.Xpds+ [ gls X)iB. 0<t<T,
0 0
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Une solution de 'EDS est un point fixe de F. Or pour que F' admette un
unique point fixe, il suffit qu’elle soit une contraction stricte pour une norme
bien choisie sur M?(0,T).

Appliquons la formule d’It6 au processus d'It6 F(X), — F(Y); et a la
fonction @ (¢, ) = e~*|z|? (o > 0 qui sera choisi plus loin). On obtient

e T F(X)p — F(Y)r|* + a/o e | F(X), — F(Y)|*dt
=2 [ PR = OO0 — 0.Vl
2 [P0 = P00 X0) = g(0.Y)aB

T
4 / eg(t, X,) — glt, Yo)Pdt.
0

Nous allons prendre I'espérance dans cette identité ; nous admettrons que I'in-
tégrale stochastique est intégrable et d’espérance nulle. 11 vient, en utilisant
en outre la condition de Lipschitz :

T
TE|F (07— FY)rl +al [ e F ), - P(Y) P
0

_E / SR(F(X), — FOYV))(f(t.X) — f(1.Y)
+g(t, Xy) — g(t, V) |?] dt

< IE/ e 2K|F(X); — F(Y)| x |X; = Yi| + K?| X, — Y3 [?] dt.
0
Il résulte de I'inégalité de Cauchy—Schwartz que
2K1E/ e F(X), — F(Y )| % |X, — Yildi
T
< ]E/ e F(X), - F(Y), |2dt+K2]E/ e | X, — Y;|dt.
0

Donc

T T
(0 —1)E / | P(X), — F(Y),[2dt < 2K2TF / ot X, — Vi[2dt
0 0
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On choisit alors o = 2K?% 4 2, d’oti :

T 2
2 2K
]E/ e~ CRM p(X), - (Y, 2dt
0

T
—(2K24+2)t 2
_TZHIE/O e~ CKTIY X, Y 2at.

9.3.3 Formule de Feynman—Kac

On considére ’équation aux dérivées partielles parabolique rétrograde :

ou ou 1 d%u
) + )9 0,0) + 5P @ TR = coulta), g

OStST,mGIR, w(T,z) = h(z), = € R.

On suppose que f, g satisfont la condition (9.2), que ¢ et  sont continues et
bornées sur IR. Pour chaque 0 < t < T, z € IR, on note {X%*, ¢t < s < T}
la solution de 'EDS :

Xt =at [ O+ [ g(X)aB, << T,
t t

On a alors le

Théoréme 9.3.8. Supposons que u € Cp>((0,T) x R) est solution de ’EDP
(9.3). Alors u est donné par la formule de Feynman—Kac :

u(t,z) = lh(X;x) exp <— /t ' c(Xﬁ’m)ds)}

PREUVE On applique la formule d’Ttd au processus (X5 Y;), avec Y, =
—/ c(X5P")dr, et a la fonction ®(s, z,y) = u(s,x) exp(y). Il vient
t

u(T, X2) exp (— /t ' c(XSt’m)ds) = u(t,z)

T s au
+/ exp (—/ c(Xf,’m)dr) g (X;f”‘“) — (s, XP™)d B,
¢ ¢ ox

+ / (% + Lu — cu)(s, X)) exp(Y,)ds,

. ou 1, 0%u . .
ou Lu(s,x) = f(x)a—x(s, x)+ 59 (x)%(s, x). Il reste & prendre 'espérance,

et a exploiter le fait que u est solution de (9.3) pour conclure.



9.3. LE MODELE ET LA FORMULE DE BLACK-SCHOLES 295

9.3.4 L’EDP de Black—Scholes

On va présenter une premiére facon de résoudre le probléme du pricing et
de la couverture d’une option européenne, en passant par la dérivation d’une
EDP.

On s’intéresse & une option européenne, qui rapporte a son détenteur
H = h(S(T)) a l'échéance T. Encore une fois nous pensons aux deux cas
hz)=(r—K); et h(z) = (K —x),4.

Le prix de cette option a l'instant ¢ est F;, 0 < t < T. Bien sir on a
Er = h(S(T)). On va supposer - on le démontrera ci-dessous a la section
9.3.9 - qu’il existe une application

u: [O,T] X ]1:{+ H]]‘:{Jr
telle que pour tout 0 <t < T,
Et == U(t, St)

Nous allons en outre supposer - 1a encore on peut le démontrer, mais c’est
un petit peu plus difficile - que

we CH((0,T) x Ry),

si bien que I'on peut appliquer la formule d’It6.
Notons que l'on a

E; = u(t, Soexp(At + 0 By)),

donc une application de la formule d’It6 du théoréme 9.3.4 nous donne
ou ou o? 0%

dEt = (E(t, St) + MSta_:L‘(t7 St) + 75} ?(t, St)) dt

du
+ O'St% (t, St)dBt

L’absence d’opportunité d’arbitrage nous impose que s’il existe une stratégie
admissible {(X;,Y;), 0 <t < T} telle que la richesse associée a I'instant final
soit

VT(X7 Y) = h(ST)a

alors nécessairement

Vi(X,Y)=E, 0<t<T.
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Par ailleurs,
VI(X)Y) = XiR, + Y.,

et la condition d’autofinancement s’écrit en temps continu
Mais
th == Ttht

et en utilisant une fois de plus la formule d’It6, on obtient
dSt = MStdt + O'StdBt.

On déduit des derniéres identités une seconde formule pour la différentielle
de F;, a savoir
dEt = (TXth + MY;gSt) dt + O'Y;StdBt

On va maintenant utiliser un résultat bien connu des aficionados du calcul
stochastique, a savoir que lorsque deux processus d’It6 sont identiques, on a
nécessairement identité des coefficients de dB;, et identité des coeflicients de

dt.
D’out d’une part :

U}/;St O'Stg (t St)
soit encore 5
u
Y, = —(t
t 837( 7St)

(on vient d’identifier la stratégie de couverture, sur laquelle nous reviendrons
ci—dessous), et en outre

ou ou
TXth + ,MY;St 8 (t St) + ,LLSta (t St)
62
Sfa B <t7 St)
Mais on sait déja que
ou
Y, = —(t
t 837( 7St)7

d’ou l'on tire, grace a
Xi Ry + Y, Sy = u(t, Sy),

O ).

Xt = R;1<U(t, St) Sta
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Donc la relation ci—dessus devient

ou ou 0%u
o —(t,5,) +rSta (t,S;) + S,?a 2(t Sy) = ru(t, S;)

(Tv ST) = h(ST)

Une C.N.S. pour que ces relations soient satisfaites p.s. est que u soit solution
de 'EDP parabolique

e P AT
ot or T T o2

0<t<T, zeRy; u(T,x) = h(x), v € Ry.

t,x) = ru(t, z), (9.4)

9.3.5 La formule de Black—Scholes (2)

Rappelons que

t t
Sy =Sy + u/ Seds + 0/ S,dB;.
0 0

Posons
B =B+ 5"
o

Alors . .
Sy =S+ 7“/ S.ds + 0/ S<dB;.
0 0

Soit maintenant IP* une probabilité sur (€2, F) telle que sous IP*, { B/, t > 0}
soit un mouvement brownien. Non seulement une telle probabilité existe, mais
on verra ci—dessous qu’elle est équivalente a la probabilité IP (sous laquelle
c’est {B;} qui est un brownien).

Notons que

d(R;ISt) = UR;lstdB:,

donc le prix actualisé S, = R; 'S, est une martingale sous IP*, qui a nouveau
s'interpréte comme la probabilité risque neutre.

Il résulte alors de la formule de Feynman-Kac (théoréme 9.3.8) et de
I'équation (9.4) que

u(t,z) = E* [eir(Tit)h(ST)‘St = ZC} )
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soit
E,=u(t,S) =E" [e ™" n(Sr)|S,],

et en particulier
Ey = u(0,Sy) = E* [e7""h(S7)] .

Sachant que sous IP*, la loi de log(St/Sp) est la loi N((r— U—;)T, o?T), on
en déduit en particulier les formules pour Cy et Fy que 1'on avait obtenues
une premiére fois & la section 9.2.6.

9.3.6 Généralisation du modéle de Black—Scholes

Dans le cas du call, on remarque que h'(x) > 0, et on s’attend a ce que

ou . : )
—(t,x) > 0 : toutes choses égales par ailleurs, si le cours du sous—jacent

ox

monte, le prix de 'option monte; donc on s’attend a ce que Y; > 0. Notons
que ces inégalités sont renversées dans le cas du put !

Par contre rien n’indique si la somme d’argent X; mise sur 'actif non
risqué est positive ou négative (i.e. s’il s’agit d’'un dépot ou d'un prét), et
I’hypothése que le taux d’intérét est le méme pour les deux cas est tout a fait
irréaliste.

Supposons donc que les dépots bénéficient d'un taux r*, alors que les
préts se font aux taux r~. En posant

+ _ —
Rf=e"" R, =€,

on a, dans le cas d’une stratégie autofinancée, si X;¥ = max(0, X;), X, =
max (0, —X;),

dViy = (X,"r" RS — X, r~ R, )dt + Y,dS,.

Si l'on reprend la démarche qui a conduit a la section 9.3.4 & 'EDP de
Black—Scholes, on voit que 'on obtient & nouveau

ou
Y, = —
t 837 <t7 St)7
et cette fois
0
X R = (ult, Sp) = S (8, 50)+
ou

X, Ry = (u(t, Sy) — St%(t, Si))-,



9.3. LE MODELE ET LA FORMULE DE BLACK-SCHOLES 299

d’ott 'on tire ’'EDP non linéaire.

ou o2x? 0%u L ou '
E(tax)—i_T@ _H(T , T ,x,u(t,x),%(t,x)),
uw(T,x) = h(z),

avec H(avbaxvyap) - CL(’y - :L‘p)-f— - b(y - Tp)—'

9.3.7 La formule de Black—Scholes (3)

Nous allons nous poser une question un peu plus générale que la question
précédente.

Etant donnée une option qui rapporte a son détenteur la somme H (> 0)
a l'instant T', quel est le juste prix de cette option? On suppose que la v.a.
H est Fr mesurable, ot a nouveau, aux ensembles de mesure nulle pres,

Fi=0{Bs,0<s <t} =0{5%;0<s <t}
Un exemple particulier est le cas ou
H = h(Sr),

notamment pour le call et le put européens, mais on verra plus loin d’autres
types d’options, qui ne sont pas de cette forme particuliére.

Nous allons nous laisser guider par ce que nous avons fait dans le cas du
modele discret, et dans les sections précédentes.

On pose la question sous la forme suivante : trouver V[, et une stratégie
autofinancée {(X;, Y;);0 <t < T}, tels que

T T
VT(X, Y) - ‘/E] —|—/ Xtht + / Y;dSt
0 0
=M.

A nouveau R; = €™, et on définit la valeur actualisée du portefeuille & I'ins-
tant ¢ :

VA(X.Y) = R 'Vi(X,Y)
= Xt + 27
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en posant 37,5 2 RS, ; c’est la valeur actualisée de la partie du portefeuille
investie sur l'actif risqué. Alors

Y, =V, - X,
En outre
dVi(X,Y) = —rV,dt + R;'dV,

= —rVidt + rX,dt + R;'Y,dS,

— —rY,dt + R;'Y,dS,.
Mais

dSt = MStdt + O'StdBt,

donc

dV, = (n— r)f/tdt + oY,dB,.

Posons finalement
—r
el 1B,
o

Alors B B
dVy = oYydBy,

soit

T
Vi=e ™ H—0o / Y,dB:
¢
Soit maintenant IP* la probabilité sur (€2, Fr) telle que
{B; 0<t<T}
soit un IP* mouvement brownien. On suppose que
E*(H?) < oo.
Sous cette hypothése, on montre aisément que
T ~
]E*/ |Y;|2dt < oo,
0

donc en particulier B
V, = e "TIEY(H|Fy),
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soit
V, = e "B (H|F),

ce qui redonne encore une fois la formule de Black—Scholes pour les prix du
call et du put européen.

Qu’en est-il de la stratégie de couverture? Sous IP*, {\7,5} est une mar-
tingale de carré intégrable adaptée a la filtration 7. Un théoréme général
d’Itd nous dit alors que

t
vt=v0+/zsdB:,0§t§T,
0

avec un unique Z € M?(0,T). On retrouve

R,

Y, = )
! O'St

Dans le cas o H = h(Sr), on a 'EDP de Black-Scholes et Y; se calcule en
fonction de la dérivée de sa solution. Dans des cas plus généraux, le calcul
peut se faire (mais de fagon pas trés explicite!) avec d’autres outils de calcul
stochastique, par exemple le calcul de Malliavin.

Terminons cette section par deux exemples classiques d’options qui ne
sont pas de la forme H = h(St).

Exemple 3.1 Option barriére d’achat

C’est une option qui rapporte a I’échéance :

H=1 (Sr — K)4,

{ sup Sy < B}

0<t<T

autrement dit on a le méme gain qu’avec une option d’achat européenne,
mais on n’a le droit d’exercer cette option que si le cours du sous—jacent n’a
jamais atteint la barriére .

Exemple 3.2 Option d’achat asiatique

Il s’agit d'une option qui rapporte a son détenteur a 1’échéance

1 T
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9.3.8 Le théoréme de Girsanov

La probabilité IP* peut paraitre mystérieuse. En fait elle apparait natu-
rellement dans le théoréme de Girsanov, dont nous allons en fait donner une
version simplifiée diie & Cameron et Martin.

Etablissons tout d’abord le

Lemme 9.3.9. Un processus continu {B;, 0 <t < T} est un mouvement
brownien ssi pour tout n, tous 0 =tg <ty <---<t, <T, uy,---,u, € R,

Zuk (Btk - Btk 1 = exp [ Zuk — U 1
1

PREUVE La CN résulte de ce que si {B;} est un mouvement brownien, la loi
duv.a. (By, By, — By, -+, By, — By, ) est laloi N(0,A,,), avec A,, matrice
diagonale n x n, dont le k—iéme terme diagonal vaut t, — t,_1.

La CS résulte de ce que si la formule est vraie, la loi de (By,, By, —
By, -+, By, — By, ) est laloi N(0,A,,), pour tous n, 0 <t < -+ <t, 1 <
tn, donc (i) et (ii) de la Définition 9.3.1 sont satisfaits. O

IE exp

On a alors le

Théoréme 9.3.10. Soit {B;, 0 <t < T} un mouvement brownien défini sur
Uespace de probabilité (Q, F,P).
Si f € L2(0,T),

t
B::Bt—/ f(s)ds, 0<t<T;
0

Z, = exp </Ot f(s)dBs — % /Ot f2(s)ds>

et IP* est la probabilité sur (2, Fr) telle que

dlP*
dP

alors {Bf,0 <t < T} est un mouvement brownien sous IP™.

ZT7

PREUVE Au vu du lemme précédent, il suffit de montrer que pour tout
g € L*(0,T),

E* [eXp (/OTg(t)dBf)] = exp (% /OTgQ(t)dt)
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B e ([ Tg@dB;)]

~w e { [ 10 + iz~ 3 [ Rrogte) + ol

= exp (% /OT g2(t)dt)

9.3.9 Propriété de Markov et EDP

Mais

Pour obtenir I'"'EDP de Black-Scholes” a la section 9.3.4, nous avons admis
qu’a chaque instant ¢, le prix E; de 'option est une fonction du cours du
sous—jacent Sy, i.e. que E; s’écrit

Et = U(t, St)

On a vu a la section 9.3.7 que

R
E, = _Rt E*(H|F,).
T

Pourquoi et & quelle condition cette espérance conditionnelle est—elle une
fonction de S; 7

Définition 9.3.11. Soit {X;,t > 0} un processus stochastique. {X,;} est
appelé processus de Markov si pour tout 0 < s < t, toute f € Cy(IR),

E[f (X)) 7] = E[f (X)X,

ou FX 2 o{X,;0 <r <s} (ades ensembles de mesure nulle pres).

Remarquons que (& des ensembles de mesure nulle prés) F;, = 0{S;;0 <
s<t}.Onala

Proposition 9.3.12. Sous IP*, {S;;0 <t < T} est un processus de Markov.

PREUVE Si 0 < s < t,

0.2

Sy = Ssexp |(r — 7)(15 —s)+o(B; — B)

S
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Donc

0.2

E* [f(S)|Fs] = \/%_W/Rf (SS exp {(7’ — ?)(t —s)+ ax\/ED e Pdy
= E*[£(S0)[54],

puisque Ss et F; mesurable, et B — B¥ est indépendante de Fy sous IP*. [J

On peut donc en fait utiliser la formule de Feynman-Kac a 'envers, i.e.
déduire EDP satisfaite par la fonction u(t, x) de la formule

E, =E [e"Tn(Sr)|S] -

Nous pouvons maintenant nous demander si dans les cas de ’'option barriére
et de 'option asiatique, le calcul du prix de 'option peut encore se ramener
a la résolution d’une EDP.

EDP associée a option barriére

Reprenons 'option barriére d’achat de ’exemple 3.1. Posons

St = Sinrgs
ou 7z = inf{t <T; S; > B}, et
0, six < K
h(zx)=q z—K, si K <x<f;
0, siz>pf.

Alors, dans le cas de 'option barriére d’achat, la v.a. H se réécrit
H = h(S)).

Par un argument analogue a celui de la proposition 9.3.12, on montre que
{Sf , 0 <t < T} est un processus de Markov. Sous la probabilité risque
neutre, on a a la fois que R; 'S, et R;}TB Sinr, sont des martingales, et les
arguments de la section 9.3.7 conduisent a nouveau a la formule

R
B, = B [R—tmsg)\sf]
T
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Notons que pour ¢ > 75, E; = 0. Soit, si E; = u(t, Sf), u(t, ) = 0. L’EDP
devient
8u<t )+ 6u<t )+ o?x? 0%u
—(t,x) +re—(t,x —
’ oz 2 Ox?
wt,3)=0;0<t<T; w(T,z)="h(x), 0<x<f.

(t,x) =ru(t,z), 0<t<T,0<z<f;

EDP associée a 'option asiatique

t
Posons U; = / Ssds. Alors, dans le cas de I'option asiatique,
0

H = n(Ur),

avec cette fois h(x) = (T 1z — K),. Il n’est pas trop difficile de vérifier que
{U;, 0 <t < T} n’est pas un processus de Markov ; par contre { (S, U;); 0 <
t < T} est un processus de Markov, d’ou

ou {u(t,x,y); 0<t<T, x>0, y> 0} est solution de 'EDP

@(t )+ ﬁ@+ @4_ @_ (t )—O
oY 2 02 or x@y reps Y=

0<t<T, x,y > 0; u(T,x,y) = h(y),

9.3.10 Option portant sur plusieurs sous—jacent

Jusqu’ici nous nous sommes contentés d’étudier des options portant sur
un seul actif risqué. Méme si c’est le cas d’'un grand nombre d’options, il en
existe qui portent sur plusieurs actifs risqués a la fois. Un premier exemple
typique de ce second type est le cas des options spread, qui portent sur
I’écart entre les prix de deux actifs, i.e. H = (St —S2),, ou S! et S sont les
prix de deux actifs risqués. Un second exemple est constitué par les options
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sur portefeuille appelées aussi options panier (basket option en Anglais). Les
options sur indice (type CAC 40) en sont un exemple. Une option de vente
(put) sur portefeuille est un moyen d’assurer son portefeuille. Etant donné
un portefeuille composé de a; actions de prix S} a linstant ¢, 1 = 1,...,d,
un put qui paye (K — > | a;S%), garantit que le portefeuille pourra étre
revendu au moins au prix K a I’échéance.

Suposons que, outre I'actif non risqué, qui cote R; = €' a l'instant ¢ le
marché est composé de d actifs risqués, dont les prix S}, i = 1,. .., d, fluctuent
suivant le modéle

d
dS} = pSidt + S 0;dBl, 1<i<d, t >0,
j=1
ou B}, ..., Bf sont d mouvements brownien mutuellement indépendants. Une

application de la formule d’It6 permet de vérifier que cette EDS multidimen-
sionnelle admet comme unique solution

d

Jj=1

St = St exp ,1<i<d, t>0,

avec \; = fi; — %Z?Zl ol

La question naturelle a se poser, pour généraliser la théorie de Black—
Scholes, est celle de 'existence d’une probabilité risque neutre IP* équivalente
a la probabilité IP, sous laquelle le processus des prix actualisés e 'S, =
e "(SE, ..., S8%), t > 0} soit une martingale vectorielle, ce qui sera une consé-
quence de l'existence d'un P*~mouvement brownien d—dimensionel { Bf, t >

0} tel que
d

dS; =rSjdt+ 5} 0;;dB?, 1<i<d, t>0.

j=1
Notons r le vecteur de IR? dont toutes les coordonnées sont égales a r, et
251 011 - . Oud
p=1 1, %=
Hd Od1 - - 0Ogd
La seconde écriture des S} est équivalente a

(r—p)t =S(B, — B), t > 0.
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On est donc conduit & formuler I’hypothése cruciale suivante :
Y est inversible. (9.5)

Sous cette hypothese, on déduit de la relation précédente entre B; et B* la
formule

By =X Yr — p)t+ By, t > 0. (9.6)

II résulte d’une généralisation naturelle (exercice) du théoréme de Girsanov
9.3.10 que si

dp*
dIp

1
= exp < 27 (p— 1), Br > 5|57 - )T

alors {Bf, 0 < t < T} et un mouvement brownien d-dimensionnel (i.e.
{B}},...,{B%} sont des mouvements brownien scalaires mutuellement indé-
pendants) sous IP*.

En reprenant les arguments de la section 9.3.7, on a que le prix E; de
l'option a l'instant ¢ est donné par la formule (formellement la méme que
dans le cas unidimensionnel)

B, = e "TUE(H|F),

d’ol en particulier
Ey=e"TIE*H. (9.7)
Si H = h(Sr), on a donc Ey = e "TIE*h(S7). Notons pour ¢ > 0 logS; le
vecteur (log S}, ..., log S?). Sous IP*, la loi de log(St) est la loi de Gauss
vectorielle N (log(So) + (r — 35%)T,X5*T), ou s* = (s3,...,s7), avec s7 =
d
> i1 agj.
Le processus {S;, t > 0} a valeurs dans R? est un processus de Markov,
donc dans le cas ot H = h(Sr), il existe une fonction u : [0, 7] x R* — IR

telle que
Et = U(t, St)7 0 S t S T.

On montre par un raisonnement analogue a celui de la section 9.3.4 que u
est solution de ’'EDP parabolique dans ]Ri, avec a = 2%,

@(t )+ i %(t >+li vy ﬂ(lg ) = ru(t, x)
T , X ri:1 xlaxi , X 5 xlx]al]@xiaxj ,x) = ru(t,x),

1,j=1

0<t<T, zeRy u(T,z) = h(z), z € RL.
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En outre, le portefeuille de couverture est déterminé par la relation

0
Y;:a—”(t,st),lgigd,ogtgﬂ
X

au sens ou Y} est le “nombre” d’actifs numéro i que doit contenir ce porte-
feuille. La richesse associé est donc

d
ViX,Y)=X,R+> VS, 0<t<T.

i=1

9.3.11 Viabilité et Complétude

Les notions de marché viable et complet se définissent comme dans le cas
du modéle discret, au petit point prés qu'un marché complet est maintenant
un marché tel que a toute v.a. H > 0 Fp mesurable et de carré intégrable,
on peut associer une richesse initiale Vj et une stratégie admissible (X,Y)
telles que

T d
H="V,+ / X dR, + ) Y/dS;.
0 i=1

La restriction H de carré intégrable est inutile dans le cas du modéle discret,
puisque dans ce modeéle €2 est fini, donc toute v.a. est bornée.
On a le résultat fondamental

Théoréme 9.3.13. Le marché est viable ssi il existe au moins une proba-
bilité risque neutre IP* équivalente & IP. Le marché est complet s’il existe
exactement une probabilité risque neutre IP* équivalente a IP.

Le fait que 'existence d’une probabilité risque neutre entraine le caractére
viable du marché se démontre comme dans le cas du modéle discret. Nous
admettrons les autres affirmations de ce théoréme.

9.3.12 Remarques sur le calcul effectif

Nous avons associé a toutes les options rencontrées jusqu’ici une EDP (au
prix cependant d’un doublement de la dimension de la variable spatiale pour
I'option asiatique, ce qui alourdit singuliérement la résolution numérique).
Peut—on donner une formule probabiliste pour le prix de 'option dans le cas
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du modele considéré a la section 9.3.6 7 La réponse est oui, en faisant appel
a la théorie des “EDS rétrogrades” ; mais la formule en question n’est pas du
tout explicite.

Discutons maintenant du calcul effectif de la prime.

Formules explicites

Une premiére approche, qui n’est utilisable que dans les cas les plus
simples (qui incluent cependant presque tous les cas examinés jusqu’ici)
consiste a utiliser la connaissance de la loi des v.a. considérées, c’est a dire
que dans le cas du call européen on utilise la formule

CO = S()F(dl) — K@iTTF<d2)

(cf. fin de la section 9.2.6), avec F' fonction de répartition de la loi N(0,1),
laquelle est accessible avec une bonne précision dans Matlab, ou dont le calcul
numérique peut étre programmé. En ce qui concerne l'option barriére, on peut

utiliser la connaissance de la loi jointe du vecteur aléatoire ( sup Sy, St),
0<t<T

et en ce qui concerne l'option asiatique des mathématiciens ont récemment
progressé pour expliciter la loi de la variable aléatoire Ur.

Meéthode de Monte Carlo

Une seconde méthode, dont le domaine d’application est beaucoup plus
vaste, est la méthode de Monte Carlo, qui a été présentée au chapitre 1.
Rappelons que pour réduire la variance (et donc accélérer la convergence) on
a intérét, dans la mesure o 'on dispose d'une formule de parité call-put, a
calculer le prix du put par Monte Carlo, plutét que directement celui du call.

Notons qu’'une variante de la méthode de Monte Carlo consiste a simuler
un arbre binomial (éventuellement avec un N - cf. section 9.2.6 - grand)

Résolution numérique de ’EDP

Une derniére méthode consiste a résoudre I’EDP par une méthode numéri-
que de type différences finies. Notons que cela suppose de discrétiser le temps
et 'espace (et de borner 'espace infini IR ). Ces méthodes numériques ont été
développées par les spécialistes du calcul scientifique pour beaucoup d’autres
applications. Leur principale limitation est la dimension de la variable spa-
tiale, lorsque ’on considére un modéle avec un grand nombre d’actifs risqués.
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9.3.13 Volatilité historique - Volatilité implicite

L’utilisation des modéles ci—dessus pour le calcul de la prime suppose la
connaissance de trés peu de paramétres (il est remarquable que le paramétre
p dans le modele initial des fluctuations de S; a disparu). Le taux d’intérét
r peut étre considéré comme connu.

Par contre la paramétre o - la volatilité - n’est pas donné directement. On
peut tenter de 'estimer & partir des données des fluctuations passées, c’est
la volatilité historique.

Mais comme il existe un marché des options, ol les prix sont régis par la
loi de 'offre et de la demande, on peut inverser la formule de Black—Scholes,
pour en déduire une valeur de o, appelée volatilité implicite. 11 est & noter
que l'inversion de la formule pour différentes options de méme échéance T,
mais correspondant & des prix d’exercice différents, donne des volatilités im-
plicites différentes - effet smile. Ce fait contredit le modéle de Black—Scholes,
qui est trop simpliste pour traduire la complexité des marchés. Pourtant, sa
simplicité conduit & des formules explicites et intuitives qui sont trés utilisées
par les praticiens.

9.4 Options américaines dans le modéle discret

Contrairement aux options dites “européennes”, une option dite “améri-
caine” peut étre exercée a tout instant entre la date de signature du contrat
(I'instant 0) et I’échéance (I'instant 7). Notons h(S;) ce que rapporte 'option,
lorsqu’elle est exercée a 'instant ¢. Dans le cas d'un call américain, h(z) =
(x — K)4, dans le cas d'un put américain, h(x) = (K — z);. On notera
Zy = h(Sy), 0 <t < T, et A le prix de l'option américaine & Uinstant
t, 0 <t < T. En particulier, Ay est la prime dont I'acheteur de l'option
ameéricaine doit s’acquitter au moment de la signature du contrat (I'instant
0).

On suppose a nouveau que

Rt:<1+7”)t, OStST

et on définit les valeurs actualisées

~ Zt 1 At
Zy= e A=
)t Tt (1)
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Cherchons & préciser la valeur de A; par récurrence rétrograde. Tout
d’abord, il est clair que
AT = ZT.

A Tinstant T'—1, le détenteur de 'option a le choix entre I'exercer immédiate-
ment, ou bien la conserver pour espérer en tirer un meilleur profit a 'instant
T. Donc on a

1
Ar_ 1 = Zp_ 1N ——IE (Z7|Str_1).
T—1 T—1 1+r (T|T1)

Par le méme raisonnement, on a pour tout 0 <t < T,
1

A1 = Z Vv ——IE" (A Si—1).

t—1 =1V T, (A¢]Si-1)

En terme des valeurs actualisées, on obtient
Ar=2Z
et ~ (9.8)
At—l - Zt—l V ]E*(At|St_1), 0 < t S T
On pose la

Définition 9.4.1. On appelle sur-martingale (resp. sous—martingale) une
suite adaptée
{My; 0 <t <T} telle que pour 0 <t <T,

E[M;|F-1] < (resp. =) M.
On a la

Proposition 9.4.2. La suite {flt, 0 <t<T} estune IPffsurmartmgale.
C’est la plus petite IP*—surmartingale qui majore la suite {Z;, 0 <t < T'}.

PREUVE La propriété de surmartingale, et le fait que la suite {flt} majore
la suite {Z;} découlent immédiatement de la relation (9.8). Soit maintenant
{M,} une autre IP*-surmartingale qui majore {Z;}. Alors My > Zy = Ar,
et si M, > flt, .

My > E (M| Fi1) > B (A Fia),
et aussi M;_; > Zt—1, donc

My > Z  VIE* (A Fi 1) = Ay
O

Pour poursuivre notre étude des options américaines, nous allons préciser
ce qu'est la plus petite surmartingale majorant une suite adaptée donnée.
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9.4.1 Enveloppe de Snell

Commencons par la :

Définition 9.4.3. Une v.a. v a valeurs dans ’ensemble {0,1,...,T} est
appelée un temps d’arrét si pour tout 0 <t < T,

{v=t}eF.

Etant donnée une suite aléatoire adaptée {X;, 0 < ¢ < T} et un temps
d’arrét, la suite arrétée {Xin,, 0 < ¢t < T} est encore adaptée. Ceci résulte
de ce que v est un temps d’arrét ssi {v <t} € F, pour tout 0 < ¢ < 7. On
a en outre le théoréme d’arrét

Théoréme 9.4.4. Si {M,;, 0 <t < T} est une martingale (resp. une sur-
martingale), alors {Mn,, 0 < t < T} est aussi une martingale (resp. une
surmartingale).

PREUVE Il suffit de remarquer (avec la notation de la proposition 9.2.6) que
Mypy = M(Y),, 0<t <T,

1Y, = 1p<,y. Puisque {t < v} = {v <t—1}° lasuite Y est prévisible, et le
résultat pour les martingales est la proposition 9.2.6. Le méme raisonnement,
en exploitant la positivité de Y donne le résultat pour les surmartingales. []

Etant donnée une suite adaptée {Z;, 0 < t < T}, on veut étudier son
enveloppe de Snell, autrement dit la plus petite surmartingale qui la majore.
Celle—ci est la suite {U;, 0 <t < T} définie par

UT = ZT7
Ut - Zt V E(Ut+1|ﬂ), 0 S t < T

Notons que tant que U; > Z;, Uy = [E(Uyy1|F;). Cette remarque se formalise
en la

Proposition 9.4.5. La v.a. définie par
v=1inf{0 <t <T|U; = Z;}

est un temps d’arrét, et la suite arrétée {Uin,, 0 < t < T} est une martingale.



9.4. OPTIONS AMERICAINES 313

PREUVE Notons tout d’abord que
{v=t}={Us>Zo} - -N{Ui-1 > Z 1} N{Us = Zi} € Fe.
On pose & nouveau Y; = ly<y, Uy = U(Y ),
UY )1 —UY )t = Lipi<y (U — Uy),
et sur {t + 1 < v}, U, = E(Up1|F), donc E(U(Y ) —UY )| F)=0. O

Notons 7; I'ensemble des temps d’arrét qui prennent leurs valeurs dans
I'ensemble {t,t+1,...,T}.

Corollaire 9.4.6. On a

Uo = IE(ZV|JT0) = sup ]E(Z7—|JT0)

T€Ty

PREUVE D’apreés la proposition 9.4.5, {U.,,} est une martingale, donc

Uy = E(Urpw|Fo)
=1E(Z,|F).

Si T € 7y, d’apreés le théoréeme 9.4.4, {U.,} est une surmartingale, donc

Up > E(Unnr|Fo)
> E(Z|Fo).

Le corollaire se généralise en

Uy = sSup ]E(ZT|JTt)

TET

= E(Z,,|F),

si vy, = inf{s > t|Us = Z;}. On appelle temps d’arrét optimal un temps
d’arrét qui vérifie la propriéte d’optimalité du temps d’arrét v établie au
corollaire 9.4.6. Le théoréme qui suit dit que ce v est le plus petit des temps
d’arrét optimaux.
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Théoréme 9.4.7. Le temps d’arrét v est optimal ssi les deux conditions
sutvantes sont vérifiées

(i) Z, =U,
(ii) {Uirv, 0 <t < T} est une martingale.

PREUVE (i)+(ii) implique Uy = [E(Z,|F), donc 'optimalité de v d’aprés le
corollaire 9.4.6.
Réciproquement, supposons v optimal. Alors

Uy =IE(Z,|Fy) < IEU,|F),

et puisque {U.,,} est un surmartingale, IE(U,|Fy) < Uy, donc IE(U,|Fy) =
E(Z,|F) = Uy, d’ott comme U domineZ, U, = Z,, soit (i). Encore une fois
{U.nv} est une surmartingale, donc

Up > E(Uir|Fo) = E(U,|F),
mais comme les deux termes extrémes coincident, on a
E(Uin|Fo) = E(U,|Fo) = E(E(U,|F)[Fo).
Comme d’un autre coté Uy, > E(U,|F), on a légalité U, = IE(U,|F),
soit (ii).
9.4.2 Décomposition de Doob
On a la

Proposition 9.4.8. Toute surmartingale {U;, 0 < t < T} s’écrit de fagon
unique sous la forme
Ut = Mt - Ct7

ou {M;, 0 <t < T} est une martingale, et {Cy, 0 < t < T} est une suite
croissante, prévisible t.q. Cy = 0.

PREUVE Nécessairement, My = U, et Cy = 0. En outre
U1 — Uy = Myy1 — My — Cyyq + Gy,
d’ou en conditionnant par F;,

E(U|F) — U = —Ciyq + Cy,
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et
Mt+1 — M, = Ut+1 - ]E(Ut+1|ﬂ)-

En outre

Proposition 9.4.9. Soit {Z;, 0 < t < T} une suite adaptée, d’envelope de
Snell Uy = M; — Cy. Alors le plus grand temps d’arrét optimal est donné par

Vimaz = Inf{t < T, Cyyq # 0}.

PREUVE Le fait que vy est un temps d’arrét résulte de ce que {C.} est
prévisible. De C; = 0 pour t < V., on déduit que

U'/\Vmax = M'/\Vmax7

donc {U.pp,..} est une martingale. D’aprés le théoréme 9.4.7, il suffit pour
montrer que My, est optimal, de montrer 1'égalité U, .. = Z Posons

max Vmax *

Yi =100

=
L

Ui = ) YU + YrUr

Vmax

Tl
Le

Yimax(Zy, E(Upy1|F)) + YrZr

)
|
— O

YiZ, +YrZy

Il Il
N

Vmax)

ou on a utilisé les faits suivants : (U1 |F;) = My — Ciyq, et sur {Y; = 1},
Cy =0cet Cppq > 0, soit E(Upq|F) = My — Cypq < Uy, d’otl nécessairement
U =Z,.

Il reste & montrer qu’il n’existe pas de temps d’arrét optimal v tel que
V > Vmax €6 P(V > vpax) > 0. En effet on aurait

EU,) = EM,) - E(C,) = E(U) — E(C,) < E,),

donc {U.,,} n’est pas une martingale.



316 CHAPITRE 9. MATHEMATIQUES FINANCIERES

9.4.3 Enveloppe de Snell et chaines de Markov

Précisons maintenant la forme de I’enveloppe de Snell dans une situation
markovienne. Soit {X;, 0 < ¢ < T'} une chaine de Markov homogene a valeurs
dans un ensemble fini F, de matrice de transition P = {P,,, z,y € E}. On
suppose alors que pour 0 <t < T, F, = o{Xo,..., X;}.

Proposition 9.4.10. Soit {Z,;} une suite définie par Z, = ¥ (t, X;), avec
Y :{0,1,...,T} x E— R. Alors Uenveloppe de Snell {U;} de la suite {Z;}

est donnée par la formule U, = u(t, Xy), ot la fonction u est définie par

u(T,z) =y(T,z), =¢€k;
u(t,z) =v(t,x) VY Pyu(t+1y), z€E 0<t<T

Y

En pratique, pour déterminer le temps d’arrét
v =inf{t, Uy = Z;},

on calcule la solution u du systéme rétrograde de la proposition 9.4.10, et on
arréte a U'instant v = inf{t < T, u(t, X;) = (¢, Xy)}.

9.4.4 Retour aux options américaines

D’aprés la proposition 9.4.2, le prix actualisé {A,} de Poption américaine
est la IP*-envelope de Snell de la suite {Z, = (1 +7)7*h(S;) = R; 'h(S,)}.
On sait (généralisation du corollaire 9.4.6) que

A, = sup IE* (R ' h(S,)|F,),

veT;

soit
Ay = Rysup E* (R, '(S,)|F).
veT;
D’aprés la décomposition de Doob, A, = M, — C,, avec {Mt} une IP*—
martingale et C, croissant prévisible et nul en 0.

Puisque le marché est complet, il existe une richesse initiale Vj et une
stratégie autofinancée {(X,,Yy)} t.q. Vio(X,Y) = RyMy, soit Vp(X,Y) =
My, et comme on a deux IP*~martingales, V0 < t < T, f/t(X, Y) = M,, soit
A, = f/t(X, Y) —Cy, et Ay = Vi(X,Y)=Cy,onC, = R,C,. Une date d’exercice
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optimale 7 vérifie A, = h(S;). Elle doit vérifier 7 < v = inf{t, Cyyq # 0},
car en exercant l'option a la date vy,.y, son propriétaire se constitue le capital
Apie = Vouan (X, Y), et grace a la stratégie {(X,Y)}, son portefeuille vaut
strictement plus que 'option aux instants vy + 1, Vimax + 2, ..., N.

On vérifie également que si I’acheteur de l'option exerce celle-ci a un
instant non optimal, le vendeur réalise un profit strictement positif.

9.4.5 Options américaines et options européennes

Proposition 9.4.11. Soit A; le priz a l'instant t d’une option américaine
qui rapporte a son détenteur Z; si elle est exercée a [’instant t, et F; le
priz a linstant t d’une option européenne qui rapporte a son détenteur Zr a
I’échéance. Alors Ay > E;, 0 <t <T.

Si de plus Ey > Z; Vt, alors Ey = A, V.

PREUVE La premiére égalité est évidente, et elle résulte des propriétés de
martingale (resp. sur-martingale) de {E;} (resp. {A;}) sous IP*. Si E; > Z;,
{FE,} est une IP* martingale (donc aussi surmartingale) qui majore {Z,},
donc elle majore aussi {flt}, d’apreés la proposition 9.4.2.

Corollaire 9.4.12. Dans le cas des call(s) européen et américain de méme
échéance T et de méme prix d’exercice K, portant sur un méme unique actif
risqué de priz Sy a Uinstantt, Ay = E;, 0 <t <T.

PREUVE On a Z; = (S; — K) 4, et
E, = Rp'E*((Sr — K)+| %)

> B (Sr — Ry K| F)
=S, — R;'K, donc

Ry
E, >S5 ——K
L=t B
Z St - K7
mais on a aussi £y > 0, donc E; > Z;. Il reste a appliquer la proposition. [

Cette propriété n’est pas vérifiée pour un put, ni pour un call sur une
action distribuant un dividende.
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9.4.6 Options américaines et modéle markovien

Reprenons une option américaine qui rapporte a son détenteur Z; = h(S;)
si elle est exercée a I'instant ¢, et supposons maintenant que {S;, 0 <t < T}
est une chaine de Markov. Alors le prix A; se met sous la forme A; = u(t, S).
Posons @(t, z) = Ry 'u(t, x) et h(t,z) = R h(z). Il résulte de la proposition
9.4.10
a(t,x) = h(t,z) VY _ Pyi(t + 1,y),
y
d’ot I'on déduit la formule de récurrence

u(t,z) =h(z) VY _ Py,

ult+1y) (9.9)

Et un temps d’exercice optimal est défini par

v =1inf{t < T, u(t,S;) = h(S;)}.

9.5 Options américaines dans le modéle de
Black—Scholes

L’étude des options américaines dans le modéle de Black—Scholes exige
des outils mathématiques complexes. Nous allons présenter 'EDP associée,
par passage a la limite sur les formules de la sous—section 9.4.6.

Réécrivons la formule (9.9) dans le cadre de la sous—section 9.2.6, avec les
changements de variable :

g(z) = h(e®),
v(t,z) = u(t,e).
On obtient
1 714 r o r o
(9.10)
avec
o 1 o _
pY =Py = \/—N) =5~ 4\/N+O(N 82,
o 1 o _
pY =P = _\/—N) =5+ 4\/N+O(N 52,
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Posons

(Anv)(t,z)e "N (er (t,x + N + T) +pNu(t, r + N - \/——))

Alors (9.10) se réécrit

(Anv)(t,x) —v(t —

(0(t — ~27) — g (Awo)(t,7) — ol — :,2)) = 0.

En admettant que v est suffisamment réguliére, on obtient, aprés multiplica-
tion par NN, a l'aide d'un développement limité, que quand N — oo,

N[(Anv)(t,z) —v(t —

)] —

o o? v o? v
a(tvl‘) + (T - 7)8_:70(75’@ + ?@(tvl‘) - Tv(t7$>.

Donc le prix le 'option américaine est

Ay = v(t,log Sy),

Av(t,x) ==

ou v est la solution de I'inéquation variationnelle
v(t, z) = g(x),
Av(t,x) <0,
(v(t, ) — g(x)) Av(t, 2) = 0,
et un temps optimal d’exercice de I'option est donné par le temps d’arrét

v =inf{t <T, v(t,logS;) = g(log S;) = h(Sy)}.

9.6 Taux d’intérét et obligations

Jusqu’ici nous avons supposé que le taux d’intérét est une constante (ne
dépendant ni de l'aléa ni du temps). Une telle hypothése est acceptable
lorsque 'on traite des actions et des options sur actions, mais ce n’est plus
le cas lorsqu’il s’agit des obligations et des options sur obligations.

On appelle obligation zéro coupon un titre donnant droit a un Euro a
I’échéance T'. On notera O, r la valeur de ce titre a 'instant ¢.
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9.6.1 Courbe de taux en avenir certain

Le taux d’intérét d'un prét dépend a la fois de sa date d’émission ¢, et
de la date d’échéance T. Une personne empruntant un Euro a l'instant ¢
devra rembourser une somme R} & la date T. Dans le cas du taux d’intérét
constant du modeéle de Black—Scholes, on aurait

Rl = exp[(T — t)r].

Plus généralement, dans un cadre déterministe, i.e. ol toutes les quantités
{RL, 0 <t < T} sont connues, 'absence d’opportunité d’arbitrage impose
que la fonction R vérifie

Rh=R R\ VO<t<u<T.

De cette relation, jointe & R! = 1, et a la continuité de R, on déduit qu'il
existe une fonction ¢ — r(t) telle que

T
Rl = exp (/ T(s)ds) , VO<t<T.
¢

Dans ce cas, on doit avoir clairement

O =exn (- [ Tr<s>ds) |

9.6.2 Taux en avenir incertain et obligations

On suppose maintenant que (on note R; pour RY)

t
R, = exp (/ rsds) ,
0

ou {ry, t > 0} est un processus stochastique adapté a la filtration naturelle

{F:, t > 0} d’'un mouvement brownien {W;, t > 0} (i. e. a des ensembles de

mesure nulle prés, F; = o{W;, 0 < s < t}). r; est appelé le taux instantané.
On fait 'hypothése suivante :

Il existe une probabilité IP* équivalente a IP sous laquelle
(H) Ot,u = (Rt)_lOt,ua 0<t<u
est une martingale, VO < u < T
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Puisque Oy, =1, Oum = (R,)™!, et donc (H) implique que

Ot,u = (eXP {—/ Tst} |ft) , donc aussi
0

O = E* (exp [—/ rsds} |ft) )
t

Pour tenter d’expliciter plus avant la quantité O, il convient de préciser la
dérivée de Radon—Nikodym de la probabilité IP* par rapport a IP. Notons
Ly cette densité. Elle est telle que pour toute v.a. bornée X,

E*(X) = E(X Ly).
Si de plus X est Fy—mesurable, alors en posant L; = IE(Ly|F;), on a
E*(X) = E(XL).

L; est la densité de la restriction a F; de IP* par rapport a IP. Il résulte du
théoréme de Girsanov (dont une partie a été démontrée ci—dessus a la section
9.3.8) la

Proposition 9.6.1. Il existe un processus adapté {q;, 0 <t < T} vérifiant

T
/ Gdt < oo p. s,
0

tel que pour tout 0 <t < T, p. s.

t 1 t
L; =exp </ qsdWs — —/ q?ds) .
0 2 Jo

Corollaire 9.6.2. Le prix a linstant t de [’obligation zéro—coupon d’échéance
u >t peut s’écrire

u 2 u
Oty =E (exp [—/ (rs + %S)ds +/ qdes} |]—}) )
¢ ¢

PREUVE Posons X = exp(— [ r,ds). Il faut calculer IE*(X|F;). Soit Y une
v.a. F;—mesurable et bornée. On a
E*(XY) = E(XY L)
= E(E[X L[ F]Y)

o (]E[XLT|}}] Y) |
L,
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donc d’aprés la caractérisation de IE*(X|F;),

E(XL

d’ot1 le résultat.

Proposition 9.6.3. Pour chaque échéance u, il existe un processus adapté
{o}", 0 <t < wu} tel que sur [0, ul

dOyu = (14 — 0,'q) Opudt + Oy o' dW;.

PREUVE Utilisant d’abord la formule établie dans la derniére preuve, puis la
propriété de martingale de {O;,, 0 <t < u} sous IP*, on obtient que pour
0<s<t<u,

]E(Ot,uLt‘fs) = ]E*<Ot,u‘fs)[/s
= O,y Ls.

Donc {Ot,uLt, 0 <t < u} est une martingale sous IP, qui est strictement
positive, donc son log est une semimartingale, dont la partie martingale est

de la forme .
/ 0y dWs,
0

et & nouveau puisque {OMLt, 0 <t < wu} est une P-martingale,

B _ t 1 t
Ot,uLt = ()077J exXp </ H:dWs — 5 / (9?)2d5’) .
0 0

En multipliant par R;(L;)~!, on obtient

Ors = Ovsess [ (1= (07 = @1/2is + [ (02 = qarr.).

Le résultat s’en déduit en utilisant la formule d’Ito, et a condition de poser
ol =0} — q. O

Si I'on rapproche la formule de la proposition de celle concernant le taux
d’intérét, a savoir

th = Tthdt,
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on voit que l'obligation est “plus risquée” qu'un dépot a la banque. Le terme
ry — ofq; est une sorte de rendement moyen relatif par unité de temps de
I'obligation. Le terme —o}'q; est la différence entre ce rendement et le taux
sans risque. D’oti 'interprétation de —¢; comme une “prime de risque”. Notons
que sous la probabilité risque neutre IP*, W;* = W, — fg ¢sds est un brownien
standard, et

dOt,u = TtOt,udt + OtmO'gth*.

9.6.3 Option sur obligation

Considérons pour fixer les idées une option européenne d’échéance T sur
une obligation zéro coupon d’échéance T’, avec bien str T < T’. S’il s’agit
d’un call de prix d’exercice K, la valeur de I'option a l'instant T est évi-
demment (O — K)4, et on va voir que l'on peut appliquer ici la méme
méthodologie qu’a la section 9.3.7.

L’évolution du portefeuille de couverture est donnée dans le cas d’une
stratégie autofinancée par la formule

d%(X, Y) == Xtht + }/;det,T’-

Définition 9.6.4. Une stratégie {(X,Y:), 0 <t < T} est admissible si elle
est autofinancée et si la valeur actualisée

f/t(Xu Y)=X;+ Y;fét,T’

du portefeuille correspondant est, pour tout t, positive et de carré intégrable
sous IP*.

Sous des hypothéses raisonnables, on peut couvrir une option européenne
)
d’échéance T < T

Proposition 9.6.5. Supposons que sup,p |re| < 0o p. s., infocper |oF | >

0, etT <T'. Soit H une v. a. Fpr-mesurable, telle que HeJo 745 s0it de TP*
carré intégrable.

Alors il existe Vg et une stratégie admissible {(X,Y)} tels que Vp(X,Y) =
H. En outre

Vi(X,Y) = E* (e* Ji reds pp \J—"t) .
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PREUVE On a

dVy(X,Y) = Y,dOy 1
= Y,0, ol dW; .

On en déduit que {V;, 0 <t < T} est une IP*-martingale, donc
W(Xa Y) — efot rsdle* (e, fOT TSdSH|ft) )

Il reste a exhiber une stratégie correspondante. Il résulte du théoréme de
représentation d’Itd que

T
He_foT rsds — E* (He_foT 7"st> _'_/ Jtth*7
0

avec un certain processus {J;, 0 <t < T'} tel que fOT JEdt < oo p. s. 1l suffit
alors de choisir

Ji
Y= =—t—,
Ot,T’Ot

T J,
Xt = ]E* (H@ifo Tsds‘ft> — —Tt,
Oy

9.6.4 Un modéle de taux d’intérét

On va examiner le modéle de Vasicek, qui est le plus simple (mais peut—
étre pas le plus satisfaisant). Dans ce modéle, le processus {r;, 0 <t < T'}
est solution de 'EDS

th = a(b — T’t)dt + O'th,

ou a, b et o sont des constantes positives, et ¢ est lui—aussi constant, ¢; = —A.
Alors si W =W, 4+ At, et b* = b — Ao /a, on a équivalemment

dry = a(b* — ry)dt + odW}.
On montre aisément que r; s’écrit
t
re =ree” " +b(1 —e ™) + ae“t/ e dWs,
0

et que r; suit sous IP la loi

N {roe® +b(1—e ™) 021_76_2(”
Y 2a )



9.6. TAUX D’INTERET ET OBLIGATIONS 325

et sous IP* la méme loi, avec b remplacé par b*. Donc r; prend une valeur
négative avec probabilité non nulle, méme si elle est éventuellement proche

de 0.

Voyons maintenant le prix de ’obligation zéro—coupon.
O = " (e 77,
_ (T (e’ N Xsds‘ft> ’
avec { X = rs — b*} solution de 'EDS
dXs; = —aXds + odW,. (9.11)

Alors .
E* (e_ft X$d8|ﬂ) =F(T —t,r,—b"),

ou F' est définie par
F(s,x) =FE" (e’ Jo det) :

{X7} désignant la solution de 'EDS (9.11) qui vérifie Xy = z. Comme
fos X['dt est une v. a. r. gaussienne,

S 1 S
F(s,x) =exp (—]E*/ X/ dt + §Var [/ thdt}) .
0 0

Or . . s
E* / Xodt = p—
0 a
et S S S
Var {/ det} :/ / Cov(X[, XZ)dtdr,
0 0o Jo
mais
t r
Cov(XF, XE) = oPe " ( J e“de:>
0 0
2a(tAr) _ 1
— 2 —a(t+7")e
7e 2a ’
d’ou

[\

2

° T 028 o —as o —as\2
Val'|:/0‘ Xtdt]?——<1—€ )—2—a3<1—€ )

Q
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Finalement

Oir =exp (—(T —t)R(T —t,ry)),

ou R(T —t,r), le taux d’intérét moyen sur la période [¢, T}, est donné par la
formule

0.2

R(s,1) = R— ()" |(R=r)(1— ™) = 75

(1 _ 6—@5)2 ’

avec R = b* — 0?/2a®. R s’interpréte comme un taux a long terme, qui est
ici indépendant du “taux instantané spot” r. Cette derniére propriété est un
défaut du modéle.

9.7 Exercices

Exercice 9.7.1. A partir des mémes inégalités a ["instant T', montrer que si
Cy désigne le prix a linstant t d’un call européen d’échéance T et de priz
d’exercice K, sur un sous—jacent de priz {S;} dans le modeéle de Black-
Scholes,

S, — Ke"TH <, <8,

Montrer que le priz du put européen P, vérifie quant a lui
P, < Ke T,

Exercice 9.7.2. Soit {S;, 0 < t < T} le priz d’un sous—jacent qui suit
le modéle de Black-Scholes. On pose U; = logS;. Déduire de la formule
d’Ité la forme de la différentielle de Uy, en fonction de dt et dBf. On pose
v(t,y) = u(t,e¥), ou {u(t,z)} est la solution de I’EDP de Black-Scholes.
Ecrire une EDP parabolique satisfaite par {v(t,y); 0 <t <T, y € R}.

Exercice 9.7.3. (Option “chooser”) On considére une option sur une action
{5;,0 <t < T} (laquelle suit le modéle de Black—Scholes) qui fonctionne
de la facon suivante : étant donnés 0 < t < T et K > 0, a linstant 0,
l’acheteur de l’option s’acquitte de la prime X ; a l'instant t il choisit entre
call et put; a l'instant T il a le droit d’exercer l’option choisie a [’instant t,
au prix d’exercice K.

1 On note comme dans le cours Cy (resp. P;) le priz du call (resp. du put)
a Uinstant t. Montrer que l'intérét de l'acheteur est de choisir le call (resp.
le put) si Cy > Py (resp. P, > Cy). Vérifier a laide de la formule de parité
call-put que Cy # P, p.s., sous IP comme sous IP*.
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2 En déduire que [’option rapporte p.s. a son acheteur a linstant T

H = (St = K)4Liozpy + (K = Sr)slic,<n)
=(Sr—K); + (K — ST)]-{Ct<Pt}
= (K — ST)+ + (ST - K>1{Ct>Pt}

3 On rappelle que la théorie générale des options nous indique que Xy =
e "TIE*(H). Ecrire les événements Fy = {C; < P} et Gy = {Cy > B} en
fonction de Sy, K et (T —t). Montrer que e "TIE*(Srlg,) = e "' IE*(Si1R,),
et de méme pour Gy.

4 En déduire des formules pour les quantités Xo — Cy et Xog — Py, que l'on
explicitera sous une forme analogue a celle des formules pour Cy et Py a la
fin de la section 9.2.

5 Montrer que l'option “chooser” a la valeur max(Cy, P;) a lUinstant t. On
note {u(s,x)} la solution de 'EDP de Black-Scholes pour le call, {v(s,x)}
la solution de la méme EDP pour le put (ces EDP ne différent que par leur
condition finale & Uinstant T'). On note enfin {w(s,x),0 < s < t,x > 0}
la solution de la méme EDP avec la condition finale sup(u(t,x),v(t,x)) a
[instant t. Décrire un portefeuille de couverture pour loption “chooser”, a
l'aide de ces trois quantités.

Exercice 9.7.4. Programmation On considére une option d’achat (call)
européenne portant sur un sous—jacant dont le cours a linstant 0 est de 105
Euros, au priz d’exercice K = 110 Furos, a échéance d’un an, avec un taux
bancaire o 5% (i.e. rT = 0,05), et une volatilité telle que o/T =0, 3.

1 Calculer le priz du call en appliquant la méthode de Monte—Carlo a la
formule

cwqw“&—Kgﬁhy

avec 1 000 tirages. On prendra soin d’évaluer (de fagon approchée) la variance
de la v.a. dont on cherche a estimer [’espérance, et on donnera un intervalle
de confiance pour la quantité cherchée.

2 Faire le méme calcul (y compris Uintervalle de confiance) en combinant la
méme méthode appliquée a la formule pour le priz du put :

P=T" [(Ke " = $7), |,

avec le méme nombre de tirages, et la formule de parité call-put.
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3 Calculer une troisieme fois le prixz de la méme option d’achat, en utilisant
cette fois la formule

Co = SoF (dy) — Ke "™ F(dy),

avec
1 S T T
dlz—log _0 _i_,r\/__i_i’
oV'T K o 2
1 SO T\/T O'\/T
dy= ——log (20} + VL _IVT
oVT K 2

et la fonction de répartition F' de la N(0,1) fournie par Matlab.

4 Comparer les résultats avec ceux donnés par un “pricer” a trouver sur In-
ternet.

5 Le prix du marché pour 'option ci-dessus étant de 15 Furos, en déduire la
volatilité implicite (i.e. inverser la formule de Black— Scholes) en utilisant la
méthode de Newton.

Exercice 9.7.5. Programmation Dans le modéle avec plusieurs sous—
jacents de la section 9.3.10, on note C' le priz du call de maturité T, de
prixz d’exercice K, portant sur un panier comportant a; actions numéro i,
1 <i<d, et P le priz du put correspondant, i. e. C' = Ey avec

h(x) = (Z a;x; — K) )

+

et P = FEy avec
d
h(z) = (K — Zaixi> ,
=1 +

avec Ey la quantité définie par la formule (9.7). On demande d’appliquer la
méthode de Monte Carlo au calcul du call dans le cas de cette option avec
d=125,

5 80
3 95
a= 1|81, S =|105|, K =2000, rT" = 0,05,
2 75
4 35
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0,3 0 0 0 0
0 0,5 0 0 0
VIS=10 0 04 0 0
0 0 0 07 0
0 0 0 0 04

1. Calculer le priz du call en appliquant la méthode de Monte—Carlo a la
formule pour Cy avec 1 000 tirages. On prendra soin d’évaluer (de fagon
approchée) la variance de la v.a. dont on cherche a estimer [’espérance,
et on donnera un intervalle de confiance pour la quantité cherchée.

2. Préciser la formule de parité call-put dans ce cas. Faire le méme calcul
(y compris Uintervalle de confiance) en combinant la méme méthode
appliquée a la formule pour le prix du put Py avec le méme nombre de
tirages, et la formule de parité call-put. Comment les deux approches
se comparent-elles ¢

3. Quelles méthodes de variables antithétiques peut—on combiner avec la
méthode de la question précédente ?
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