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0 Introduction

0.1 Formules

Grace aux fonctions de la variable complexe, on peut obtenir de nombreuses
formules, dont voici quelques exemples:

1. des développements en série,

w2 1
3 :Z pour zeC-7Z,

sin® Tz = (z — n)?

2. des développements en produits infinis,

sinrz + z
:H(l——?), pour 2z € C*,
=z n=1 ns

3. des transformées de Fourier,

+co . d:
/ e—zxgl—i—x _ — relél pour ¢ € R,
z

— 00
4. des calculs de rayon de convergence,

T
conv (b = -
R (tan) 5

0.2 Théorémes

De nombreux théorémes ont une démonstration (relativement) facile lorsque
I’on utilise les fonctions de la variable complexe, alors méme que leur énoncé ne
fait pas intervenir de maniére directe ces fonctions:

1. Le théoreme de d’Alembert-Gauss : tout polynome non constant de la
variable complexe admet au moins une racine (complexe).

2. Le théoréme de Riemann : tous les ouverts simplement connexes de R?
sont homéomorphes (et méme, une fois identifiés & des ouverts de C, et a
I’exception de C lui-meéme, ils sont en bijection a travers des applications

(bi-Yholomorphes).
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. Les théorémes d’interpolation : les opérateurs linéaires continus de {* dans

I' et de [ dans [ se prolongent en opérateurs continus de [P dans [P
pour tout p € [1, +0o0].

. Le théoreme de Wiener : Soit f une fonction 27-périodique de R dans C

qui ne s’annule pas et dont les coefficients de Fourier vérifient > |¢, (f)] <
4o0o. Alors 1/f est développable en série de Fourier et ses coefficients

vérifient > e, (1/f)] < +o0.

. Le théoréme des nombres premiers : Si 7(z) désigne le nombre de nombres

premiers inférieurs & x, alors m(z) équivaut a z/log z, lorsque « tend vers
+00.

Propriétés de structure

La théorie des fonctions holomorphes (C-dérivables sur un ouvert de C)

jouit de propriétés de structure beaucoup plus agréables que celles des fonctions
dérivables de R dans R. En effet :

1.
2.

0.4

Toute fonction holomorphe est C'*° et méme analytique.

La convergence uniforme sur les compacts d’une suite de fonctions holo-
morphes entraine celle de ses dérivées de tout ordre.

. Pour dériver une intégrale a parameétre d’une variable holomorphe, il n’y a

pas besoin d’estimer la dérivée de I'intégrande mais seulement 1’intégrande
lui-méme.

Fonctions

La théorie des fonctions de la variable complexe permet de mettre en lu-

miére des fonctions aux propriétés remarquables :

1.
2.
3.

1

1.1

La fonction I'" d’Euler.
La fonction ¢ de Riemann.

La fonction P de Welerstrass.

Propriétés élémentaires

Définition



Définition : Soit Q C C un ouvert et zg € Q. On dit que f: Q — C est
C-dérivable en zy (de dérivée complexe f'(zq)) lorsque

flzo + h) = f(z0) _
h —f(20)~

lim
h—0,(h#0,20+hEQ)

Si f est C-dérivable en tout point zg de Q, on dit que f est holomorphe sur Q
et on note f € H(Q). Lorsque f € H(C), on dit que f est entiére.

On remarque immédiatement que si f : Q — C est C-dérivable en zg, alors
elle est continue en zg.

Proposition : On a les mémes propriétés algébriques avec la dérivation
complexe qu’avec la dérivation usuelle:

1. Si f,9 : @ = C sont C-dérivables en zg de dérivées f'(zq) et g'(zq) re-
spectivement, alors f + g et fg sont encore C-dérivables en zy, de dérivées
respectives f'(z0) + ¢'(20) et f(z0) ¢'(20) + f'(20) 9(20)-

2. Si f:Q — C est C-dérivable en zg de dérivée f'(zq) et si f(z0) # 0, alors

1/f est C-dérivable en zg de dérivée —%z—g%.

3. Soit Q, € deux ouverts de C, et f : Q — C, g : & — C. Soit z9 € Q
tel que f(z9) € €. Alors si f est C-dérivable en zg de dérivée f'(zq) et
si g est C-dérivable en f(zg) de dérivée ¢'(f(z0)), la composée go f est
C-dérivable en zg de dérivée f'(z0) ¢'(f(z0))-

4. Soit I un intervalle de R, Q un ouvert de C, f: Q =5 Cet~v: 71— C. On
suppose que tg € I et y(tg) € Q. Alors si v est dérivable en tg de dérivée
v (to) et si f est C-dérivable en y(tg) de dérivée f'(y(to)), la composée
f o~ est dérivable en tg de dérivée v/ (o) f'(y(t0)).

Preuve : Les démonstrations sont identiques a celles des propriétés cor-
respondantes dans le cas réel.

Corollaire : Si P € C[X], la fonction z — P(z) est entiére et sa dérivée
complexe est égale a la fonction z — P’(z), ot P’ est la dérivée formelle de
P (si un polynome s’écrit P(X) = Y_7_,ax X*, sa dérivée formelle est définie
par P'(X) =Y p_ kax X*=1. Si P,Q € C[X] x C[X] — {0}, la fonction z —
P(2)/Q(z) est holomorphe sur C— Q~1({0}) et sa dérivée complexe est égale a
la fonction z — PI(Z)Q(‘ZQ)(_Z;Z(Z) QI(Z), ou P’ Q' sont les dérivées formelles de P
et Q.

Preuve : 1l suffit d’utiliser les propriétés algébriques de la C-dérivation et
les fonctions z — ¢ (pour ¢ € C donné) et z — 2.

Sachant que les polynomes complexes sont holomorphes; il est naturel de
voir si les séries entiéres le sont également. La proposition suivante répond a



cette question. On notera dorénavant B(zg, R) la boule ouverte de centre zg € C
et de rayon R > 0.

Proposition : Soit ) yan (2 — 20)" une série entiere de rayon de con-
vergence R €]0, +00] avec zg, (an)nen € C. Alors

1. la série entiere ZnEN* nay (z— zo)”_1 est encore de rayon de convergence

R,

2. lafonction z € B(zo, R) — ZnEN an (z—20)" est holomorphe sur B(zg, R)
et sa dérivée complexe en z est Y. _.nap (z — zo)("_l). Elle est donc

(C-dérivable une infinité de fois.

neN

Preuve : On sait que Ry~ g, (:—z4)» = sup{r € [0, +00[, (¢, 7" )nen
est une suite bornée }. On en déduit que Ry na, (z=z0)n-t < Ry a, (z—z0)n
d’une part, et que, pour £ > 0 assez petit, Ry na, (zoz0)n-1 = By a4, (z20)n — €

d’autre part. En effet, on a (toujours pour ¢ > 0 assez petit)

Ry a, (z=20) — "
1imn< L an (2=20) 6) =0.
n—00 RE an (z2—20)" — 6/2

En appliquant ’argument précédent a la série entiére ZnEN* na, (z — z)" !

)n—2

bl
. s . L (0]
on voit que la série entiére Z:IZ n(n—1)a,(z—z a encore R pour rayon
de convergence.
On remarque alors que pour tout w,h € C, on a d’apres la formule de

Taylor avec reste intégral a I'ordre 2:

1 d2
(w+h)" —w" —nhw" ! :/ (1-0) W('w—i—@h)"dﬂ,
0

d’ott I'inégalité

(w+h)* —w" —nhw" ™ < |h*n(n— 1) (Jw|+ |A))"* "2

On en déduit le résultat demandé.

Corollaire : La fonction z — e* (définie par ¢* = :Z% ‘;—7:) est entiére,

ainsi que les fonctions trigonométriques et hyperboliques qui s’en déduisent:

622 +6—ZZ . eZZ _ 6—22
Zrycosz = ———, ZrHsinz = ———,
2 21
e +e 7 e —e 7
Z > ChZ:T’ m—)shz:T



Les fonctions de la trigonométrie hyperbolique se notent également cosh
et sinh.

Remarque : Attention, les propriétés de type “égalité” de ces fonctions
(telles que cos? z + sin? z = 1) se conservent en général pour z € C, mais pas le
plus souvent celles de type “inégalité” (telles que | cos z| < 1, valable pour z € R,
mais pas pour z € C), et pas non plus celles qui utilisent les valeurs absolues
(qui deviennent des modules dans C). Le plus str est souvent de vérifier une
propriété donnée en écrivant z = ¢ + iy pour z,y € R. Ainsi, par exemple,

cos(z +1y) =cosx ch y+ isinz shy.

Définition : Soit Q C C un ouvert. On dit que f : Q — C est analytique
sur £ lorsque pour tout zg € 2, f est développable en série entiere autour de zg
(avec un rayon de convergence strictement positif).

Corollaire : Soit Q C C un ouvert. Si f: Q — C est analytique sur €,
alors elle est holomorphe sur Q.

La réciproque de cette proposition est également vraie, mais nettement
plus dure & démontrer. Ce sera ’objet des deux chapitres suivants.

Exercice : La fonction z €]0, 1[— %—xﬁl peut-elle se prolonger en une

fonction holomorphe sur C* 7 et sur C ?

1.2 Les relations de Cauchy—Riemann

Définition : Soit @ C C un ouvert. On note Q louvert de R? suivant :
Q= {(z,y)/e + iy € Q}. Si f est une application de Q dans C, on note f
application de Q dans R? définie par f(r,y) = (Ref(z + ty), Imf(z + iy)).
Réciproquement, si U C R? est un ouvert, on note U* C C 'ouvert formé par
les {x +1iy/(z,y) € U}, et pour g = (g1, g2) application de U dans R?, on définit
g* :U* = Copar g*(x 4+ iy) = g1(z,y) + i g2(z, v).

La proposition suivante permet de faire le lien entre les propriétés de dif-
férentiabilité d’une fonction de deux variables réelles (a valeur dans R?) et les
propriétés d’holomorphie de la fonction correspondante d’une variable complexe
(& valeur dans C), lorsque 'on identifie R? & C.

On rappelle qu’une similitude (vectorielle) directe du plan est une trans-
formation linéaire qui transforme un affixe z € Cen a z, ou @ € C est un nombre

complexe donné. Sa matrice s’écrit sous la forme <g _aﬁ>’ avec a, f € R.

Proposition : Soit & C C un ouvert, et zg € Q. On a équivalence entre
les propriétés suivantes:



1. f est C-dérivable en z¢ (de dérivée f'(z0)),

2. f est différentiable en (Rezg, Imzg) et sa matrice Jacobienne est une ma-
Ref'(z0) —Imf'(z0) >)

trice de similitude directe (égale a (Imf’(zo) Ref'(z0)

3. f= (fl, fz) est différentiable en (Rezg, Imzg) et ses dérivées partielles en
ce point vérifient les relations de Cauchy—Riemann

%(Rezo,lmzo) = a—];(Rezo,Imzo),
of; 0
a—f;(Rezo, Imzy) = _3—12(R620’ Imz)
(et f'(z0) = %—’?(H@zo,lmzo) + i%—é(Rezo,Imzo)).

f(zo + h) — f(z0) = f'(20) h + o(|h])
< f(Rezo + Reh + i(Imzy + Imh)) — f(Rezo + i Imzg)
= (Ref'(z0) + i Imf'(20)) (Reh + i Imh) + o(|h])

— fjl(Rezo + Reh, Imzg + I'mh) — fl(Rezo, Imz)
fa(Rezog + Reh, Imzg + Imh) — fa(Rezg, Imzg)

Ref'(z0) —Imf'(z0 Reh
= <Imf’((z0)) Ref’(z(o))> <Imh) + o(|Al).

Exemple : Les fonctions z +— z et z — |z|? sont différentiables (en tant
que fonctions de R? dans R?) mais pas holomorphes sur C (chercher les points
de C-dérivabilité).

Lorsque P € C[X], on sait que z + iy — P(z + iy) est holomorphe. Ce
n’est par contre pas le cas en général pour z+ iy — Py(z,y) + iP2(z, y), quand

Py, P, € R[X]. Ainsi, z = |z|? n’est pas holomorphe sur C alors que |z|? =
2 +y? pour z = z + iy, (z,y € R).

On introduit maintenant la détermination principale du logarithme, qui
jouera un role central dans la suite (avec les déterminations principales des
puissances a-iémes) dans les calculs d’intégrale utilisant le théoréme des résidus.

Exemple : La fonction log* qui & z 4 iy € C — R_ associe

1
3 log(z? 4+ y*) + i arctan (y/z) si z >0,

1
§log(1‘2—|—y2)+ig—iarctan (z/y) si y >0,



1
§log(1‘2—|—y2)—ig—iarctan (z/y) si y <0,

est bien définie (on peut vérifier que les formules précédentes donnent le méme
résultat 14 ot les domaines de définition se recoupent) et holomorphe sur C—R _.
En effet, sa matrice Jacobienne (ou plus précisément la matrice Jacobienne de
la fonction de R% — (R_ x {0}) dans R? qui lui est associée) est

-z  __Y
<x2+y2 w24y ) )
A T _
2ty w4y
La fonction log* est appelée détermination principale du logarithme. On voit
facilement qu’elle est identique au logarithme usuel sur R7.

En coordonnées polaires, (et pour 6 €] — 7, 7[), sa valeur est log”* (re?) =
log r + 6.

Cette fonction ne peut pas se prolonger continument sur C* car

lim log"(z+iy)= lim log*(z +iy) + 2im
y—=0t,x—x0 y—=0—,x—xg
pour tout zg € R* .

Attention & I’utilisation des formules telles que log*(e?) = z ou
log® (21 z2) = log™ 21 + log* z2. Elles ont un domaine de validité qui ne recouvre
pas entierement le domaine ou chacuns des termes qui les composent peuvent
étre définis. En pratique, on note souvent log au lieu de log™. Attention donc
aux confusions !

En général, pour tout 2 C C* ouvert connexe, on appelle détermination
du logarithme (ou simplement logarithme) une fonction f : © — C holomorphe
telle que e/*) = z sur Q. Un tel logarithme n’existe pas pour tout ouvert Q de
C. D’autre part si f; et fy sont deux logarithmes sur un méme ouvert Q C C*
(toujours supposé connexe), alors il existe k € Z tel que fi — fo = 2kin.

On définit la détermination principale des puissances a-iémes sur C — R _
par

20— oo log 2 )
Ce sont encore des fonctions holomorphes sur C—IR _. Elles peuvent se prolonger
en fonctions holomorphes sur C* si et seulement si e*™% = 1, ie. si a € Z.
Elles peuvent se prolonger en fonctions holomorphes sur C si et seulement si
« € N (ce sont alors des polynomes).

L’exercice suivant (qui nécessite de connaitre les propriétés élémentaires de

la transformée de Fourier) permet de montrer que si les conditions de Cauchy-
. . . - o s s
Riemann (écrites sous la forme contractée 3—§ = 0) sont vérifiées au sens des

distributions, alors la fonction g considérée est holomorphe, méme si du point
de vue de la régularité, elle est seulement a priori continue (on pourrait d’ailleurs
relaxer cette derniére hypothése, comme cela est suggéré & la derniére question).



Exercice : On note C2°(R? K) I’ensemble des fonctions de R? dans K
(K = R ou C) qui sont de classe C* et ont un support compact. Pour g €
LY(IR?), on note § sa transformée de Fourier définie par

q(&,n) :/ e~ T ERVN) (2, y) dyda.
]R2

Enfin, on désigne par 01, 02 les dérivées partielles par rapport & la premiére et
la seconde variable.

A. Soit f continue de R? dans IR telle que pour toute fonction ¢ € C2°(R% R),
fAs=0.
]R2

LQH se domﬁx\e c (R{E)\.Calculeﬁ\(l +&2+n?) f/’;((é’, n) en fonction
de £ fOux(&,m), m f Oax(&,m), et FAX(Em), Fx(&m)

2. Montrer par récurrence sur k que pour tout ¢ € C°(R% R) et k € N, il
existe Ck () > 0 tel que

Cr(¥)

Vé neER, |f¢(5ﬂ)|§m'

3. Montrer en utilisant la formule d’inversion de Fourier que f est de classe
C* sur R2,

B. Soit g continue de R? dans C telle que pour toute fonction ¢ € C°(IR?, C),
906+ i00) =0

On dit que g vérifie % = 0 au sens des distributions.
1. Montrer que g est de classe C'! sur R2.
2. Montrer que la fonction § : z € C +— g(Rez, Imz) est entiére.

3. Que dire lorsque ’hypotheése “g est continue” est remplacée par ’hypothese
“g est localement intégrable” 7

2 Intégrale le long d’un chemin et applications

2.1 Définition

Les définitions suivantes reprennent les notions d’arc paramétré et d’arc
géométrique (éventuellement orienté) de R? mais dans le contexte complexe.



Définition : Soit @ C C un ouvert. On appelle chemin continu (resp.
continu et C'! par morceaux, resp. C'') de Q une application 7 : [a,b] — Q (avec
a < b) continue (resp. continue et C! par morceaux, resp. C'). Si de plus
y(a) = 7(b), on dit que le chemin est un lacet. L’ensemble v([a,b]) de Q est
appelé “image du chemin”.

Définition : Deux chemins 71,72 : [a1,b1], [a2,b2] — Q sont dits C*-
équivalents lorsqu’il existe ¢ : [a1,b1] — [az, bs] bijection de classe C*' ainsi
que sa réciproque (i.e. ¢’ ne s’annule pas sur [a, b1]) telle que y1 = v20¢. Si
de plus on peut choisir ¢ (strictement) croissante, on dit que les chemins sont
C'-équivalents et de méme orientation.

Remarque : 1l s’agit dans les deux cas de relations d’équivalence. On
notera [y] et [y]or la classe d’équivalence relative & ces relations. On notera
également que I'image de deux chemins équivalents est identique.

Attention, a cause des points singuliers, des points doubles et des ex-
trémités, ce ne sont pas en général des sous-variétés de C (identifié & R?), méme
lorsque les chemins sont de classe C°.

Enfin, on remarque que tout chemin est équivalent (de méme orientation)
a un chemin dont la source est [0, 1]. Il suffit de prendre une bijection ¢ affine.
dans la définition précédente.

Il est naturel de définir des chemins comme “union” de chemins dont les
extrémités coincident. C’est 'objet de la remarque suivante :

Remarque : Soit 2 un ouvert de C et deux chemins
1,72 : [a1, b1], [az, b2] = Q tels que 1 (b1) = y2(az). On définit y; U~vs (parfois
noté vy + y2): [ay, by + by — as] — Q par

t— ”yl(t) sit e [al,bl],
ti—>”yz(t+a2 —bl) sit € [bl,bl + by —a2],

et —y1: [a1,b1] = Q par
t— ’71(1)1 + ay —t).

On voit tout de suite que si 41,72 sont continus (resp. continus et C' par
morceaux), il en est de méme pour y; U~z et —y;. Par contre 41 U2 peut ne
pas étre de classe C! alors que v; et 2 le sont !

Dans I'immense majorité des cas, les chemins utilisés en pratique dans les
calculs explicites utilisant les fonctions holomorphes sont des unions de segments
et d’arcs de cercle. On les définit précisément dans les exemples suivants.

Exemple : Si z1,22 € C, alors t € [0,1] — (1 — %) 21 + 22 est un chemin
de classe C! noté [z1, 23] et appelé “segment”. Le cas oll z; = z2 (lacet réduit
4 un point) apparaitra souvent dans la suite.



Lorsque z1 = 21+ iy1,22 = 22+ iy1 (21 < 22), ce chemin est équivalent &
t € [z1,22) = t+iy. De méme, lorsque z; = z1+iy1, 22 = 21 +1y2 (11 < y2),
ce chemin est équivalent a t € [y1, y2] — @1 +it. Enfin, lorsque 27 = ry €? 2y =
ree'® (0 < 7y < 7)), ce chemin est équivalent & t € [ry, 7o) +— te. Lorsque
T C C est un triangle dont les sommets z1, z2, z3 sont orientés positivement par
rapport a son isobarycentre, on définit 7 = [z1, z2] U 29, 23] U [23, 1]

Exemple : Lorsque zg € C, r > 0 on note C(zg,7) le chemin de [0, 27]
dans C défini par ¢ + zo + re't. On utilise aussi souvent des arcs de cercles,
définis par la méme formule, mais avec un ensemble source plus réduit.

Définition : Soit  un ouvert de C, f : Q — C continue, et v : [a,b] un
chemin continu et C! par morceaux. On note

/vf:/v dz—Z/lJrl ¥ (¢) d,

oules a =ty < .. < t, = b sont les points ou v n’est pas dérivable.

Cette définition est reliée a celle de la circulation d’un champ de vecteur
en géométrie différentielle ou en physique. La quantité fv f ne dépend que de

[v]or- De plus, un changement d’orientation de 4 produit un changement de
signe de fv f. Dans les calculs pratiques, il est souvent trés utile de choisir le
paramétrage le plus simple pour un chemin sur lequel on souhaite intégrer.

Proposition : Soit Q@ C C un ouvert et f : Q — C continue. Soit 4 un
chemin de Q continu et de classe C'' par morceaux. Alors

‘/f‘ Sup |f(2)] x long (v),
7E’Y
ou

long (v Z/ l+1 (t)] dt.

Preuve : C’est une conséquence immeédiate de la définition de I'intégrale
sur un chemin d’une fonction continue.

Exercice : Calculer fc(a " 4 pour r # |a]. On pensera & utiliser une

série entiére (sinon le calcul est fort long).

Exercice : Calculer faT dz—z ot T est le triangle de sommets {—1, —1},

{2,-1}, {-1,2}.

Exercice : Montrer que pour tout triangle 7'C C, on a

/ dz=0 et / zdz = 0.
T T

10



Montrer qu’en fait on a faT 2" dz = 0 pour tout n € N.

Le résultat de cet exercice montre que I'intégrale sur un triangle d’une
série entiere (de rayon de convergence adapté) est nulle. On verra plus tard que
toute fonction holomorphe est analytique, on s’attend donc & ce que 'intégrale
sur un triangle d’une fonction holomorphe soit nulle. C’est 1’objet du théoreme
de Goursat.

2.2 Formule de Cauchy dans les ouverts convexes

Théoréme (Goursat): Soit Q un ouvert de C, et 7' C Q un triangle plein
fermé. Lorsque f € H(Q) (ou f € H(Q —{20}) N C(R)), on a

F=o0.

orT

Preuve : On suppose pour commencer que zg ¢ 1. On pose Tp = T et
on note Tél), . T0(4) les triangles semblables & Ty de rapport 1/2,1/2,1/2,—1/2
obtenus en prenant les milieux des segments qui forment 7. On a

/6T /= ZZ;/&T[E’) S

Donc il existe ig € {1,..,4} tel que
1
1234
‘/Mé’ﬂ) 4| Jor
On pose alors T} = To(io).

On construit par récurrence des triangles 7 de la maniére suivante: on
suppose que T}, est défini, et on considere Tlgl), . Tk(4) les triangles semblables a
T de rapport 1/2,1/2,1/2,—1/2 obtenus en prenant les milieux des segments
qui forment Tg. On peut alors trouver ix € {1,..,4} tel que

1
23 ]
aT ) OT

On pose alors Tp41 = Tk(i").
On note {Z} = NpenT, (intersection de compacts emboités de C dont le

diamétre tend vers 0).
On a
4k
PRIy
[ Are-r0-e-arefe
Ty

11
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< 4% sup |a—b| x long (8Tx) x sup ‘f(z) — j:(g) - f'(2)
a,b€T |z—z|<diam(7}) S
< 2F diam(T) x 27% long (9T) x sup ‘f(zi — 5(2) - f'(%)

zeB(z,2-+ diam(T))
On en déduit que
f=0.
aT

Lorsque zg € T', on coupe le triangle en quatre morceaux pour se ramener
au cas ou zg est au sommet. Dans ce dernier cas, on coupe de nouveau en quatre
morceaux le triangle, celui qui contient le sommet étant de mesure arbitraire-
ment petite. Comme f est bornée, le résultat s’en déduit.

Exercice : En considérant le triangle de sommets 0, R et (1 +4) R et la
fonction z +— 6_22/2, calculer (et démontrer la convergence) de l'intégrale de
Fresnel f0+oo e~ 2qy.

Corollaire : Soit @ C C un ouvert convexe, et f € H(Q) (ou f €
H(Q = {z0}) NC(R)). Alors il existe F' € H () primitive complexe de f, i.e.
telle que F' = f.

Preuve : Soit Z € Q. On pose F(z) = f[g . f, ce qui est bien défini car Q
est convexe.

On a
Flz+h)—-F(2) = f—- f
= ) ) /[572+h] /[ZTZ]

- / f
[z,2+h]
d’aprés le théoreme de Goursat.
On en déduit que pour tout z € Q (et |h| assez petit),

1

< ‘E/[z,z.;-h]f_f(;:)
/0 J(= + thy dt — f(2)
< swp |f(2) - 1(2)]

T lz—zl< A

- f(2)

‘F(z +h) - F(z)
h

et ceci tend vers 0 par continuité de f.

Proposition : Soit  un ouvert de C et f : Q — C continue telle qu’il
existe F' € H(Q) vérifiant F' = f (au sens complexe). Alors

1. Si v est un lacet continu et C'* par morceaux de Q, on a fv f=0,
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2. Si 41 et 49 sont deux chemins continus et C'' par morceaux de Q ayant
memes extrémités, f% f= f% f.

Preuve : Le premier point est une conséquence du deuxiéme, il suffit de
prendre pour s un lacet réduit & un point.

On montre donc le second point. Soit ¢ : [a, b] — € un chemin continu et
C' par morceaux. On a alors

[r- Z / F30) (1) dt
- Tg /:“(F 03)/() dt

n

= F(o(tigr)) — F(0(ts))

= F(5(b)) — F(3(a)).

On voit donc que si y; et v2 ont mémes extrémités, on a bien f% f= f% f.

|
—

i

On peut noter que ce calcul est identique a celui qui permet de vérifier que
la circulation d’un champ de potentiel est nulle en géométrie différentielle ou en
physique.

Corollaire : Soit @ C C un ouvert convexe, et f € H(Q) (ou f €
H(Q—{z0})NC(Q)), alors la conclusion de la proposition précédente est encore
valable.

Exercice : Calculer la transformée de Fourier d’une Gaussienne centrée
, . N . 400  _; _p2 e . .
réduite, c’est—a—dire f_oo e~1#€=27/2 0y en utilisant un chemin “rectangulaire”
paralléle aux axes de coordonnées.

Exercice : On considére a > 0, £ > 0. Pour R > 0, on note Lg le chemin
formé par un arc de cercle centré en 0 et d’extrémités R|a + i&| et R(a +i&),
orienté dans le sens positif. On note également (pour 0 < ¢ < R) I'. g le chemin
ela+il|,Rla+ié|]]+ Lr+[R(a+i),e(a+if)] — L.. Enfin, on pose pour
a >0,

f(Z) — 7 Za—l’

olt 2%~ ! désigne la détermination principale de la puissance (a — 1)-iéme.
1. Montrer que limp_; 4 fLR f =0, et que lim, ¢ fL f=0.

2. Montrer que fF Rf = 0. Calculer (pour a,a,f > 0) la quantité

f0+°o e~ee=1& po—1 gp on fonction de I'(a) = 0+Oo e~ 2 1y,
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Ce calcul permet d’obtenir la transformée de Fourier de fonctions du type
r > lgyoe™ 7 x>

Exercice : Pour R > 0, on note Lg le chemin défini par 6 € [0,7/2] —
Re®. On note également T'g le chemin [iR, 0] + [0, R] + Lg. Enfin, on pose

1. Montrer que limp_; 4 fLR f=0.

2. En utilisant le chemin T'g, calculer (et montrer la convergence) de

T cosz —e™?
— d=x.
0 xr

2.3 Formule de Cauchy pour les chemins homotopes

Définition : Soit Q C C un ouvert et v1,72 : [a,b8] = Q deux chemins
continus définis sur un méme intervalle.

1. Si y; et 72 ont mémes extrémités, on dit qu’ils sont homotopes stricte-
ment (dans Q) lorsqu’il existe H : [a,b] x [0,1] = Q continue (des deux
variables), dite homotopie stricte de chemins, telle que H(-,0) = =,
H(,1) =72, et

H(a, ) =v(a) = v2(a), H(b, ) = y1(b) = y2(b).

2. Si v et y9 sont des lacets, on dit qu’ils sont homotopes au sens des lacets
lorsqu’il existe H : [a,b] x [0,1] — € continue (des deux variables), dite
homotopie de lacets, telle que H(-,0) = 1, H(-,1) = 72, et H(-, u) est un
lacet pour tout u € [0, 1].

Remarque : 'homotopie stricte de chemin et I’homotopie de lacets sont
des relations d’équivalence.

De plus, si v1,72 : [a,b] — Q sont des chemins définis sur un méme inter-
valle et équivalents de méme orientation, ils sont homotopes strictement: si ¢ est
le changement de variables (y2 = y1 0 ¢), on pose H (t,u) = y1 (1 —u) t+u ¢(2)).

On voit donc que 'on peut définir I’homotopie pour les classes d’équiva-
lence de chemins (avec conservation de ’orientation), en se limitant & des change-
ments de variable conservant I’'intervalle source. Mais cela permet aussi de justi-
fier une définition de I’homotopie (et de ses variantes) pour des chemins n’ayant
pas le méme intervalle source. On utilise pour cela un changement de variable
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affine par exemple, qui permet de se ramener au méme intervalle. Tout autre
changement de variables (conservant ’orientation) donnerait alors le méme ré-

sultat.

Le théoréeme suivant jouera un role fondamental dans toute la théorie

développée dans ce cours :

Théoréme : Soit Q C C un ouvert et f € H(Q)(ou f € H(Q — {z0}) N

C(Q)).
1. Si 7y et v, sont des lacets continus et C! par morceaux de Q homotopes
au sens des lacets, on a f% f= f% f. En particulier si v est le lacet

réduit a un point, f% f=0.

2. Si 41 et 42 sont deux chemins continus et C'! par morceaux de Q ayant
meémes extrémités et étant homotopes strictement, f% f= f% f.

Preuve : On commence par montrer 2. On dispose de
H : [a,b] x [0,1] — € continue (des deux variables) telle que H(-,0) = ~i,
H(': 1) =72 et

H(a, ) =v(a) =7(a),  H(b,)=7(b) =72(b).
On note § = d(H ([a, b] x [0,1]),Q°). Il est clair que § > 0.
On pose t; = a+j =2 Il est clair que a =ty < t1 < .. <, =b. De

meéme, on pose uj:%,etona0:u0<..<un:1.
On définit alors H, de la maniére suivante: pour t € [t;,t;41], u €

[uj, uj41],

n

Ujp1 — U g1 — 1 Ujp1 —u  t—1 Hitis, u;)
i+1, Uj

Hy(t,u) = H(t;,uj;) +
nh) ujpr — uj i1 — (ti,u5) ujpr — Uy tigr — 1

U—Uj ti+1—t u—U]' t—ti

H(ti, ujpr) + H(tiy1, ujpr)-

_|_
Ujp1 — Uj tip1 — 1 Ujp1 — uj tip1 — 1

Il est clair que H,, est continue et approxime H au sens suivant:

|Hn(t’ u) - H(ta u)| < sup <|H(t’ u) - H(tiauj)l’ |H(t’ u) - H(ti+1’ u])l

(0, 0) = (6] T80 = (60500

< sup |H(t,u) — H(t,a)|.
1t ) - (£, || < YEC=a)Z

En effet, H,(t, u) est combinaison convexe de H (t;, u;), H (tiy1,u;), H(ti, ujt1)
et H(ti+1, Uj+1).
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Comme H est uniformément continue (grace au théoréeme de Heine), on
voit que H, converge vers H uniformément sur [a,b] x [0,1]. En particulier,
lorsque n est assez grand, on a d(H,([a,b] x [0,1]),Q°) > ¢/2, donc H,, est une
homotopie stricte de chemin entre H,(-,0) et H, (-, 1).

De plus H,, posseéde par rapport a H une propriété supplémentaire : ses
sections (c’est-a-dire les fonctions H,(t,-) et Hp(-,u) sont toutes continues et
de classe C'! par morceaux (en fait affines par morceaux).

On écrit

/ f—/ f:/ f+/ 7
Hoa(-,0) Ha( 1) t€[a,bl—s Ho (¢,0) w0, 1] Ho (b,u)

ewienion” ™ Lo
tefa,b]l—H,(t,1) u€[0,1]—~Hy(a,u)

K2

zzﬁmwﬁ

k=1

ou Hn(ﬁR[(cK)) désigne le chemin formé par la réunion des images (par Hy) des

quatre intervalles formant 6R§€K), RECK) étant le k-ieme rectangle formé par une
partition en K2 rectangles semblables de [a, 4] x [0, 1]. Par exemple,

Ha(ORY)Y = {t € [a,a+ ——2] — H,(t,0)}

K
+uelo, %] — Hp(a+ bI_Ta,U)}
—ftefa,a+ b;{“] — Hpl(t, %)} —{uelo, %] = Hn (0, u)}.

L’uniforme continuité de H,, montre que

sup  sup |Hn(z) — Hu(c, )| —0 lorsque K — 400,
k=1, K2 e p(F)

ol c,(cK) désigne le centre du rectangle R}(CK). En effet, pour z € R}(CK), on a

2= )| < e VTF (b= a)2.

Donc dés que K est assez grand, on a pour tout k € 1,.., K2,
K K
Ha(RYY) € B(HA(e)).5/2).

Le théoréeme de Cauchy sur les convexes montre alors que fH (0R™)) f=0.0n
n k

Juco? = b
Hn('70) Hn('vl)

en déduit donc que
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Pour conclure, on remarque que

n—1
TR RIERY) o
Hn(~,0) Y1 i=0 tE[t,,t,+1]!—>Hn(t,0) te[tlvtl+1]'_>71(t)

Mais la réunion des images de t € [t;,ti41] — Hp(t,0) et de —(¢ € [ti, tip1] —
71(t)) est incluse dans B(v1(¢;),d) pour n assez grand, si bien qu’en appliquant
la formule de Cauchy sur un convexe, on obtient

/Hn<~,o>f ~ :

On peut également noter qu’il est possible de conclure, sans référence au théoreme
de Cauchy sur les convexes, que lorsque n — 400, on a

[ i
Hn('vo) Y1

Il reste & montrer 1. Pour cela, on observe que si 71 et v, sont deux lacets

homotopes au sens des lacets (d’homotopie H), alors

(—{u€e0,1]— H(a,u)})+v1 +{ue0,1] — H(a,u)}) et v2 sont strictement
homotopes en tant que chemins de méme extrémité. On prend pour homotopie
H(,v) = (—{u € [v,1] » H(a,u)}) + H(-,v) + {u € [v,1] » H(a,u)}). On
applique alors le résultat précédent aprés régularisation (I’homotopie H n’est
pas nécessairement de classe C'! par morceaux).

Exercice : On prouve ici par le calcul et dans un cadre un peu moins
général une des formules de Cauchy démontrée précédemment. On considere €2
un ouvert de C, f : @ — C holomorphe et de dérivée continue, et v1,72 : [a, b] —
Q deux chemins de classe C? de mémes extrémités strictement homotopes. On
suppose de plus que ’homotopie H en question est de classe C?.

On note f = (fl, fz) la fonction de R? dans R? associée & f et on utilise
pour désigner la dérivée par rapport a la premiére variable d’une fonction la
notation %. Enfin, on écrit Hy = ReH et Hy = TmH.

1. Montrer que

d (% [8fi 0H. OHy  Ofi OHs OH:  ; 0
Re(@[/lq(.,u)f])—/t [WaTW“La_? 5 o1 I a1

=a

Ofy OH, OHy  Ofy OHy OHy  » 8%Ho

a1 2 ol 02 o2 o1 oz | ¥

2. Montrer que

d[g ol _  0Hs _ 041 0H, 9H, @3H23H1+fa2ﬂl
at |’ o2 7 ' 9102

=91 91 92 92 a1 o2

92
Ofy OH1 OHy  Ofy OHy OHy  » 02H,

a1 a1 92 82 a1 o092 ’?oa192
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3. En utilisant les relations de Cauchy—Riemann et en travaillant de maniére
analogue sur les parties imaginaires, montrer que

d 0H, 0H,
ol = L[ 5 (2 )

4. Conclure.

2.4 Ouverts simplement connexes de C

Définition : Soit Q C C un ouvert. On dit qu’il est simplement connexe
lorsqu’il est connexe (i.e. connexe par arcs) et que deux chemins 7, y2 continus
de méme extrémité quelconques sont toujours strictement homotopes.

Remarque : On voit facilement que €2 est simplement connexe si et seule-
ment si il est connexe et que tout lacet continu de Q est homotope (au sens des
lacets) & un point.

Proposition : Si Q C C est un ouvert convexe (ou plus généralement un
ouvert étoilé par rapport a4 'un de ses points g, i.-e. tel que pour tout z € Q,
[xg, 2] C Q), alors Q est simplement connexe.

Preuve : Le lacet v est homotope au point zg a travers ’homotopie

H(t,u) = (1 —u)y(t) + uao.

Exemple : C privé d’une demi-droite issue de zg est étoilé par rapport
a zg et donc simplement connexe, mais C privé d’une spirale issue de zy est
simplement connexe sans pour cela étre étoilé par rapport & g (ou par rapport
a n’importe quel autre point de C d’ailleurs).

La proposition suivante reprend le théoréme sur 'intégrale des fonctions
holomorphes sur des chemins strictement homotopes, dans le cadre simplifié
d’un ouvert simplement connexe, c’est également une généralisation de la méme
proposition dans le cadre des ouverts convexes :

Proposition : Soit @ C C un ouvert simplement connexe et f € H(Q)(ou

FEH(Q—{z0})NC(2)). Alors

1. Si v est un lacet continu et C* par morceaux de Q, on a fv f=0.

2. Si 41 et v2 sont deux chemins continus et C! par morceaux de Q ayant
meémes extrémités, f% f= f% f.

Exercice : On note I's le chemin formé du demi-cercle centré en 0 et de
rayon ¢ inclus dans {z,Zmz > 0} et orienté dans le sens positif.
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1. Montrer que

. € .
lim =0, et lim
R—+4c0 g # e—=0 r. %

2. Montrer que

— i 1/e iz
lim</ 6—d;1:—|—/ e—dr):iﬂ'
e—=0 _1/€ xr < xr

et en déduire en prenant la conjuguée de cette égalité, que

—€ —iz 1/e —izx
lim (/ ¢ dr—i—/ ¢ dm) = 7.
e—0 —1/8 —T < —X

+00 gine 7., _
sine gy =

3. Montrer que fo
cette intégrale).

% (on montrera la (semi)-convergence de

Notons que la formule de Cauchy dans les ouverts simplement connexes
permet d’obtenir de maniére immédiate des résultats de topologie qui ne sont pas
faciles & prouver de maniére directe (i.-e. sans utiliser de structure différentielle),
comme dans ’exercice suivant :

Exercice : Montrer que C — B(zp,d) est non simplement connexe pour
tout zg € C, § > 0.

Proposition : Soit @ C C un ouvert simplement connexe et f € H(Q)(ou
f e H(Q—{z})NnC(Q)). Alors il existe F' : Q@ — C holomorphe telle que
F' = f (primitive complexe de f).

Preuve : Soit zg € Q. On pose

ﬂdzlﬁ

ol v est un chemin qui joint zg & z (I’existence d’un tel chemin est assurée par
la connexité par arcs de Q). La proposition précédente assure que I’ est bien
définie. On a alors

F@+M—F@=A;Wﬁ

et on conclut comme dans le cas ou 2 est convexe.

2.5 Indice d’un lacet par rapport a un point
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Définition : Soit zo € C et 4 un lacet continu et C'! par morceaux de C
tel que zg € v([a, b]). On pose alors

Indzo('.y) = L\/ dz
~

271 z— 2y

Proposition : On a
1. Ind,,(v) € Z,

2. Si 41 et 7, sont des lacets homotopes (au sens des lacets) de C — {zo},
alors

Indzo (71) = IndZO (72)
3. Pour tout > 0,

Indzu(g € [0727"] — 2o +(56in€) =n.

4. La fonction zg — Ind,,(7y) est constante sur les composantes connexes de
C — v([a, b]) et nulle sur 'unique composante connexe non bornée de cet
ensemble.

5. Si 7y et 2 sont des lacets de méme origine,
Indzu (71 + 72) = Indzo (71) + Indzo (72)

Preuve : On suppose (sans restreindre la généralité) que a = 0,b = 1.
On commence par remarquer que d(y([0, 1]), z0) > 0, si bien que 1”intégrale est
correctement définie.

On commence par prouver 1. On pose

G(t) = @fﬂt ‘Y(‘YS)_SZU ds.
On a alors . ,
G/(t) — Y (t) e JA—LV(VS)_SZD ds’
Y(t) — 2o
d’ou

¢ _ A
a0 "3 -z

On en déduit que

i[v(t) - 20] _ YW G = (1) — 20) G'(1)
i G

D’ou
7(1) =20 _ 7(0) — %0
G(1) G(0)
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et G(1) = G(0) = 1. On a donc

er ¥(s)—z0 ds =1

bl

et par conséquent

1 /
B ¥'(s) ds
Indz,(v) = /0 Y(s) —z0 2mi €z

On passe a la preuve de 2. C’est une conséquence immédiate du théoréme de
Cauchy général.
On obtient 3. par le calcul:

1 2T 5 iné
/ N0 49 =n.
27i Joy dein?

Pour montrer 4., on remarque que zg — Ind, () est une fonction continue
de C — y([a,b]) & valeurs dans Z (cela s’obtient facilement par utilisation du
théoréme de convergence dominée en tenant compte du fait que d(y([a, b]), z0) >
0). Elle est donc constante sur chaque composante connexe de C — ~v([a, b]). De

plus,
. dz
lim / =0,
|zo| =40 v % %0

si bien que I’on obtient un indice par rapport a zg nul sur la composante connexe
non bornée de C — v([a, b]).
Enfin, on obtient 5. immédiatement.

L’exercice suivant montre que I’on peut démontrer le théoréme de D’ Alembert—
Gauss a partir de propriétés de topologie.

Exercice : On démontre par ’absurde le théoréeme de D’Alembert—Gauss.
On se donne pour cela un polynome unitaire de degré n > 1 a coefficients dans
C, dela forme P(X) = X" +a,_1X" "1 +..4ag, et on suppose que ce polynome
n’a pas de racines dans C.

Dans cet exercice, les lacets utilisés ont I'intervalle [0, 1] comme source.

1. Montrer que pour tout sq € C, les lacets t — P(sqe?™i) et t = P(0)
sont homotopes (au sens des lacets) dans C,.

2. On suppose maintenant que sg € Ry et que sg > 1, 59 > ZZ;Ol |ag|-.
Montrer que les lacets t — sBe?™ " et t — P(sge?™ ") sont homotopes (au sens
des lacets) dans C,.

3. Déduire des deux questions précédentes (et sous les hypotheses de la
question 2. sur sq) que les lacets ¢ — P(0) et ¢ = sfe?™ ™! sont homotopes (au
sens des lacets) dans C,.

4. Conclure en utilisant la notion d’indice d’un lacet par rapport a un
point.
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3 Analyticité des fonctions holomorphes et ap-
plications

3.1 Formules de la moyenne et application a ’analyticité

Proposition : Soit Q C C un ouvert, f € H(Q), et soit v un lacet continu
et de classe C! par morceaux de Q homotope & un point. Alors pour tout
z0 € @ —v([a,b]), on a

En particulier, si B(zg,r) C 2, on a

d 2T ) d9
f(ZO) - /C(Zu,r) M—Z - /9\ f(zo + rele) ﬂ = VMC(ZUJ')(f)’

z—zp2me —0
ou VM désigne la valeur moyenne.

Preuve : Pour tout zg € 2, la fonction

F(z)=7F(20 :
zr—>{ " si z # zo,

f’(%[j si 2z =z

appartient & H(Q — {z}) N C(Q). On a donc
/ f(z) = flzo) dz 0
N 2= 20 o

2m1
d’ou
[ = [ e
= f(z0) Ind., (7).

Corollaire : Soit Q C C un ouvert et f € H(Q). Alors f est développable
en série entiére en tout point zg de Q (c’est-d-dire analytique), de rayon de
convergence au moins égal & sup{r > 0, B(zg,r) C Q}. En particulier la C-
dérivée f' de f est dans H () (et de méme toutes les C-dérivées successives de

f). Enfin, f € C®(Q).

Preuve : Soit a € B(zg,r), ot B(zg,r) C . Alors




+o0
B Y f(z) dz
B /C(z(),r) ];J(a ZO) (Z — Zo)k+1 27

Pour pouvoir appliquer le théoreme de Fubini ou de convergence dominée, on
dz

remarque que
k
/ E la — zo| P
C(zo,r) 1, — T

< = la — zo| Fdz
< All =B CW)E — ) 7

k=0

(Z)

)k+1

||f||Lm Blar)

— la—z0]
1- r

Donc on obtient

I k& flz dz
f(a) - Z(a - ZO) /C(ZD,r) # m

k=0

/ f(2) dz
C(zo,r) (Z — Zo)k+1 2w

on voit que f est égale sur B(zg,r) & une série entiére (centrée en zg) de rayon
de convergence au moins égal a 7. On en déduit que f est analytique sur €2. De
plus, on sait que f’ est encore égale & une série entiére (centrée en zg) de rayon de
convergence au moins égal & r (Cf. chapitre 1), et donc f' € #(Q) (toujours Cf.
chapitre 1). Finalement, toutes les C-dérivées successives de f sont holomorphes
sur C, puis (comme les différentielles successives de f s’expriment en fonctions
de ces derniéres), on voit que fe C'OO(Q).

Comme 1l
< LD"(B(ZD,T))

k bl

r

Remarque : Comme on sait que les séries entiéres définissent des fonctions
holomorphes sur leur disque ouvert de convergence, on en déduit qu’elles sont
également analytiques sur leur disque ouvert de convergence. Ce résultat n’est
pas totalement trivial, mais il peut étre démontré sans difficulté et sans avoir
recours a la théorie des fonctions holomorphes.

Corollaire : Le rayon de convergence de la série entiére qui définit tan en
0est 5

Preuve : On sait que tan est une fonction holomorphe sur C — {7 +
km, k €Z}. En effet cos(x + iy) = cosz ch y — i sinz sh y ne s’annule que si
y=0etzen/24+77Z.

D’aprés le résultat précédent on en déduit que le rayon de convergence de
la série entiére (en 0) qui la définit est plus grand que . De plus, comme tan
est une fonction holomorphe sur B(0, ), elle est égale & la somme de la série
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entiére en question sur cette boule (ouverte). Donc la somme de cette série tend
vers +00 pour z € R,z — Z7. Ceci implique que le rayon de convergence de la
série entiere est plus petit que 7.

Exercice : On considére la fonction f(z) = ch z sur C.
1. Quels sont les zéros de f sur C 7

2. Quel est le rayon de convergence de la série entiére (centrée en 0) égale

A —L— au voisinage de 0 ?
ch

3.2 Conséquences de la régularité des fonctions holomor-
phes

Proposition : Soit Q C C un ouvert et f € H(Q). Alors Afl = Afg =0.

On dit que fl,fg sont harmoniques.

Preuve : C’est une conséquence simple des relations de Cauchy—Riemann
une fois que ’on sait que f est de classe C2.

L’exercice suivant montre une réciproque locale de cette propriété. Une
fonction harmonique est localement une partie réelle de fonction holomorphe.

Exercice : Soit Q un ouvert de R? et f:Q — R.

1. Soit R > 0. On considére g : {(z,y) € R?, |z|> + |y|* = R} — R une
fonction continue. Montrer que la formule

1 T it
ug(2) / Re +z g(R cost, R sint) dt

o - Rett — 2
définit une fonction holomorphe sur B(0, R).

2. Montrer que
vg(r cos @, r sin f)

! /W il (R cost, R sint) dt
= — cos sin
27 J_. R? —2Rr cos(H—t)+r2g ’

définit une fonction harmonique (préciser sa régularité) sur la boule {(z,y) €
R?, |z|? + |y|* < R}.

3. Montrer que (pour u € R), on a
- R? — 2

Z (r/R)™ e T R2—2Rvr cosu+ r?’

n=—0o0
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En déduire que v, se prolonge par continuité sur {(z,y) € R? |z|*+ |y|* < R}.

4. Soient k,! deux fonctions continues sur {(z,y) € R? |z|* + |y|* < R}
et harmoniques sur {(z,y) € R? |z|> + |y|> < R}. On suppose que k = [
sur {(z,y) € R? |z|? + |y|> = R}. Montrer que k& = [. On pourra pour
cela considérer (lorsque £ > 0) le point de {(z,y) € R? |z|? + |y|* < R} ou
(z,y) = k(z,y) —(z,y) + ¢ (2? + y?) est maximale.

5. Soit Q un ouvert de R?, z¢ € Q et p : @ — R une fonction harmonique
(par exemple C?). Montrer que I’on peut trouver un voisinage ouvert V de zq
tel que p|v soit la partie réelle d’une fonction holomorphe (sur I'ouvert de C
identifié & 'ouvert V de R?).

Nous donnons maintenant la version holomorphe du théoréme d’inversion
locale.

Proposition : Soit @ C C un ouvert, f € H(Q) et zo € Q tel que
f'(z0) # 0. Alors il existe Q' C Q ouvert tel que zg € Q', f(Q') soit ouvert dans
C, f soit injective sur ', f/ ne s’annule pas sur Q' et f=1 : f(Q) — Q' est

holomorphe sur (') et vérifie (f~1)" = f,olf_l.

Preuve : On sait que f est de classe C! sur Q. Comme f'(20) # 0, on
a df(Rezo,Imzo) # 0 et, comme c’est une similitude, cette différentielle est
inversible. On peut donc appliquer le théoréme d’inversion locale dans R?, ce
qui fournit un ouvert U C € tel que (Rezg,Imzg) € U, f(U) est ouvert dans
R2, f est injective sur U, df est inversible sur U, et ce qui fournit également une
fonction réciproque (j':)_1 de f(U) dans U de classe C' et de différentielle (df)_l.
Il s’agit donc encore d’une similitude directe, et on en déduit que f~! = ((f)_l)*
est bien une réciproque holomorphe de f sur ' = U*. En utilisant la formule

de la C-dérivée d’une composée, on voit que 1’on a forcément (f~1)" = #

3.3 Conséquences de f € H(Q?) = f' € H(Q)

Proposition : Soit Q@ C C un ouvert simplement connexe et f € H (),
ne s’annulant pas sur Q.

1. Tl existe g : @ — C holomorphe telle que ¢4 = f (logarithme complexe de
f).

2. Sin € N, il existe h, : Q@ = C telle que (h,)" = f (racine n-iéme de f).

Preuve : On commence par 1. On considére g primitive complexe sur
de fTI (f" € H(Q) car f € H(Q), et ouvert est supposé simplement connexe).
On a (fe79) = fe9—fg'e 9 =0. On en déduit que f = ctee? et on peut
ramener la constante & 1 en changeant g en g + cte’.
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Pour 2., il suffit de prendre h, = ex logf

Exercice : Soient €1 < ey < eg trois réels et P(X) = (X —e1) (X —
62) (X — 63).

1. Montrer que 1/P admet une racine carrée holomorphe g sur C — (] —
00, €3] U [e3, +00]).

2. Pour simplifier les notations, on identifie C & R% Montrer que g|g xRy, Se
prolonge par continuité sur R x R, — {e1, €2, e3} en une fonction notée §;
et que glrxr* se prolonge par continuité sur R x R_ — {eq, €2, €3} en une
fonction notée gs.

On pourra montrer que . est uniformément continue pour
R xR
+

—Ul_ Bleie)
tout £ > 0 en utilisant le fait que g’ est bornée sur de tels ensembles (car
(¢')? = (P')?/4P3 'est également).

3. Montrer que §1|]—oo,e1[ = §2|]_OO,€1[ et que §1|]e1,e2[u]e3,+oo[ = _§2|]91,e2[u]e37+00['
On utilisera un raisonnement faisant intervenir la connexité et le fait que

1/(z — e;) n’admet pas de racines carrées continues (& valeurs complexes)
sur C'(e;,0) (et cela, quel que soit § > 0).

4. En utilisant un contour homotope & un point dans C—{ey, €5, e3}, montrer

que
€g 1 + o0
/ dx = / ! dx.
e VP(x) s P(z)

Proposition (Morera) : Soit Q@ C C un ouvert et f : Q — C une fonction
continue. On a équivalence entre

1. feH(Q),

2. Pour tout triangle plein fermé 7" inclus dans Q, f(’)T f=0.

Comume le fait d’étre holomorphe est une propriété locale, il suffit de vérifier
la deuxiéme propriété pour tous les triangles inclus dans une boule de rayon
arbitrairement petit.

Preuve : Le théoreme de Goursat fournit une implication.

On suppose donc que pour tout triangle plein fermé T inclus dans €,
Jop £ =10. Soit zg € Q, tel que B(zp,d) C Q pour § > 0 (une telle boule existe
toujours). Pour z € B(zg,d), on pose F'(z) = f[szz] f-Ona

PEERTE g = [ (- 0 4ot 4 1) sl
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- / [F(z + th) — f(z))dt.

Donc

< sup [f(2) = f(2)],

|5—z|<h

‘F(z+h) — F(2)
h

ce qui tend vers 0 quand f est continue.

On en déduit que F' est une primitive de f sur B(zg,d) et en particulier
que ' € H(B(z0,d)). Comme f = F’, on en déduit que f est holomorphe sur
cette boule.

Le théoréeme de Morera permet parfois de donner des preuves trés simples
de I’holomorphie d’une fonction : ainsi, on peut prouver la proposition suivante
pour les intégrales & paramétre (dans laquelle on ne donne pas encore la formule
pour obtenir la dérivée : celle-ci sera donnée un peu plus loin dans le cours) :

Proposition : Soit Q C C un ouvertet soit U un sous-ensemble mesurable
de RY. On se donne une fonction K : Q x U — C telle que pour presque
tout u € U, la fonction z — K(z,u) est holomorphe sur €, et telle que pour
tout z € C, la fonction u € U — K(z,u) est intégrable sur U. L’intégrale a
parameétre f(z fU K (z,u) du est alors définie pour tout z € Q.

Si de plus on a ’estimation de domination suivante :
VzeQ,ppuel, |K(z,u)| < g(u),

ol g est une fonction intégrable sur U, alors la fonction f est holomorphe sur

Q.

Preuve : On utilise le théoréme de Morera. On se donne un triangle
ermé plein inclus dans e sommets z1, 22, z3 (on pose z4 = z1), et on
fermé pl lus d Q)Td t t

calcule
3

f(z )dzzz(zl_{_l—zl / FU(L=8) 2z +tzigq)dt

or i=1

3
:Z Zit1 — Zi) / / (1 —t)z; +t zig1,u) dudt.
— t=0

On vérifie que l'on peut alors appliquer le théoréme de Fubini :

/ / dudt</ / u)| dudt < ||g|lLvw
t=0 JueU t=0
3

On obtient
f(z)dz = (zi1 — @) /

or i=1 uel

K((1—=t)zi+tzig1,u)

1
/ K((1—=1t)zi +1tz41,u)dtdu
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:/UEU </3T K(z,u)dz) du=0

puisque z — K (z,u) est holomorphe sur Q. Le théoréme de Morera montre
alors que f est holomorphe sur €.

Remarque : Comme d’habitude pour ce type de résultat, la propriété a
démontrer étant locale, il suffit de vérifier les hypothéses sur un voisinage du
point zg en lequel on veut démontrer la C-dérivabilité. Attention : il n’y a
par contre pas de théoréme simple qui permette de démontrer la C-dérivabilité
d’une intégrale a parameétre en un point zg en n’utilisant que la C-dérivabilité
de I'intégrande en ce point.

Exercice : Montrer que la fonction I' définie par I'(z) = 0+°o et dt
est holomorphe sur Q@ = {z € C, Rez > 0} (par définition ¢* = e* 1°6% pour
t>0).

3.4 Conséquences de ’analyticité des fonctions holomor-
phes

Proposition (formule de Cauchy pour les dérivées): Soit @ C C un ouvert,
f € H(Q), et soit v lacet continu et de classe C'! par morceaux de  homotope
a un point. Alors pour tout zo € Q@ — ¥([a,b]), on a

1) g () = / (& dz

k! z—2z0)ft 2w
En particulier si B(zg,r) C ©, on a

f(k)(zo)_/ f(z) dz o ioy —ike 90
k! B C(z0,7) (Z_Zo)k+127ri_ G:Of(zo—i_re e 2mrk

Preuve : Pour tout zg € 2, la fonction

(z—zp)k+1?
D) (20)

_k (2)(, \ (z2=z20)P
{f(z) EP:Uf (~D) p! Si Z;é 20,
Z
(B+1)!

sl z=zp
appartient & H(2 — {z0}) N C(Q) (en utilisant la formule de Taylor-Young ou

I’analyticité de f).
On en déduit que

fz)  dr P (x) ey dz
L (z — z0)k 1 m—pzzg p!_/w(z—zo)l’ 1m.
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p—k-—1

Mais pour p # k, la fonction z — (z—zg) admet une primitive holomorphe

sur Q — {z0}, donc

f(z) dz  [®)(z) 1 dz f¥)(z)
/v (z—20)F* 2mi k! /W = Ind:, (7).

z—2p 271 k!
Théoréme : Soit Q@ C C un ouvert et f:Q — C. Si f € H(Q— {z0}) et

f(2) = 0252, m , alors f se prolonge par continuité en zg en une fonction

holomorphe sur Q. En particulier si f est continue, alors f € H(Q2).

Preuve : On pose

9(2) = { (== f(x) s 27,

0 sinon.
On ag e MH(Q—{z0}), et de plus

9(z2) —9(z0) _ (2= 20)*f(2) _ (2 = 20) f(2),

Z— Zp Z—Zp

ce qui tend vers 0 lorsque z — zg d’aprés 'hypothése. On en déduit que g €
H(S2). Donc g est analytique, et comme g(zg) = ¢'(z0) = 0, on a ’égalité de f
avec une série entiere de rayon de convergence non nul, d’ot le résultat.

L’exercice suivant montre que sil’on impose en plus a f d’étre continue,
alors on peut la prolonger de maniére holomorphe sur un ouvert €2 dés qu’elle
est holomorphe sur cet ouvert privé d’une sous-variété de dimension (réelle) 1 :

Exercice : Soit Q@ C C un ouvert et f : Q@ — C continue, telle que
F € H(Q — U ,7([0,1])), ol chacun des v; est un chemin de classe C'! par
morceaux et continu. Soit 7" un triangle fermé plein de Q.

1. Montrer que ’'on peut trouver M > 0 tel que pour tout P > 1, on ait

n n p, M

A= Ui:lp}/i([oi 1]) C Ui:l UZI)DIO B(VZ(F)’ F)

2. Montrer que I’on peut trouver a € N tel que pour tout k € N et z € Q,
TNB(z,27%) c Ui, T,

ol les T; sont des triangles choisis parmi les triangles semblables a T" de rapport
d’homothétie 27% construits comme dans le théoréme de Goursat.

3. Montrer que pour tout k € N,

‘/ f‘ <2nMalong(dT) sup |f(21) = f(22)].
aT

21,22€T |21 —22|<27 % diam(T)
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4. En déduire que f € H(Q). Ce résultat subsiste t-il si on suppose
seulement que f est bornée sur Q 7

5. (principe de réflexion de Schwarz) : Soit Q C C un ouvert connexe
symétrique par rapport a ’axe réel, et f: QN {z € C, Zmz > 0} — C continue
et holomorphe sur QN{z € C, Zmz > 0}. On suppose que f est a valeurs réelles
sur ’axe réel. Montrer que f se prolonge en une fonction holomorphe sur €.

Théoréme (principe des zéros isolés) : Soit Q C C un ouvert connexe et
F EH(Q). Alors f1({0}) est Q tout entier, ou bien f=1({0}) n’a pas de points

d’accumulation dans €2 : c’est un ensemble fermé discret.

Preuve : Soit zo € Q un zéro de f. On a (au voisinage de zg)

I .
f(z) = Eb (z — z0)",

avec by # 0 (k est alors appelé valuation de f en zg et noté v,,(f)), ou bien f
est nulle sur un voisinage de zg. Dans le premier cas, on a donc

f(2) = (2= 20)" 6(2),

ol ¢ est holomorphe sur un voisinage de zg et ne s’annule pas (sur ce voisinage).
On en déduit que zg est isolé.

On a donc montré que les zéros de f sont isolés sauf si f est nulle a
leur voisinage. On conclut par un argument de connexité. Soit X ’ensemble
des points d’accumulation de zéros de f dans Q. Cet ensemble est clairement
ouvert d’aprés ce qui précéde. De plus, il est fermé car si zx € X et zx — 2z,
avec z € €, soit tous les z; sont égaux sauf un nombre fini d’entre eux, et donc
z est 'un des zp et il est dans X, soit ce n’est pas le cas et alors z est encore
dans X. Comme Q est connexe, X est vide ou X = Q.

Corollaire (Unicité du prolongement analytique) : Soit @ C C un ouvert
connexe et f,g € H(Q). Si f = g sur A C Q admettant un point d’accumulation
dans Q, alors f = g sur Q.

Exemple : La détermination principale du logarithme sur C — R_ est le
seul prolongement analytique sur cet ensemble du logarithme défini sur RY.

Exemple : Pour prolonger la fonction I' sur C — Z~, on utilise la formule
(vraie pour Rez > 0)
r
I(z) = (z4m)
z(z+1)..(z+n)

Cette formule permet de prolonger T' sur des ensembles du type , = {z €
C,Rez > —n,z # 0,—1,..,—(n—1)}. Le théoréme d’unicité du prolongement
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analytique autorise & “recoller” ces différents prolongements pour obtenir un
prolongement analytique sur C — Z~ tout entier.

Exercice : 1. Existe t-il f holomorphe sur B(0,1) telle que flj_1 1 =
arctan 7

2. Existe t-il f holomorphe sur C—{iz/x € R, [z > 1} telle que f[j_1 [ =
arctan 7

3. Existe t-il f holomorphe sur C — {—¢,} telle que f|j_q = arctan 7

Exercice : Soit f(z) = :z% an 2" une série entiére centrée en 0, a
coefficients complexes, et de rayon de convergence R €]0,+co[. On dit de
zo € 0B(0, R) que c’est un point régulier du cercle de convergence de la série

entiére lorsqu’il existe un prolongement analytique de f sur une boule B(zg,¢)
pour un certain € > 0.

1. Montrer que I’ensemble des points réguliers de dB(0, R) est un ouvert

de 9B(0, R).

2. Montrer qu’il y a au moins un point du cercle de convergence de la série
entiere qui n’est pas régulier.

3. On suppose que R est un point régulier de 0B(0, R) pour la série

:z% an 2" (de rayon de convergence R > 0). On note f(z) = :Z% by (z +
R/2)™ le développement en série entiére de f en R/2. Montrer que la série

:z% b, (z + R/2)™ admet un rayon de convergence strictement supérieur a
R/2.

En déduire que si ¥n € N, a, est un réel positif, alors il y a une con-

tradiction (et donc R n’est pas un point régulier de 9B(0, R) pour la série
+oo n
n=0 an 2 )

2w

4. Montrer que tout point de la forme e ,our € @, est un point non

régulier de la série Z:i “;7; En déduire que tous les points de dB(0, 1) sont
non réguliers pour cette série (qui converge néanmoins en tout point du cercle

unité).

L’analyticité d’une fonction holomorphe et le théoréme d’inversion locale
permettent d’obtenir 1’allure locale d’une fonction holomorphe. Ce résultat est
donné ici sous forme d’exercice :

Exercice : Soit h € H(Q) et k € N, tels que h(2) = h(zo) + bx (z — 20)* +

o]z — z0|%), b # 0.
1. Montrer que 'on peut trouver R > 0 et g € H(B(z0, R)) tels que

9(20) =0, ¢'(20) # 0, et
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2. Montrer qu’il existe un voisinage ouvert V' de h(zg) et § > 0 tels que
pour tout a € V, ’équation

h(z) =a et |z — 20| <6
admet exactement k solutions z = ¥;(a), (i = 1,.., k).

3. Soit Q@ C C un ouvert connexe et f € H(Q). Montrer que f est soit
constante sur €, soit ouverte (i.-e. pour tout Q' C Q ouvert, f(Q') est ouvert

dans C).

4. Soit @ C C un ouvert et f € H(Q). Pour zg € Q, montrer que ’on a
équivalence entre f'(zg) # 0 et 'injectivité de f au voisinage de zg .

Proposition (principe du maximum, premiére version): Soit Q@ C C un
ouvert et f € H(Q). Si |f| admet un maximum local en z € Q, alors f est
constante sur la composante connexe de zg dans €.

Preuve : On développe f en série entiére au voisinage de zg. Soit f est
constante localement, et alors f est constante sur la composante connexe de zg
dans Q d’aprés le principe des zéros isolés, soit pour un certain k > 1,

f(z) =ao+ax (2 — Zo)k +o((z — Zo)k);
avec ar £ 0. On note z = zg + re' | ag = |ag|e'?, et ap = |ag|€®. On a alors
F(2) = lao| € + |ag| r* € 9HED) 1 o((z — 20)¥).

En prenant 6 = 6T¢’ on voit que |f(z)| > |f(z0)| pour r assez petit. On n’a
donc pas de maximum local de |f| en z.

Corollaire (principe du maximum, seconde version): Soit £ C C un ou-
vert, f € H() et M € Ry tel que

1. d’une part |f| est bornée par M au voisinage du bord de € :
Vzo € 010, lim, ., |f(2)] € M,

2. d’autre part |f] est bornée a l'infini:

limsup|f(z)| < M,

|z] =400

(ce qu’on écrit parfois sous la forme abrégée sup, caquico} lim, ., |f(2)] < M)

alors Vz € Q, |f(2)| < M.

Preuve : Supposons qu’il existe Z € Q tel que |f(Z)| = M + 4, avec § > 0.
On commence par choisir > 0 tel que

d(z0Q) <n ou |:>1/n = |f(z)|<M+é/2
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On pose alors K = {z € Q, /d(z,09Q) > n et |z| < 1/n}. 1l s’agit d’un compact,
donc on peut considérer z; € K ou |f| atteint son maximum. Or Z € K, donc
|f(z1)] > M + 4, et par conséquent |f| atteint son maximum sur Q en z;. On
en déduit que f est constante sur une composante connexe de € (le module de
cette constante étant M + §), ce qui est absurde.

Finalement, on a bien Vz € Q, |f(z)] < M.

Proposition (théoréme des trois droites) : Soit Q@ = {z € C;, 0< Rez <
1}. On se donne une fonction f : Q@ — C holomorphe sur Q, continue et bornée
sur Q. On note My = supg.,—o |f(2)| et My = supg,,_; |f(2)|. Alors on a pour
tout 8 € [0, 1],

sup |f(z)] < Mg~ MY.
Rez=0

Preuve : Pour ¢, p > 0, on considére (lorsque z € Q)

2

feo(2)=p" e f(2).
En notant z = 0 + iy, 0,y € R, on voit que

1o p(2)] < P e e | (2)]

_ 2
< max(L, p) € |[fl| poo(my €777 -
Donc lim|z|—>+oo,zeﬁ fe.p(z) = 0. D’apreés le principe du maximum (2éme ver-

sion), on a

VzeQ, | fe.p(2)] < max(Mo, My pe®),
si bien que
Vz € Q, If(2)| < p~° |e_“2|max(M0,M1pea).
Ceci étant vrai pour tout ¢, p > 0, on commence par faire tendre £ vers 0 :
Vz € Q, |£(2)] < max(Mq p~=¢, My p'=?).

On pose alors p = My/M; (ce qui rend égales les deux composantes du max),
et on obtient ’estimation demandée.

Corollaire (théoreme de Riesz-Thorin pour les l,, p = 1,2, 00) : On note
l, = 1,(Z) (le théoréme se démontre exactement de la méme maniére pour {? (N))
et on appelle opérateur une application linéaire entre de tels espaces. Soit 7" un
opérateur continu de [! dans I' (de norme Np) et continu de [*° dans [*° (de
norme N, ). Alors T envoie [? dans I%. De plus, il est continu (de [ dans I?) et

de norme Ny < v/Nj Ny .

Preuve : Soit u, v deux éléments de {? & support fini et de norme 1 (dans
1?). Onpose Q ={z € C, 0< Rez < 1} et pour z € Q, on considére la
fonction f définie par

)= <T((|up|2<1—z) “_p)pez)>n|vnlzzz_n.

) fon]
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Dans la somme précédente, seul un nombre fini de termes est non nul. On
convient que pour z = 0,z € 2, on a z” = 0.
On commence par observer que pour z = it (Rez =0), on a

u v
1O X (107 e ) | < supfon 2
new |up| n ne | n|
e D e [ e
new |un| neZ |vn]
<NE Y unl* < My,
neZ
et que pour z = 1 + 14t (Rez =1),ona
1] < s | (10 e ) | 5 3 |l 2
nes |UP| n nez |Un|
< Noo sup [[un 72 2] 0 3 {[u [P0490 T2
neL |tn | nel |vn |
< Noo E |'Un|2 < Neo.

nezn

L’application u ~ (T'u), est une forme linéaire continue sur I? (car elle ’est
sur [°°). On peut donc trouver (par isométrie entre H et H' pour H espace de
Hilbert) 7 € 1% (#" = (r})pez) telle que

(Tu), = E Ty Up.
pED

On a donc
2z Un

U
J) = 303 07 L 22

nEL el |up|

nl

Dans la formule précédente, les deux sommes sont finies car u et v sont supposées
a support fini. Comme chacunes des fonctions

2: Un

1-z) Up

Z = |u10|2( |U |
P

|vn
|vn|

est holomorphe sur , continue et bornée sur Q (par sup(1, |u,|, |v,|)*), on en
déduit que f l'est également. On peut donc lui appliquer le théoréme des trois
droites et obtenir en particulier

17(1/2)] € VN1 Neo.

On obtient donc (pour u,v deux éléments de [ A support fini et de norme 1
dans [?)
| <Tu,v>|</Ni Noo,
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olt <,> désigne le produit scalaire de {?. On en déduit que si u,v sont deux
éléments de {2 & support fini,

| <Tw,v>| < VN1 Neo |[ulliz [[0]]i= (1)

Pour un tel u on sait que Tu € {? (car Tu € I'). On en déduit par densité
des suites & support fini dans {? (pour la norme {?) que I'inégalité (1) est encore
vraie lorsque v est un élément quelconque de I2. On a donc < T, - >€ (1)’ et

|| <Tu, > ||(12)/ < /Ny Ny ||u||12

On en déduit (par isométrie entre H et H' pour H espace de Hilbert) que

1Tullis < /Ny N [Julli=

Soit maintenant u un élément quelconque de [2. On considére 7, u la tronquée de
u & partir de l'indice k 4+ 1 (c’est-a-dire (1gu)n = u, pour |n| < ket (rxu), =0
pour |n| > k).

On a

T (su)lliz < /Ny Noo [|7ulliz < /N1 Neo [[ulli2 (2)

Comme 7 u converge vers u dans [*°, on a également la convergence de T'(5u)
vers Tu dans {*°, donc ponctuellement. On passe alors a la limite dans I'inégalité
(2), ce qui permet de conclure.

Exercice : On note Q = {z € C, |Imz| < 7m/2}, et on considere f €
H(Q) NC(Q) telle que

V2eQ,  [f(z) <ete : (3)

ou A € Ret a €]0, 1] sont des constantes données.
1. Montrer que pour tout € > 0, 8 €]0, 1],

6—2ach(ﬁz) < 6—22 cos(Bm/2)ch(B ’Rez).

Vz € Q,

2. Montrer que ’on peut trouver v €]0, 1] tel que pour tout & > 0,

|0

3. Montrer le théoréeme de Phragmen-Lindeldf: si (en plus des hypothéses
énoncées au début de 'exercice) sup,¢yq |f(2)| < 1, alors sup, . |f(2)| < 1.

lim [ sup

f(Z) =2 ch(vz)
|Rez|—+o0 |Zmz|<m/2

4. Cette propriété subsiste t-elle si I’on ne suppose pas que ’estimation
(3) est vérifiée par f7

35



3.5 Conséquences des formules de Cauchy

Théoréme (Liouville): Toute fonction entiére bornée est constante.

Preuve : On sait que

by f(z) dz

PO [ Gy 2
2w

= fla+re?)ye A0

=0 271—70.

Donc |f'(a)] < ||f]leo/7, ce qui tend vers 0 quand r — +oo.

Exercice : Montrer que si f est entiére et & croissance polynéomiale (c’est—
a—dire si 'on peut trouver C' > 0 et k € N tels que |f(z)] < C+C |z|*), c’est un

polynéme. Peut-on trouver des fonctions f entiéres telles que |f(z)] < eV 12l 7

Corollaire (D’Alembert—Gauss) : Tout polynéme non constant & coeffi-
cients dans C admet au moins une racine (complexe).

Preuve : S’il n’en n’avait pas, son inverse serait une fonction entiére
bornée, car limy,| 4o |P(2)| = 400 pour tout polynome P € C[X] non con-
stant.

Exercice (formule de Gutzmer): Soit @ C C un ouvert et f € H(Q2). On
suppose que B(a,r) C Q, et on note f(z) = Z+OO an (z —a)” le développement

n=0
en série entiére de f au voisinage de a. Montrer que

+o0
o= [
n=0 ¢

Quel est le lien entre cette formule et la formule de Parseval 7

2w
X do
|f(a —|—rel€)|2 o

=0

Exercice (preuve du principe du maximum utilisant les formules de Cauchy):
Soit € C C un ouvert et f € H(2). On considére zg € Q ou |f| atteint son
maximum, et ¢ € R tel que e'? f(z0) € R,.

1. En appliquant la formule de Cauchy sur C(zg, R) avec R > 0 suffisam-
ment petit, montrer que pour tout z € C'(zg, R),

Re(e'? [f(z0) = f(2)]) = 0.
2. En déduire que f(z) = f(z0). Conclure.

Les formules de Cauchy permettent de controler les dérivées des fonctions
holomorphes en fonction des fonctions elles-mémes. En ce sens, elles constituent
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une sorte de “réciproque” des théorémes du type “accroissements finis”. La
proposition suivante illustre ce point de vue avec un énoncé précis :

Proposition : Soit @ C C un ouvert et f € H(Q). Soit zg € Q tel que
B(z,6) C Q. Alors on a

sup | f(2)].

2€C(20,9)

| =

|f'(z0)| <

Preuve : C’est une conséquence immédiate des formules de Cauchy pour
les dérivées.

En donnant une formule intégrale pour la dérivée d’une fonction holomor-
phe en un point, les formules de Cauchy permettent également de traiter la
question de la C-dérivation des intégrales a parametres dont l'intégrande est
holomorphe en utilisant le théoréme de Fubini. Ceci permet de compléter la
proposition vue au paragraphe 3.3, dans laquelle la formule de C-dérivation
d’une intégrale & parametre n’etait pas précisée.

Proposition : Soit Q C C un ouvertet soit U un sous-ensemble mesurable
de BRY. On se donne une fonction K : Q x U — C telle que pour presque
tout u € U, la fonction z — K(z,u) est holomorphe sur €, et telle que pour
tout z € C, la fonction u € U — K(z,u) est intégrable sur U. L’intégrale a
paramétre f(z fU K (z,u) du est alors définie pour tout z € Q.

Si de plus on a l’estimation de domination suivante :

Vze Q,ppu€el,

((z,u)] < g(u),

ol g est une fonction intégrable sur U, alors la fonction f est holomorphe sur
Q, la fonction u € U — 9,K(z,u) est intégrable sur U pour tout z € C, et

(toujours pour tout z € C) :
= / 0, K(z,u)du
U

Preuve : On sait déja que f est holomorphe sur Q. Si on se donne donc
un point zg de , et r > 0 tel que B(zo, r)C Q. Ona

, B f(2) dz
f (ZO) B /(zo r) (

z—20)? 27

/ /I 1 dz
(20,7 (2, u) z—zo)2 2mi
do

[ du —29
/9 / xzo—l—re u) 2mr
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On vérifie que l'on peut alors appliquer le théoréme de Fubini :

dé df
/ / du e_”) / / |du—<r_1||g||L1
9= 9= 2mr

On obtient que

K( zo—i—re ,u)

- o i8 —ig d0
;K (z0,u) = K(zg+re'’ u)e —
9

—0 2mr

est intégrable sur U, et que

., df
"(20) // K(zg+reé i u)e_le—du
o= 2 r

= / 0, K (z0,u) du
U

4 Topologie de H(Q)

4.1 Topologie de la convergence compacte de C(2)

Définition : Soit Q un ouvert de C (ou R¥ ou C?, M,Q € N*). On pose
K, ={z e Q, d,Q° > 1/n et |z|] < n}. 1l s’agit d’une suite croissante
(pour l'inclusion) “exhaustive” de compacts, c’est-a-dire vérifiant Q@ = UpenKp
(une autre famille dénombrable exhaustive de compacts est constituée des boules
fermées de rayon rationnel et centrées en un point de coordonnées rationelles qui
sont incluses dans €, mais cette famille n’est pas croissante pour l'inclusion).

La topologie de la convergence compacte (ou convergence uniforme sur les
compacts) sur C(Q,RY ou CF'), N, P € N* se définit de I'une quelconque de ces
maniéres (avec || || norme sur RY ou CF):

1. C’est la topologie métrisable pour laquelle f, =, 4o f si et seulement
si pour tout K C £ compact,

sup || fp(2) — f(2)|] =p=to0 0.
rzeK

C’est—a—dire que l'on a convergence uniforme sur tous les compacts. On
peut remplacer dans cette définition I’ensemble de tous les compacts de €2
par la famille (Kp)nen, .-

2. C’est la topologie métrisable dont une base de voisinages de f est fournie
par les ensembles

Oke(f) = {g e C@EN ou ), sup lgle) - f(2)l < }
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lorsque € > 0 et K est un compact de Q. On peut remplacer dans cette
définition I’ensemble de tous les compacts de Q par la famille (K, )nen,,
et les € > 0 par les 1/p,p € N*. La base de voisinages est alors clairement
dénombrable.

3. C’est la topologie métrisable définie par la distance
+o0
= Z 27" min <1, sup ||f(z) — g(l)||>
n=1 T€Kn

4. C’est la topologie métrisable définie par la famille dénombrable de semi—
normes

[[flln = sup [|f(z)]].
reK,

Il s’agit d’une topologie d’espace vectoriel localement convexe, métrisable et
complet. On dit que C(Q,RY ou CF) muni de cette topologie est un espace de
Fréchet.

Proposition : Soit Q C C un ouvert. L’ensemble des fonctions holomor-
phes H () est fermé dans C'(€2, C) pour la topologie de la convergence compacte :

fn€H(Q) et fuaf = [eH(Q).

De plus, la dérivation (complexe) est continue pour cette topologie (quand on
se restreint aux fonctions de H()) :

[ EH(Q) et fo—f = =1

Preuve : Pour la premiére partie, on applique le théoreme de Morera. De
plus, lorsque zp € K C € compact, on considére une boule fermée B(0,4) de
telle sorte que K 4+ B(0,d) C Q. Alors, en vertu du théoreme de Cauchy pour
les dérivées de fonctions holomorphes,

d f(z) dz
< _ _J\ P
s lfieo - e <mp| [ O [ L0

<146 sup |falz) = f(2)]-

z€K+B(0,9)

L’exercice suivant montre que les solutions de systemes différentiels linéaires
a coefficients holomorphes ont des solutions holomorphes :

Exercice : Soit N € Ny, 20 € CV et Ay : B(0,1) = CY, Ay : B(0,1) —

My (C) des fonctions dont toutes les composantes sont holomorphes. On con-
sidere la suite de fonction f, de B(0,1) dans CV définie par

fn+1<z)=zO+/ (Ai+A2f0), fol2) = 2.

[0,2]
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1. Montrer que pour 0 < r < 1, il existe une constante C, > 0 telle que
pour z € B(0,r) (boule de centre 0 et de rayon r) et n € N,,

z

) = fo-1(u )| du,

2]
fas1(2) = Fal2)| < C / A

||
ot | | désigne une norme sur CV.

2. En déduire que pour 0 < r < 1, il existe des constantes K, > 0 et
Cy > 0 telles que pour z € B(0,r) et n € Ny,

C(Cr 2
[ (2) = ful)] < K, DT
3. Montrer que f, converge uniformément sur B(0,1) vers une fonction
f dont toutes les composan tes sont holomorphes sur B(0, 1) et vérifiant pour
z € B(0,1),
) = A() + As(e) (), £(0) = 0.

Ici, f' désigne la fonction de B(0,1) — CV dont les composantes sont les C-
dérivées des composantes de la fonction f.

4.2 Familles normales

Le théoréme suivant permet de comprendre a quoi ressemblent les compacts
de #H () (muni de la topologie de la convergence compacte) :

Théoréme : Soit F une famille de fonctions de # () telle que

VK C Q compact , IMg > 0, sup sup |f(z)| < Mg
2€K feF

(On dit qu’une telle famille est normale, mais dans le langage des espaces vecto-
riels topologiques, on dira plutot qu’il s’agit d’une famille bornée, ce qui signifie
que son image par chacune des semi-normes qui définissent la topologie est
bornée dans R (mais pas uniformément par rapport & la semi-norme); attention
a ne pas confondre cette notion de bornitude avec celle liée a la distance qui
définit également la topologie). Alors F est relativement compacte dans H()
muni de la topologie de la convergence compacte.

Preuve : Soit K C Q compact . On pose § = d(K,°). C’est un nombre
réel strictement positif. La formule de Cauchy fournit ’estimation

3
sup sup | f'(z)] < 3 MK+B(0,26/3)'
2€K+B(0,6/3) [€F
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On utilise alors le théoréme des accroissements finis: Pour 21,22 € K tels que
|21 — 22| < 6/3, le segment [z, 23] est inclus dans K + B(0,4/3), donc

3
sup |f(z1) — f(z2)| < =M, | 55572 |21 — 22|
fef| (#1) (22)] b3 K+B(0,25/3)| 1 2|

On en déduit que F est uniformément équicontinue (et bornée) sur chaque com-
pact K de Q. Le théoréeme d’Ascoli permet de conclure que F est relativement
compacte pour la topologie de la convergence compacte sur C (€, C). Comme
H(S2) est un sous-ensemble fermé dans C'(2,C), F est relativement compacte
pour la topologie de la convergence compacte sur H(£2).

Remarque : En pratique, ce théoreme s’utilise souvent de la maniére
suivante : si (fn)nen est une suite de fonctions de #H () telle que

VK C Q compact , dMgk >0, sup sup | fn(2)| < Mg,
z€K neN

alors il existe une suite extraite fo(,) et f € H(Q) vérifiant f,(,) — f pour la
topologie de la convergence compacte sur €.

Remarque : Le théoréeme de compacité des familles normales peut s’énon-
cer sous la forme familiére : tout ensemble de H(£2) fermé et borné est com-
pact (fermé, borné et compact se rapportant & la topologie de la convergence
compacte). Cette propriété est bien sir partagée par les espaces vectoriels sur
R ou C de dimension finie (et munis de leur topologie naturelle : celle associée
a n’importe quelle norme), mais également par certains espaces de fonctions de
classe C®. Elle est par contre toujours fausse pour les espaces vectoriels normés
de dimension infinie (théoréme de Riesz). On en déduit qu’il n’y a pas de norme
sur () dont la topologie sous-jacente soit celle de la convergence compacte.

4.3 Séries de fonctions holomorphes

Proposition : Soit @ C C un ouvert, et (f,)nen une suite de fonctions
de H(Q). Si Z;:o fp converge uniformément sur tout compact K de €, alors

;:OE fp est dans #H (), Z;:o f5 converge uniformément sur tout compact K

de Q et ( ;:8 L) = ;j)(fp)/-

C’est en particulier vrai si pour tout compact K de €2, on a la convergence
normale sur tout compact :

+ o0

Z su}}g |fp(2)] < Fo0.

p=0 Z€

Remarque : On a un théoréme analogue dans le cas des familles som-
mables. On dit que (24)aeca est une famille sommable de somme z (noté en
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général ) 4 o) d’un espace vectoriel normé E (muni de la norme || ||) lorsque
pour tout € > 0, il existe F, partie finie de A telle que pour toute partie finie
F' de A contenant [, on ait ||z — ) p zal| <€

On montre alors que si (fy)aca est une famille de fonctions de H(), telle
que pour une certaine fonction f : Q@ — C (notée en général ) _, fo), pour
tout € > 0 et K compact de €, il existe F; g partie finie de A telle que pour
toute partie finie I’ de A contenant F. r, sup,cx |[f(2) — > cp fal(2)|| < €
(uniforme sommabilité sur tout compact de Q), alors f = " ., fo € H(Q) et
(> aea fa) =2 qea fi- Clest en particulier vrai si pour tout compact K de €,

Z sup |fa(2)] :=  sup Z sup |fa(2)| < +o0.

QeA'ZEK FCAﬁnieaeF'zeK

Cette proposition permet d’étudier les fonctions définies par des séries
(dont le terme général est holomorphe) sans avoir besoin d’étudier a priori la
série dérivée. L’exercice qui suit illustre cela : il donne une formule (développe-
ment Eulérien de si11'12) qui est une sorte de “décomposition en éléments simples
infinis” d’une fonction qui n’est pas une fraction rationelle (mais qui, comme
ces dernieres, posséde des poles, que 'on définira lorsque 'on présentera les
fonctions méromorphes). Un exercice proche sera présenté dans le vocabulaire

des fonctions méromorphe le moment venu.

Exercice :
1. Montrer que ZnEZ ﬁ converge normalement sur tout compact de
C — Z, et définit une fonction holomorphe 1-périodique sur C — Z. Calculer un

développement asymptotique en 0 & I'ordre O(1) de cette fonction.

2. Montrer que z ﬁ définit également une fonction holomorphe

1-périodique sur C—7Z. Calculer un développement asymptotique en 0 a I’ordre
O(1) de cette fonction.

3. Montrer que
|sin(7z)| > | sh (7Zmz)|.
En déduire que
lim  [sin(7z)| = +o0

|Zmz|—+o0

uniformément pour Rez € [0, 1].

4. Montrer que ) > converge normalement sur le domaine

1
ne€Z (z—n)
I'={zeC, Reze|0,1],/Zmz|> 1}.
En déduire que

. 1 _
lim Zm_o

z -
|Zmz|—+o0 nel



uniformément pour Rez € [0, 1].

5. Montrer que pour tout z € C, on a I’égalité

w2 1

sin? (7r2)

On introduit maintenant les séries de Dirichlet, qui permettent de fabriquer
de nombreuses fonctions holomorphes, parmi lesquelles la célébre fonction { de
Riemann.

Proposition : Soit (a,)nen+ une suite de. C. Si la somme ZnEN*.a”
converge, alors la somme ) . &% converge uniformément sur tout domaine

D, ={z€C, |Arg(z)| < a} lorsque a < 7/2.

Preuve : Pour n > m > N assez grand, on a |Z;:m ap| < e. On utilise
alors lorsque m’ > m + 1 une transformation d’Abel:

m' =1 m'—1
S n(an—tng) = Y. (Pa—Pac1) dn + (Dm dm — Pmi—1 Gt
n=m n=m++1
avec
- 1
Pn = Z Qp, qn = n_z
p=m
On obtient
m'—1 m'—1 n m'—1
an 1 1 ! |am|
< - -
> o< X (X w) (o o) || X oo |
n=m++1 n=m p=m p=m
m'—1 log(n+1)
§6|: Z/ e_tzdt‘—i—Q]
n=m logn

m' —1 log(n+1)
<e [2 + Z |z] gt Rez dt]

=m logn

m'—1

<2+ X a7 - )|

n=m

2|
<e]2
_6|: +Rez

§6[2+

cosoz] ’

Corollaire: Onnote C = {z € C, ) . 7= converge}. Alors RNC est un

intervalle du type (zg,+oo[ (éventuellement R ou (}) contenant zg ou non. On
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appelle zg ’abscisse de convergence de la série de Dirichlet ZnEN* fn. Cette
série définit une fonction holomorphe sur {z, Rez > z¢}.

On appelle parfois abscisse de convergence absolue de la série de Dirichlet
I’abscisse de convergence de la série de Dirichlet ou les a,, ont été remplacés par
les |ay|.

Exercice : Déterminer pour tout § €] — 7, m[ ’abscisse de convergence (et

ezn@

de convergence absolue) de la série de Dirichlet } " . S+

5 Fonctions méromorphes et théoreme des résidus

5.1 Fonctions méromorphes

La proposition suivante clarifie le comportement des fonctions qui sont
holomorphes dans une boule épointée :

Proposition : Soit @ C C un ouvert, zg € Q et f € H(Q — {20}). On est
alors dans I'un des trois cas de figure suivants:

1. La fonction f se prolonge en zg en une fonction holomorphe sur Q (remov-
able singularity),

2. 1l existe a_1,..,a_m € C dont I'un au moins est non nul tel que f(z) —
S (Zi;zg), se prolonge au point zg en une fonction holomorphe sur €.
On dit alors que zg est un pole de f,

3. Pour tout € > 0, f(B(z0,€) — {z0}) = C. On dit alors que zp est une
singularité essentielle de f.

Preuve : Si B(a,r) et f(B(z0,¢) — {20}) sont disjoints (pour a € C,r >
0,& > 0 donnés), alors |f(z)—a| > r pour 0 < |z—20| < &. Donc z +— (f(z)—a)~!
est holomorphe et bornée (par 1/r) sur B(zg,¢) — {z0}. Elle se prolonge donc
en une fonction holomorphe sur B(zg,¢).

Il existe donc m > 0 et ¢ € H(B(z0,¢)) telle que ¢(z) # 0 pour lesquels
on a

1
f(z) —a
d’ott f(2) = a+ (z — z0) ™ 4(z), avec ¢y = 1/¢ holomorphe au voisinage de zg.
On retrouve alors les deux premiers cas selon que m = 0 ou m # 0.

= (2 —20)" ¢(2),

Exercice : Calculer pour £ > 0 'image de la boule épointée B(0,¢) — {0}
par z — e'/?. Que dire de la singularité de cette fonction en 0 ?

Les fonctions qui sont holomorphes sur une boule épointée, ou méme sur
un anneau, peuvent étre développées sous la forme d’une somme doublement
infinie, c’est I'objet de I’exercice suivant :
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Exercice : Soit 0 < p < p/ <400, Talp,p) ={z€C, p<|z—a|l<yp'}
et f € H(Ta(pr 1))

1. Montrer que pour tout r,ry, 7,7} > 0telsquep < r<r <rf <r' <p
et we C tel que ry < |w—a| <7r{, ona

flz) dz _ fz) dz
/c(ayr) z—w 2m /C(a,r/) Y —w o f(w).

2. Montrer que pour tout R €]p, p[, on a

I m flz dz
= 3 o [ g

m=—00

et que cette somme converge normalement sur tout compact de T'y(p, p’).
Cette identité est appelée “développement de Laurent”.

3. Calculer le développement de Laurent de z — e!/# sur C*.

Définition : Soit @ C C un ouvert, et f € H(Q — S), o S C Q est un
ensemble discret fermé (dans Q) (on peut aussi dire fini sur tout compact) tel
qu’en tout point de S, f admette un pole. On dit alors que f est méromorphe
sur €.

Remarque : Une fonction méromorphe sur €2 n’est pas a priori définie
sur € tout entier. On introduit parfois un point a l'infini co, valeur de f en
tous les points de S. Cela permet de définir de maniére cohérente la somme et
le produit pour des fonctions méromorphes, et donc de faire de I’ensemble des
fonctions méromorphes sur 2 une algébre sur C.

Exercice : Soit Q un ouvert de C. Montrer que f : Q@ — C U {oo} est
méromorphe si et seulement si f est le quotient de deux fonctions holomorphes

g et h (cette derniére non identiquement nulle sur une composante connexe de

C) au voisinage de tout point de Q (avec la convention %(% = 00 en un z€ro z

de h d’ordre plus élevé que la valuation de g en z).

Exercice : Soit f et g deux fonctions méromorphes sur C. On suppose
qu’il existe k > 0 tel que pour tout z € C qui n’est ni un pole de f, ni un pole
de g, on ait

1f(2) < klg(2)]-

Montrer que 'on peut trouver A € C tel que (pour tout z € C qui n’est ni un
pole de f, ni un pole de g)
f(z) = Ag(2).
Définition : Soit Q C C un ouvert, f méromorphe sur Q et zy un pole de
/. On sait alors que f(z) = > v, (Zi;zg), + 0:5,(1). On appelle résidu de f
en zg le coefficient a_ et on le note Res,,(f).
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Proposition : Soit & C C un ouvert et f € #H(Q). Alors si f n’est
identiquement nulle sur aucune composante connexe de €, la fonction fTI est
méromorphe sur Q et si zg est un zéro de f, le résidu en zg de J}—I est 'ordre de
multiplicité de ce zéro.

De maniére plus générale, si f est méromorphe, le résidu en zg de ’}—I est
I’exposant du premier terme non nul dans le développement de f autour de z
(il peut donc étre négatif).

Il arrive souvent qu’une fonction que I’on a prolongée analytiquement sur
un ouvert 2 de C de la forme Q = Q' — S| avec S ensemble fermé discret, se
révéle étre une fonction méromorphe sur €. On parle alors de prolongement
méromorphe : celui-ci a bien stur les mémes propriétés d’unicité que le prolonge-
ment analytique. L’exercice suivant montre comment obtenir de maniére directe
le prolongement méromorphe sur C de la fonction I' :

Exercice 1) Montrer que f; : z — flco e—t+(z=1) logt gy oot entidre.

2) Montrer que fa : z — Z:Z% %z—;i% est méromorphe sur C. Quels sont

ses poles 7

3) Fabriquer & ’aide de ces deux fonctions un prolongement méromorphe

sur Cde .

5.2 Théoréme des résidus

Théoréme : Soit Q C C un ouvert, v un lacet continu et C'' par morceaux
homotope a un point de €, f : Q@ — C une fonction méromorphe, S ’ensemble
de ses poles. On suppose que S N~([a,d]) = @. Alors on a

/f: QﬁiZInds('y) Res, (f),

SES

et cette somme ne fait intervenir qu’un nombre fini de termes non nuls.

Preuve : Soit H I’homotopie qui joint 4 & un point. Pour z € (Im(H))°®,
on a Ind;(y) = 0 car 4 est encore homotope & un point dans Q — {z}.

On en déduit que comme Im(H)N S est fini (fermé discret d’un compact),
la somme ne fait bien intervenir qu’un nombre fini de termes non nuls.

Pour s € S, on note Ps(f)(z) = Y iz a—i s (2 —s)~" la partie singuliére de
f en s. Pour § > 0 suffisamment petit, la fonction g définie par

g()=f=)— > PN
seSNIm(H)

est holomorphe sur Im(H) + B(0,4), car holomorphe sur I'm(H) 4+ B(0,d) — S
et bornée sur Im(H) + B(0,4). On peut en effet choisir § > 0 de telle sorte que
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SN (Im(H) + B(0,8)] — Im(H)) = 0. En appliquant la formule de Cauchy a

g, on trouve
v v

seIm(H)NS
Mais .
/Ps(f):/ a_is (z—s)_i
Y Y i=1

= 2milInd,(y) Ress (f).

En effet, z + (z — 5) ™% admet une primitive sur C — {s} pour i # 1.

Le théoréeme des résidus permet de démontrer une multitude de formules.
On donne ici sous forme d’exercices quelques exemples typiques de calculs util-
isant ce théoréme.

dt

- s
TFemT e utilisant 'intégrale

Exercice : Calculer pour a > 1 'intégrale f027r
sur le cercle unité d’une fonction holomorphe.
£ . 2m
Resultat. ﬁ'
Exercice : Montrer que pour P, @ € C[X], Deg(Q@) > DegP+2, PAQ = 1,
et () n’ayant pas de racines réelles, on a

:O % de = 2mi > Res., <z — %)

Q(20)=0,Im(z20)>0

Calculer f0+oo dz

’ . 14zt
Résultat: CNGE

Exercice : Calculer la transformée de Fourier de la fonction

{ RoR

1 .
X T2

On pourra utiliser un contour en forme de demi-lune.

Exercice : On considére a > 0, et on note L, le chemin formé par I'arc
de cercle 0 € [0, 7] — ae’®. On note également (pour 0 <& < 1 < R, I'. g) le
chemin [¢, R]+ Lr + [-R, —¢] — L. Enfin, on pose

1— 622'2

f(2)2m~

1. Montrer que limp_s oo fLR f = 0, et que lim,_,¢ fL f- On pourra
utiliser le théoréme de convergence dominée en remarquant (et en démontrant)
que pour z € C, |e* — 1| < |z|ell.
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2. Calculer fF Rf en utilisant le théoréme des résidus, en déduire la

oo gin?y
RIS
0 z? (1+2?)
Exercice : Pour 5 > 0, on note L, le chemin défini par § € [0, 7] — 7 et?,
On note également I'; g (pour ¢ €]0, 5[, R > 2) le chemin

quantité

I'.r=[-R,—¢]+ (—L.)+ [¢,R] + Lr.

Enfin, on pose
ei (z—271)
1@ =377

1. Montrer que lim,_,¢ fL f=0et que limp 4 fLR f=0.

2. Calculer fF - f en utilisant le théoréeme des résidus, et en déduire la

+ oo d:
/ cos(z — 1‘_1) L .
0 1+ I2

valeur de

Exercice : Pour 0 < d < 7 et n > 0, on note As, le chemin défini par
0 € [-m+3,7m—8] — ne’. On note également S5 . g (pour 0 <& < X, ¢ €]0, 5[,
R > 2) le chemin
Sé,e,R — Aé,R + [Rez (7!'—5)’662'(77—5)] + (_A(Syg) + [6 ez’ (—7r+6)’Rei (—7r+6)].

1. On pose f(z) = ﬁ, pour « €]0, 1] ot z* est la détermination

IWIE

R > 2) en utilisant le

principale de la puissance a-iéme. Montrer que lim,_¢ <Sup0<5< =
4

fAé)RfD —o.

0, et que limp_s 400 (SUP0<5<%

1

2. Calculer fS“Rf (pour 0 <d <, 0<e< 3,

théoréme des résidus.

3. Montrer que (pour 0 < & < %, R>2)

R
lim f= e“)”r/ L
30 J[¢ ¢i (=m48) Rt (—~m+8)] . t*(1+1)
Calculer (et montrer la convergence) de

/+°° dz
0 o (1+z)

Vérifier que le résultat est correct pour a = 1 en utilisant une méthode de calcul

2
direct de l'intégrale.
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Résultat : Sm("—m)
Exercice :

Pour « €]0, 1], on note z~% la détermination principale de la
puissance —a-iéme de z, et f(z) = z7%e™?.

Pour § > 0, on note As le chemin 6 € [0, 7/2] = d €'’ et pour 0 < & < 1,
R > 1, on note

I.r=[e, R+ Ar — [ie,iR] — A..
1) Montrer que lim,_,q fAs f=0et que limp 4 fAR f=0.

et

—— dz en fonc-

2) Calculer (et montrer la convergence de) l'intégrale fooo
tion de I'(1 — ).

Exercice : Pour 0 < § < I

7 et 7 > 0, on note A, s le chemin défini par
0 € [§,m— ) — ne?. On note également Sser (pour 0 < & <
R > 2) le chemin défini par

™

4 € E]Oa%[a
Sser = Aps+[Re' ™) et ("0 4 (—A, 5) + [c€'®, Re].

On considere la fonction

_ log z
@DV

ol log et Vv désignent respectivement les valeurs principales du logarithme et de
la racine carrée.

f(z)

1. Montrer que lim, ( SUPpcsex

limp_ 4 oo (sup0<5<% fAR,& fD =0.

lim f
e—=0,R—+00,6—=0 [eei® Reid]
et

f/\s,a fD =0, et que

2. Calculer

lim f
e—=0,R—+400,—0 [Rei(m=8) ¢ ei(r=8)]

3. Justifier I'utilisation du théoreme des résidus pour calculer sz - f, et
en déduire

/+°° log
— 2 dz.
0 (2 + 1)z
Exercice : Pour § > 0, on note As le chemin défini par 0 € [0, 7] — J .
On note également Sy le chemin défini par S5 = As + [—9,4].
On consideére la fonction

f(2) = sinhz — z

iz
22 sinh 2z
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ol sinh désigne le sinus hyperbolique.

1. Montrer que f est méromorphe sur C. Déterminer les poles de f et les
résidus de f en chacun de ces poles.

2. Calculer fS( e f pour n € N* en utilisant le théoréeme des résidus.

3. Montrer que

lim
n—+4oco

2
Afngijzy e ©
4.
a) Montrer que pour r >0, 6 € [0, 7],

|sinh(re’?)|? = |sinh(r cos0)|? + | sin(r sin 0)]2.

b) Montrer qu’il existe Ny > 0 tel que pour n > Ny et 0 € [0, 7],

1
0-212= > lsinh((n+ /27 eos0)] > 1,
n
et 1 1
|g_g|§; = |sin((n+1/2)7rsin9)|2§.
c) Montrer que .
lim ——— =0
n—+4oo A(n+1/2)‘n’ Z sinn z

5. En déduire la valeur de

T ginhz — z
—5 o cosw dx
0 z? sinh z

en fonction de log(1 4+ e~ 7).

On termine cette série d’exercices par un développement en série de type
“décomposition en éléments simples infinie”, obtenu grace au théoréme des
résidus.

Exercice : On note S ’ensemble des zéros de z + sinh z.

1. Soita e C—5, et ¢g : 2z — % Montrer que ¢, est une
fonction méromorphe sur C. Quels sont ses poles 7 Calculer le résidu de ¢, en

chacun de ces poles.

z

2. Montrer que z +—» ;fi est bornée sur C — B(1,¢) pour tout € > 0.

Montrer que cotanh est bornée sur Up,enC/(0, (m+ %) m). En déduire que pour
acC-5,

lim $a = 0.
m=+ee Je(o,(m+d) )
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3. Montrer que pour ¢ € C — S,

+o0
2a
cotanh a = — +

2 22"
a a ki
k=1 +

En particulier, on montrera que (pour a € C — S) la série est convergente.

L’exercice suivant est d’une nature différente : il s’agit de savoir si une
partie de ’ensemble des fonctions “puissance” est dense dans I’ensemble des
fonctions continues sur [0,1]. Cette question n’a a priori rien & voir avec les
fonctions de la variable complexe, c’est pourtant grace a cette théorie qu’on
peut essayer de la résoudre.

Exercice : Soit (A;)nen+ une suite strictement croissante de R vérifiant
1
ZHEN* H < +OO

1. Montrer que la formule

+o00
z A — 2
f@)_(m+%3l12+An+z

définit une fonction méromorphe sur C dont on précisera les zéros et les poles.

2. On note Q@ = {z € C, Rez > —1}. Montrer que pour tout z € Q, et
tout n € N¥,

—jlli—<1
24X\, + 2 '
En déduire que
_ 1
VzeQ < —
z € ) |f(Z)|_ |Z+2|2
3. Montrer que pour tout z € Q,
L[+ f(=1+1is)
=—— ——~ ds. 4
/() 27ri/_oo A4is—z0 )

On justifiera soigneusement ’existence de 'intégrale dans le second membre de

(4).
4. Calculer pour z € Q et s € R la quantité fol t?~% dt. En déduire que

1
f(2) = = / 3(logt) dt,

T2

ou (pour s € R) g(s) = f(—1+ is).
On rappelle que pour £ € R, g(£) = [ g(x) e” T dg.
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5. Montrer que si A € R}, A # A, (n € N*), alors

(t €[0,1]+t*) ¢ Vect{t*»/n € N*},

I’'adhérance étant prise au sens de la convergence uniforme sur I'intervalle [0, 1].
Ce résultat subsiste t-il si ’on n’utilise pas ’hypotheése ZnEN* )\L < 4oo

(tout en gardant une suite (A, )nen- strictement croissante et tendant vers Dinfini
7

Le théoréeme des résidus permet également de localiser les zéros des fonc-
tions holomorphes, grace au lien entre le résidu de fT et la valuation de f. On
I’utilise souvent sous la forme suivante :

Corollaire : Soit @ C C un ouvert, f € H(2) et v un lacet (continu et
C! par morceaux) de Q homotope & un point dont I’image ne contient aucun
zéro de f. On suppose que Q@ = AUBU~([a,b]), ot A = {z € Q,Ind,(y) =1},
B={z€Q,Ind,(y) =0}. Alors

/f%:m' oo,
;

20€A,f(20)=0

les zéros étant comptés avec multiplicité ou, si ’on préfere,

fv %’ = 271'2' D ococA va(f). Lorsque f est méromgrphe, cette derniére formule
reste vraie, les valuations pouvant étre alors négatives.

Corollaire : (théoréeme de Rouché) Soit Q C C un ouvert, f € H(Q) et
B(a,e) C Q. On suppose que f ne s’annule pas sur C(a,€) et on appelle n le
nombre de zéros de f dans B(a,¢) comptés avec multiplicité. Si g € H(Q) et si
pour tout z € C(a,¢), on a |g(z) — f(z)| < |f(2)], alors g ne s’annule pas sur
C(a,e) et le nombre de zéros de g dans B(a,e) comptés avec multiplicité est
encore n.

Preuve : On note fy =t f+ (1 —1)g, et

_ filz) dz
hlt) = /c(a,g) fe(z) 2mi

La fonction h est continue car f; ne s’annule pas sur C'(a,¢) (en particulier c’est
vrai pour ¢ = fg). En effet,

1fe(2)[ = 1f(2)] = (L =) |g(2) = f(2)]
> [f(2)] = 1g(z) = f(2)] > 0.

Or la fonction h est & valeurs dans Z, elle est donc constante. Mais h(t) est le
nombre de zéros de fi dans B(0,¢) comptés avec multiplicité, ce qui permet de
conclure.
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Exercice : Combien y a-t-il de solutions & 1’équation
2 —524+41=0

dans B(0,1) ? et dans B(0,2) 7 On pourra considérer la fonction polynémiale
22t — b2

Proposition : Soit @ C C un ouvert connexe, et f, € H(£2) une suite de
fonctions convergeant uniformément sur tout compact de Q vers f € H(Q2). On
suppose de plus que toutes les fonctions f,, sont injectives sur Q. Alors f est
injective sur Q ou constante sur €.

Preuve : On suppose que f n’est pas une fonction constante, et que 1’on
a zg, z1 € £ distincts tels que f(z0) = f(#1). Alors pour € assez petit, f— f(z1)
admet un zéro unique (isolé) dans B(zg,e) (en particulier |zg — z1| > €) et on
peut supposer que |f(z) — f(z1)] > ¢ > 0 pour z € C(z0,¢). Mais on sait que
grace & la convergence compacte, on a pour n assez grand (et z € C(zo,¢))
[(fa(2) = fu(z1)) = (f(2) = f(21))| < &/2. On peut donc appliquer le théoréme
de Rouché & f,, — fn(z1) (pour n assez grand) et en déduire que cette fonction
a exactement un zéro dans B(zg,€), ce qui n’est pas possible.

5.3 Introduction a I’étude des fonctions elliptiques

Définition : Soit wi,ws € C formant une famille R-libre. On note L =
Zwy + Zws le réseau associé. On dit qu’une fonction méromorphe sur C est
elliptique lorsqu’elle est L-périodique, i.-e.

Vie L zeC, flz+1) = f(2).
On note pour tout zg € C, P,y = z0 + [0, 1[wy + [0, 1[wa.
Proposition : Toute fonction elliptique holomorphe est constante.

Preuve : En effet une fonction elliptique holomorphe est entiére et bornée
car les valeurs que prend f sur C sont (du fait de la périodicité) celles que prend
f sur le pavé Py par exemple, qui est borné. On applique alors le théoréme de
Liouville.

Proposition : Les zéros d’une fonction elliptique non constante se répar-
tissent en classes (a; + L)j=1, &, ol les a; sont comptés avec leur multiplicité,
et ses poles se répartissent en classes (b; + L)j=1, , ol les b; sont également
comptés avec leur multiplicité. Le nombre &k (de N*) est appelé 'ordre de f.
Pour tout w € C, 'ordre de f — w est le méme que celui de f. En particulier
une fonction elliptique (non constante) est surjective (sur C).

Preuve : Comme f est méromorphe (et non constante), f admet sur le
compact [—1,1Jws + [—1,1]wy un nombre fini de zéros et de poles. On peut
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donc trouver zg € C tel que F;, ne contient ni zéros ni poles. On considére
alors les zéros (a;)i=1, k et les poles (b;);=1 & (avec k, k' € N, et comptés
avec multiplicité) de f dans P,,. 1l est clair par périodicité que les zéros de
f se répartissent en classes (a; + L)i=1, k, ol les a; sont comptés avec leur
multiplicité, et ses poles se répartissent en classes (b; + L);=1, &, ou les b; sont
également comptés avec leur multiplicité.

Le calcul de faPzD fTI donne

e i
/g;pm?_/o f(zo—}—twl)wldt—i—/o f(zo—i—wl—i—th)wfzdt

1 g 1 g1
—/0 f?(zo—l—wg—i—twl)wldt—/o f?(zo—i—th)det.

Comme f'/f est L-périodique, on voit que f(’)P fTI = 0. On en déduit que
Z0
k=F.

Proposition : Avec les notations de la proposition précédente, on a

Z a; Z b; mod(L).

i=1 i=1

Preuve : On calcule maintenant féon z fTI(z) dz. On a
1 1 f/
/ z—(z)dz:/ (z0 +twy) = (20 + twi) wy di
ap,, f 0 f

1 !
+/ (20 + w1 +tw2)f?(<’:o+w1+th)wzdt
0
1 f/
—/ (20 —|—w2—|—tw1)7(zo—|—w2—|—tw1)w1dt
0

1 /
—/ (z0+tw2)f—(zo +twsy)wydt.
0 f

En utilisant la périodicité de f'/f, on voit que

1 1 gt
/E)onzf?(z)dz:—wg/o f?(zo—i—twl)wldt

1f/
—|—(.d1/ —(ZQ—FtCJQ)Wth
o f

! !
= —Ws / L + Wi / L
[20,20%w1] f [20,204+w2] f
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Comme f n’a pas de zéros ni de poles sur les segments [zo, 20 + w1] et [z0, 20 +
wa], elle n’en a pas non plus dans un voisinage (ouvert simplement connexe)
de T'union de ces deux segments. On peut donc trouver g holomorphe sur ce
voisinage, telle que €9 = f (et donc ¢’ = f'/f). On en déduit que

/ap 2 ?(z) dz = —wy (9(z0 + w1) — g(20)) + w1 (9(z0 + w2) — 9(20)).

Comme f(zg+w1) = f(z0) et f(z0+w2) = f(z0), on a g(z0+w1) —g(z0) € 2inZ,
9(z0 + w2) — g(z0) € 2inZ. Utilisant le théoréme des résidus, on obtient

!

2im Z Res, <C —C 7(()) € 2imL.

zEPZD

Mais en un pole ou un zéro z de f, on observe que
£Q) = a ¢ =2 W) +o((¢ - 5"V,
F¢) = avs(f) (€= 2) D7 4 o((¢ = 2)"= D7),

et donc
2z (f)
= —C —

On en déduit la propriété demandée.

+o((¢—2)7).

Corollaire : Il n’y a pas de fonctions elliptiques d’ordre 1.

Preuve : En effet si k = 1, alors a; — b1 € L, et on obtient un point qui
est a la fois un zéro et un pole de f.

Proposition : La fonction P (dite fonction P de Weierstrass associée au
réseau L) définie par

o=zt 3 el

est une fonction elliptique paire d’ordre 2. La famille sommable apparaissant
dans la définition de cette fonction converge normalement sur tout compact de

C-L.
Preuve : On commence par remarquer que ’application
(p,g) ER* = [pwi + qual’
est une forme quadratique définie positive. Donc il existe A > 0 tel que

V(p,q) € R, lpwi 4+ qwa|* > A (p* + ¢7).
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Soit K un compact de C — L. On sait que § = d(K, L) est strictement positive,
et que K C B(0, R) pour un certain R > 0. Pour w € L, |w| > 2R, on a

1 1 R% + 2R |w]
(z—w)? w7 |w(lw] - R)?
12 R3
= wl
12 B3 _
< g P47

On conclut a la convergence normale de la famille sommable en remarquant
d’une part que
Z (p2—|-q2)_3/2 < +00,
(p,9)€Z—{(0,0)}
et d’autre part que L N B(0,2R) est fini (il contient au plus 4 (E(4R?*/\) + 1)
points).

On en déduit que P est holomorphe sur C— L. On obtient la L-périodicité
par un changement d’indice dans la somme (justifié du fait de la sommabilité).
Enfin on remarque que le seul pole de P (& L-périodicité preés) est en 0, et qu’il
est double (toujours par convergence normale de la famille sommable), si bien
que P est elliptique d’ordre 2.

Enfin, toujours par un changement d’indices, on voit que P est paire.

Proposition : La fonction P vérifie
(P)?(2) = 4P3(2) — q2(L) P(2) — g3(L),
pour certaines constantes q2(L), ¢3(L) € C dépendant du réseau.

Preuve : En utilisant la parité, on voit qu’il existe a,b € C (dépendant
du réseau) tels que

P(z) = ! +az?+b2* +0(2°),

22

P'(z) = —3—3—|—2a2+4b23—|—0(z5),

si bien que

4 8a
2 _ 2
4 12a

4(P(2))% = St t120+ 0(2%),

et
(P2 (2) —4P3(2) +20aP(2) +28b = O(z?).
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En utilisant le fait qu’on obtient une fonction elliptique holomorphe, on obtient
la formule annoncée a une constante pres, qui ne peut en fait qu’étre nulle.

Remarque : On peut voir par le calcul que ¢3(L) = 60 G (2) et ¢3(L) =
140 G (3), ou G, est définie par

GL(p) e Z w2,

wEL,w#0
Proposition : On a la formule d’addition (pour z € C)
P(2z) = R(P(2)),
avec

2+ ga(L) 2%/242gs(L) 2 + (92(L) /4

R(2) = 423 — ¢qo(L)z — q3(L)

Preuve : On considére u € C— L, et v ¢ u+ L. On peut donc trouver
A, B € C tels que

P'(u) = AP(u) + B, P'(v) = AP(v) + B.
On considére alors la fonction f (clairement elliptique) définie par
f(z) =P'(z) — AP(z) — B.

Cette fonction est clairement d’ordre 3 puisque P est d’ordre 2 et P’ d’ordre
3, elle admet donc 3 zéros par maille du réseau L. De plus, la somme de ces
zéros est égale (modulo L) & celle des poles, soit 0 (on a un seul pole triple en
0). Comme u et v sont construits pour étre des zéros de f, on voit que —u — v
est également un zéro de f.

En utilisant I’équation différentielle associée a P, on voit que

(f(2) + AP(2) + B)? = 4P(2) — q2(L) P(2) — q3(L).

On en déduit que P(u), P(v) et P(—u—wv) sont des solutions distinctes (en tout
cas lorsque v est suffisamment proche de u) de I’équation polynomiale de degré
3

(Az+4+ B)? =42% — qo(L) 2 — q3(L).

Le lien entre racines et coefficients des polynomes montre alors que
Pu) +Pv) + P(—u—v) = A%/4

-1 (5=
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En faisant tendre u vers v (ce qu’on peut faire en conservant la relation P(u) #
P(v)), on obtient (pour tout v ¢ L) :

2P (v) + P(20) = i (7;:((,:)))2.

On en déduit la proposition en utilisant I’équation différentielle vérifiée par P.

Corollaire : Pour tout ouvert Q de C, et n € N suffisamment grand, on a
R™(Q) = C (ici, R™ désigne Ro..o R). En particulier, la famille (R")pen n’est
équicontinue sur aucun ouvert de C : on dit que ’ensemble de Julia associé
a4 R (complémentaire de I'ouvert maximal sur lequel la famille (R")pen est
équicontinue) est C tout entier (en toute rigueur, I’équicontinuité est au sens
de la topologie de la sphére de Riemann, compactifié d’Alexandrov de C, et
I’ensemble de Julia est la totalité de la sphére de Riemann).

Preuve : On peut trouver un disque D C Q. Comme P(2"z) = R™*(P(z)),
on a R*(D) = R*(P(P~Y(D))) = P(2» P~1(D)). Or pour n € N suffisamment
grand, 2" P~1(D) contient un translaté de L, donc R"(D) = C.

6 Automorphismes analytiques et théoreme de
représentation de Riemann

6.1 Le lemme de Schwarz

Proposition: Soit f : B(0,1) — B(0, 1) holomorphe et telle que f(0) = 0.
Alors, pour tout z € B(0,1), on a |f(2)] < |z|. De plus [f'(0)] < 1.

Lorsqu’il existe z € B(0,1) — {0} tel que |f(2)] = |z| (ou si |f/(0)] = 1),
alors il existe 0 € R tel que f(z) = e 2.

Preuve : La fonction g : B(0,1) — C définie par g(z) = f(z)/z (et
9(0) = f'(0)) est holomorphe, et vérifie

Vzo € C(0,1), lim,_, .,

g(z)| < 1.

D’apres le principe du maximum, on a la premiere partie de la proposition.

Si de plus |g(z)| = 1 pour z € B(0, 1), on voit que |g| atteint son maximum
sur B(0,1) et on en déduit que g est constante, et donc que f est linéaire. Mais
alors f est forcément de la forme f(z) = € 2z pour 0 € R.

6.2 Les automorphismes analytiques de B(0,1)

Définition : Soit Q C C un ouvert. On appelle automorphisme analytique
de Q une fonction holomorphe et bijective de Q2 dans Q.
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Remarque : Pour f automorphisme analytique de €, on peut montrer que
Vz € Q, f'(2) # 0 (Cf. exercices), et la réciproque f~! est alors automatique-
ment holomorphe. Les automorphismes analytiques de Q forment un groupe
pour la composition.

Proposition : Les automorphismes analytiques de B(0,1) sont exacte-
ment les fonctions
g Z—
z) =€ ——
96,4(2) 1—az’
pour @ € B(0,1) et # € R.
Plus précisément, pour a € B(0, 1) donné, les automorphismes analytiques

de B(0,1) valant 0 en « sont les ¢g o, avec § € R. Ces fonctions vérifient

o 1—|af?
G ale) = " T
Preuve : On a [1/&| > 1, donc ¢4 est holomorphe sur B(0,1). On
montre ensuite que ¢4 o prend ses valeurs dans B(0, 1).
Pour cela, on note z = reft et o = se'® les décompositions polaires de z et
a. On a
P4 s — 2rscos(t — u)
14 r2s2 — 2rscos(t — u)

Z—

< 1.

1—az
Ensuite, on remarque que ¢_g _,0i6 00 0 = 99,0 00_g _geie = td et que
a € B(0,1) = —ae'? € B(0,1), donc ¢g o est injective et sujective.
Réciproquement, si f est un automorphisme analytique de B(0, 1) tel que
fla) = 0, alors ¢ = fo¢g_o est un automorphisme analytique de B(0,1)
vérifiant g(0) = 0. D’aprés le lemme de Schwarz, on a pour tout z € B(0, 1),
l9(2)] < |z|. De méme, pour tout z € B(0,1), [¢71(z)| < |z|. On en déduit que
pour tout z € B(0,1), |g(2)] = |z| et donc qu’il existe § € R tel que pour tout

z € B(0,1), g(z) = € 2, ce qui permet de conclure.

6.3 Homographies

Définition : On appelle homographies les applications méromorphes sur

C de la forme
az+b

cz+d’

fa,b,c,d 2

oua,b,e,deC, ad—bec#0.
On prolonge f, 5,4 €n un point supplémentaire (noté co) par fa s ¢ 4(00) =
ajesic#0, et fa,04(00) = 0.

Proposition : Les homographies forment un groupe pour la composition
(sous-groupe du groupe des bijections de C U {oo}). L’application de SL2(C)
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dans ’ensemble des homographies qui a associe fqpc a4 est un homo-

b
d
morphisme surjectif de groupes dont le noyau est {£Id}. Le groupe des homo-
graphies est engendré par les similitudes linéaires directes (non nulles) z — a z

(a € C, a #0), les translations z — z 4+ b (b € C) et I'inversion z — 1/z.

Preuve : On remarque tout d’abord que pour a,b,¢,d € C, ad —bec # 0,
Papplication fq 4 ¢4 est une bijection de CU {co}. En effet,
az+b d¢—b

7=

cz+d T —clH+a’

(=

Cette formule montre que fq 4 ¢ 4 est une bijection de C—{—d/c} dans C—{a/c}.
On conclut en remarquant que fqp ¢ d(—d/c) = 00 et fap.ca(c0) = a/ec.
On note ensuite que

fa,b,c,d o fa’,b’,c’,d’ = faa’+bc’,ab’+bd’,ca’+dc’,cb’+dd’ .
Ceci montre que les homographies forment un groupe, et que 'application
a b . .
< ) = fab,c,a est un homomorphisme. Il est surjectif car pour tout A € C,

¢ d
frarbrerd = fap,ed, et on peut toujours trouver A € C tel que

96,

‘/\a Ab

Ae /\d‘zl'

Le noyau de cet homomorphisme est constitué par les éléments de SLy(C) de

la forme <ccl 2) qui vérifient pour tout z € C — {—d/c} :

az+b_
cz+d

zZ.

On en déduit queb=c=0eta=d=10oua=d= —1. Donc <Lcl Z) = +/d.
Enfin, on remarque que (si ¢ # 0)
fapea=(z—z+a/c)o(z— (b—ad/c)z)
o(z—=1/2)o(z— z+d)o(z— c2z),

et que
fapoda=(z—z+b/d)o(z— (a/d)2).

Proposition : On note A ’ensemble formé des droites et des cercles de
C. Alors les homographies envoient A dans A.

Preuve : L’équation du cercle de centre zy € C et de rayon R > 0 s’écrit
|z — zo| = R, ou, sous forme développée,

|2]2 =202 — Zo 2 + |20|* — R* = 0. (5)
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D’autre part, les équations de droite sont de la forme
az+az =0, (6)

avec a € C* et g € R.
On voit que pour |zg| # R, et ¢ = 1/z, I’équation (5) se transforme en

Z0 50 1

BTy A Py AR P

I¢|? =0,

ce qui est ’équation d’un cercle (de centre zg/(|z0]? — R?)).
Lorsque |zg] = R (cercle passant par 0) et ¢ = 1/z, I"équation (5) se
transforme en
20C+z0¢ =1,

ce qui est une équation de droite.
On voit que pour 3 # 0, et ¢ = 1/z, I’équation (6) se transforme en

a
B

ce qui est I’équation d’un cercle (passant par 0) de centre a/f.
Enfin lorsque 8 = 0 (droite passant par 0) et { = 1/z, I’équation (6) se
transforme en

|C|2_%§_ CIOJ

al+al=0,

ce qui est de nouveau I’équation d’une droite passant par 0.

On a donc démontré que I’homographie z — 1/z envoie A dans A. D’autre
part les similitudes envoient les droites sur des droites et les cercles sur des
cercles. On conclut en utilisant le fait que le groupe des homographies est
engendré par les similitudes et ’homographie z +— 1/z.

Remarque : On peut aussi conclure (en fait un peu plus rapidement) en
remarquant que les éléments de A peuvent étre définis par des équations du
type |z —a| = k|z — b|, avec a,b € C, k € R.

Exercice : Soit f une fonction entiére vérifiant

Vz € C, Re f(z) < C,

pour C' > 0. Montrer que f est une fonction constante. On pourra utiliser une
homographie.

6.4 Transformations conformes et théoréeme de Riemann

Définition : On appelle application conforme sur Q ouvert de C une fonc-
tion holomorphe sur £ dont la dérivée ne s’annule pas sur cet ouvert. En par-
ticulier les applications holomorphes et injectives sur Q sont conformes. Deux
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ouverts de C sont dits conformément équivalents s’il existe une bijection holo-
morphe de 'un dans ’autre (on sait alors qu’une telle bijection est conforme
ainsi que sa réciproque).

Remarque : Une application conforme conserve les angles orientés. On
peut montrer qu’inversement, sous certaines hypothéses, une application qui
conserve les angles orientés est conforme.

Exemple : On note H = {z € C,Zmz > 0}. L’application ¥ : z —

j_;z est une bijection holomorphe de H dans B(0,1) (i-e. H et B(0,1) sont

conformément équivalents).

Proposition : Soit @ C C un ouvert et soit ¢,¢ : @ — B(0,1) holo-
morphes. Soit a € Q tel que ¢(a) = ¥(a) = 0. Si de plus ¢ est bijective,
alors

[/ (a)] < |¢'(a)l.

Preuve : 1 o¢~! est une fonction holomorphe de B(0,1) dans B(0,1)
et (Yo¢=1)(0) = 0. D’aprés le lemme de Schwarz, |(Yo¢~1)'(0)] < 1, donc
[ (a)] < [¢'(a)].

Le théoréme suivant montre que tous les ouverts de C simplement connexes
sont conformément équivalents (& I’exception de C lui-méme). En particulier, il
fournit un résultat de topologie non trivial : tous les ouverts de R? simplement
connexes sont homéomorphes (Cf. remarque apreés la preuve du théoreme).

Théoréme : Soit Q@ C C un ouvert simplement connexe non vide et
différent de C. Alors il existe ¢ : Q@ — B(0, 1) bijection holomorphe. Pour a € Q
fixé, on peut méme imposer que ¢(a) = 0.

Preuve : On note X = {¢ : & — B(0,1) holomorphe , ¢(a) =0, ¢

injective }. On montre que

1. X est non vide: en effet soit w € C—Q, alors z — z — w est holomorphe
et ne s’annule pas sur . Comme € est supposé simplement connexe, on en
déduit qu’il existe ¢ € H(Q) telle que ¥?(z) = z — w. De plus ¢ est injective
et 'on a méme mieux: ¢1(z1) = *¢1(22) = 21 = zz. Comme 91 n’est pas
constante, elle est ouverte, et on peut donc trouver a; # 0 et r €]0, |a;|[ tel que
B(ai,r) C ¢1(22). On pose alors ¢ = m

Cette fonction g est dans H(Q). En effet s’il existe z € Q tel que ¢1(z) =
—ay, alors il existe 2/ € Q tel que ¥1(2) = —¢1(2') (car B(ay,r) C ¢¥1(22)). On
en déduit que z = 2/, d’olt ¢¥1(2) = ¢¥1(2') = 0 (car ¢1(z) = —¢1(2') également),
et z = w, ce qui est impossible car w ¢ Q. De plus ¢ est injective, car 11 est
également. Enfin,

[Yo(2)| < T (e) +ar]’
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or B(—ay,r)N¢1(Q) est vide (en effet si z € B(—ay,r)Ny1(2), on peut trouver
z1, 74 dans € tels que ¥1(z1) = —¢1(2]) = 2z, ot 21 = z{, puis ¥1(z1) = 0 et
z1 = w, ce qui est impossible car w ¢ Q). Finalement, |¢o(z)| < 1. La fonction
Y = $0,y,(a) © Yo répond alors a la question.

2. On considére une suite maximisante de X pour la fonctionnelle J(¢) =
|¢'(a)]. On a donc une famille ¢, € X telle que J(¢,) — J* lorsque n — o0
avec J* = supyey J(¢) (ce sup est fini et méme inférieur a 1/r si B(a,r) C Q
grace aux formules de Cauchy).

Pour tout K compact de €2, on a

sup sup |¢(z)] < 1.
PEX z€K

On en déduit que X est une famille normale de H(2), et donc que 'on peut
extraire une sous—suite (¢o(n))nen de (¢n)nen convergeant vers ¢ € H(S2) pour
la topologie de la convergence uniforme sur tout compact de €. 11 est clair que
#(2) C B(0,1).

Comme J est continue de #(2) dans R pour cette topologie, on obtient
J(¢) = J* par passage a la limite. De méme ¢(a) = 0. Comme |¢'(a)| > |1/)*I(a)|
et comme ¢* est injective, on voit que |¢'(a)| > 0. La fonction ¢ n’est donc pas
constante. Elle est donc injective comme limite uniforme sur tout compact de
fonctions holomorphes injectives. Elle est également ouverte, et prend donc ses
valeurs dans B(0,1) (et non B(0,1)).

3. ¢ est surjective sur B(0,1): supposons que l’on puisse trouver w non
nul dans B(0,1) tel que w ¢ ¢(2) (¢(a) = 0 donc 0 € ¢(£2)). On considére
alors ¢g w09 : @ = B(0,1) — {0}. Comme  est simplement connexe, cette
fonction admet une racine carrée g € H(Q). On sait que g est injective (et
méme mieux, comme au point 1.) car ¢g . 0¢ l'est également. De plus, g est
a valeur dans B(0,1). Enfin, on pose ¢ = ¢¢ 4ay0g. On voit immédiatement
que 3 est injective et a valeurs dans B(0,1). De plus, ¥(a) = ¢ g4(a)(9(a)) =0,
donc ¢ € X. Pour conclure, on montre que |¢/(a)| > |¢'(a)].

Le calcul donne :

Y (a) = g'(a) ¢4 4(a) (9(a))

__ 9
C1-lg(a)®
Or ¢g? = ¢o,w 0 ¢, donc

On en déduit que




d’oti (en utilisant les relations (7) et (8)),
)

C el 1 Fa) 1wl
V(@) = T (@F 2 9(a) —w T—wala)

Finalement, en utilisant g(a)? = ¢, (0) = —w, on obtient

) O T e e
[o'(a)] 21wl |u]

1
=3 <|w|1/2+ |w|_1/2) >1 car|w/<1.

Remarque : Il est clair qu’il ne peut y avoir de bijection holomorphe de
C dans B(0,1) du fait du théoréeme de Liouville. Par contre C est homéo-
morphe & B(0,1) (on peut utiliser par exemple I’homéomorphisme et
% e'? arctan r). On en déduit que tous les ouverts de R? simplement connexes
sont homéomorphes (de méme que tous les ouverts connexes de R sont homéo-
morphes). Il s’agit d’un résultat purement topologique trés difficile & obtenir

sans recours aux fonctions holomorphes.

6.5 Utilisation des transformations conformes en mécanique

des fluides
6.5.1 Etablissement des équations d’Euler des fluides compressibles

On considére un fluide de densité p, de vitesse u = (u7, us, us) et de température
T. Chacunes de ces quantités est une fonction des variables t et & représentant
le temps et la position. On prendra par la suite ¢t € Ry et z € Q, ot Q est
un ouvert “régulier” de R3. On suppose que le fluide obéit aux lois d’état
thermodynamiques

p=plp,T), e=e(p,T),

ol p est la pression du fluide, e son énergie interne.
Les équations d’Euler des fluides compressibles s’écrivent

Oep+ divg(pu) =0, (9)
Oe(pu;) + divg(pu;u) + 0z,p = 0, (10)
|uf® : |uf®
O pT—I—e + divg (pT—Fe—i—p)u =0. (11)

On impose de plus des conditions aux limites sur le bord 8 de Q. La seule
dont nous ferons état ici est la condition de glissement sur une paroi matérielle

Vte Ry, z € 09, u(t,z) -n(z) =0,
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ol n(z) est la normale extérieure & Q au point z.

Notons qu’en vertu de la formule de Stokes, toute quantité ¢ liée matériel-
lement au fluide et n’évoluant avec le temps qu’au travers du mouvement du
fluide vérifie

Orq + divg(qu) =0. (12)

Appliquée & la densité p, cette formule fournit I’équation (9) de conser-
vation de masse. Appliquée a la la quantité de mouvement (plus précisément,
a sa i-éme composante), elle fournit ’équation (10), que ’on peut voir comme
une version de la relation fondamentale de la dynamique. Les seules forces qui
interviennent sont les forces de pression.

Enfin, on applique la formule (12) & I’énergie totale p |u2|2 + e, somme de
I’énergie cinétique et de I’énergie interne. On obtient ainsi I’équation (11) de
conservation de I’énergie. La variation d’énergie d’un morceau matériel du fluide
est due uniquement au travail des forces de pression.

Lorsque 'on considére un gaz parfait monoatomique, les lois de pression
et d’énergie interne sont

3
p=pT, e=-pT.
2
Dans ce cas, on peut dériver les équations d’Euler a partir de la théorie cinétique
des gaz. Dans cette théorie, on considére la densité f(¢,z,v) > 0 de molécules

qui au temps t et au point z posseédent la vitesse v. La densité p est alors
simplement donnée par

p(t,r):/f(t,r,v) dv,

et la vitesse “moyenne” u ainsi que la température 7' sont la moyenne et la
variance de v par rapport a la probabilité fdv/p :

p(t,m)u(t,r):/f(t,x,'v) vdv,

pt,x) M + %p(t, z)T(t,z) = / f(t,z,v) @ dv.

En I’absence d’interactions entre les molécules, ces derniéres ont un mou-
vement rectiligne et uniforme, si bien que

fE+mz+ormv) = ft z,v),
ou bien, sous forme différentielle,
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Mais dés que le gaz n’est pas extrémement raréfié, on doit écrire

atf+'v . v:cf = Q(f)a

ou () décrit les collisions binaires entre molécules : c’est 1’équation de Boltz-
mann. Les seules propriétés de @ que 'on utilisera sont la conservation de la
masse, de I'impulsion et de ’énergie (locales)

1
/ QN | v | do=o, (13)

o]
2
et le fait que les équilibres locaux sont les fonctions Maxwelliennes (Gaussiennes)

de la variable v :

Yo e R3, Q(f)(v) =0 — log f € Vect <1, v;, %) (14)
On appelle développement de Hilbert la famille d’équations
Oufe +v-Vafe = L QUE).
Ce développement correspond & une situation ou le gaz est de moins en moins

raréfié.
On voit que si f. — f, alors Q(f) = 0, si bien que

pt,x) _lv—u(ts))?
it V= — 7 2T (L)
f(;-r;t) (QFT(t’I))3/26
Comme
1 1
3t/f(t,:b,v) v; | dv+ divx/f(t,x,v) v; | vdv=0,
v lv]? v lv]?
2 2

on retrouve les équations d’Euler des gaz parfaits compressibles et monoatomi-
ques en effectuant le calcul des intégrales.
6.5.2 Les équations d’Euler des fluides compressibles isentropiques

On commence par remarquer que lorsque ’équation (9) est vérifiée, on a pour
toute quantité g,

Oe(pa) + dive(pgu) = p(Oig + u- Vag).

On en déduit la version “non-conservative” des équations d’Euler des gaz par-
faits compressibles monoatomiques :

Oz, (pT
Oy +u - Vg u; + 7’@ ) =0,
p
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2
0T +u-V,T+ §T divpu = 0.

La derniére équation est équivalente & la conservation de (I’exponentielle

de) Pentropie :
p P\ _
(222) +e-5.(52) o

On obtient donc une famille de solutions des équations d’Euler des gaz parfaits
compressibles monoatomiques vérifiant p = 7°%/2 lorsque p et u sont solution du
systeme d’équations

Oep + divg(pu) =0, (15)

5/2
Orug +u - Vgu; + L,(p ) =0, (16)
p

appelé systéeme d’Euler des gaz parfaits isentropiques et monoatomiques.

On considére maintenant la famille de solutions de ces équations

87;,05 + div, (ps 'us) =0, (17)

1 e, (P§/2)

Optts e + Ue - Vglj e + — =0. (18)
€ Pe

Si pe — p et u. — u, on voit que 8xl(p?/2) =0, donc p(t, z) = p(t), si bien
que p'(t) + divyu(t,z) = 0. Aprés intégration en z, on voit que divyu =0, et

atui,s + ue - vxui,e + ax,p =0,

pour une pression p que l’on peut voir comme un multiplicateur de Lagrange
associé a la contrainte d’incompressibilité. Ceci donne finalement 1’équation
d’Euler des fluides incompressibles.

6.5.3 Le lien avec les fonctions holomorphes

Définition : Soit Q un ouvert “régulier” de R3 et @ : R4 x Q — [R3 une fonction
de classe C'. On note = = (z1,za,23) et u(t, z1,22,23) = (1(t, 21, 9, 23),
Ua(t, 21,22, 23), Us(t,21,22,23)). On dit que @ vérifie les équations d’Euler
“incompressibles” dans  avec condition aux limite de glissement lorsqu’il existe

p:R4 x Q — IR de classe C? telle que sur R4 x Q, on ait :

Ovu+ (4 Vz)u+ Vep =0, (19)
div ;4 =0, (20)

et sur Ry x 9Q,
a(t,z) -n(z) =0. (21)
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Dans les formules précédentes, n est la normale extérieure & 92 au point z.

Remarque : Comme on ’a vu dans les paragraphes précédents, ces équa-
tions sont celles vérifiées par un fluide incompressible et non visqueux situé dans
Q, et astreint & y rester par une frontiére matérielle. Les quantités a(t, z) et
p(t, z) sont respectivement la vitesse et la pression du fluide au temps ¢ et au
point z.

Proposition : Soit € un cylindre (Q = Q x R), ol Q est un ouvert
“régulier” de R? et soit 4 : Ry x Q — R3 de la forme

a(t, 21, xo, 23) = (U1 (21, x2), Ua(21, 22),0),

et vérifiant

Y(z1,z2) € Q, 011 (21, &2) + Oatia(z1, 22) = 0, (22)
V(;l‘l,l‘z) & Q, 31'&2(;151, ;732) — 32ﬁ1(m1, Iz) = 0, (23)
V(z1,20) € 0Q,  a(ay,zs) - A2y, 25) =0, (24)

ol n(x1, z2) est la normale extérieure & 0Q en (21, z3).

Alors u vérifie les équations d’Euler incompressibles. Une telle solution est
dite stationnaire, irrotationnelle, et a4 symétrie cylindrique.

Preuve : Les relations (22) et (24) entrainent clairement (20) et (21). De
plus, on a (- Vy)az =0, et

a2 ,a2
=@y Oyily + Uy D1ty = Oy | == + = )
2 2
(4~ Vyg) g = Uy 1z + Uy G2l
2 2
= 1 02ty + Ug O2ty = 02 <u?1 + u;)

En posant p = |u| , on obtient (19).

Proposition : Soit Q C C un ouvert “régulier” et ut € H(Q)NC(Q). On
suppose que
H(z) 7(2) = 0,

z)) est la tangente 3 0Q en z. Alors
(z1,22) = Re(ul(z1 +iz)),

Vz € 01,

ou 7(z) = 71 (2) + ima(2), et (n1(z )
U(xy, 22) = (U1(21, 22), Uz (21, 22)) ot

Im(u
(

T2
u
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Ua(z1,22) = —Im(uL(J:l + ix3)) correspond & une solution @ stationnaire,
irrotationnelle et a symétrie cylindrique des équations d’Euler “incompressibles”
dans 'ouvert Q.

Preuve : Les relations de Cauchy—Riemann associées a ’holomorphie de
ut donnent (22) et (23). De plus,

Im(uJ‘ ) =Im((t —itg) (1 +172))
= —Us T + U Ty

=1 ny + uzng =0,

doir (24).

Proposition : La fonction ut(z) = U — U fj —g2=pour U € C,R >0
et v € R vérifie les hypothéses de la proposition précédente pour Q = B(0, R)°.
On obtient ainsi une infinité de solutions stationnaires, irrotationnelles et a
symétrie cylindrique des équations d’Euler incompressibles autour d’un cylindre

circulaire, et avec vitesse asymptotique a U'infini (ReU,ZmU).

Preuve : 1l est clair que ut est holomorphe sur B(0, R) et continue sur
C(0,R). Lorsque |z] = R, on a 7(z) = & et % = %, donc

R z 2R
_pE_pE_ 2
v R R 27R’
et donc
Im(uL 7)=0

Pour calculer des solutions des équations d’Euler sur le complémentaire
d’un cylindre de base €2, ouvert “régulier” et simplement connexe de C, on utilise
une transformation conforme K qui envoie Q° sur B(0, 1)¢ (I'utilisation de z —
1/z et le théoréme de Riemann montre I’existence d’une telle transformation).
On a alors la famille de solutions

ut(z) = (U -U Kf(fy - QWiZ((z)) K'(z).

La condition au bord est préservée du fait de la conservation des angles dans
une transformation conforme.
On utilise en particulier la réciproque de la “fonction de Joukowski” z —

bl

z+ ‘12—2) Cette fonction envoie pour certaines valeurs de a et R le disque

B(0, R) sur une ellipse d’excentricité quelconque, mais également sur des ouverts
ayant des formes proches de sections d’ailes d’avion.
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7 Produits infinis de fonctions holomorphes

7.1 Produits infinis

Définition : Soit (up)nen+ une suite de C*. On dit que HnEN* Uy, converge
s1 la suite Hflzl u, converge vers une limite non nulle. On note alors HneN* Uy,
pour limy_, 400 [[4_, un. Lorsque (u,)nen+ est une suite de C dont 'un des
éléments est nul, on note (parfois) HnEN* u, = 0. On a donc, chaque fois que

cela a un sens, HnEN* U, =0=3In e N*, u, = 0.

Proposition : Soit (u,)nen+ une suite de C* telle que ) . Jun — 1| <
+o0. Alors [], cy» un converge. On dit dans ce cas qu'’il y a convergence absolue
du produit infini.

Preuve : Comme EnEN* Uy, — 1] < +00, on sait que lim, 400 up, = 1.
On peut donc considérer ng > 0 tel que lorsque n > ng, alors |u, — 1] < 1/2.
On écrit (pour p > ng)

o= (T1) (11 o)

n=1 n=ng+1

To
P
:1

ol log est la détermination principale du logarithme (on a |u, — 1| < 1/2 pour
n > ng).

Or logun ~nosqoo Un — 1, et 37 |un — 1| < 400, done 3
converge (absolument), ce qui permet de conclure.

neN* log Un

7.2 Produits infinis et holomorphie

Proposition : Soit Q un ouvert de C et (up)nen+ une suite de fonctions
holomorphes sur £2. On suppose que pour tout compact K de €2, on a

> (Sup |un(2) — 1|) < +o0.

neN* 2€K

On dit parfois qu’on a un produit absolument uniformément convergent (ou
normalement convergent) sur les compacts.

Alors la quantité [] . un(2) est convergente (ou nulle) pour tout z € Q2
et la fonction f définie par

F(z) = I unl2)

neN*
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est holomorphe sur Q. De plus,
f(z) =0 — dn € N*, u,(z) =0,

et

veea- oy, FE -y
neN+ "

avec convergence uniforme de la série sur tout compact de Q — f=1({0}).

Preuve : Soit U un ouvert de Q tel que U est compact dans Q. D’apres
I’hypothese, il existe ng > 0 tel que lorsque n > ng, alors sup, ¢y |un(2) — 1] <
1/2. On écrit (pour p > ng)

nlillun(Z) = <ﬁ un(z)> <6Ei=n0+llogu"('z)).

n=1

log 2

Comme z € B(1,1/2) — | 757 | est bornée supérieurement et inférieurement par

des constantes strictement positives, on voit que []? _; u, () converge uniformé-
ment sur U, donc f est holomorphe sur U. On en déduit que f est holomorphe
sur €.

Pour chaque z € Q, on peut trouver U ouvert de Q tel que U est compact
dans ©, et z € U. On voit alors que f(z) = 0 si et seulement s’il existe n € [1, ng)
tel que u,(z) = 0. Finalement,

f(z) =0 <~ dn € N*, u,(z) = 0.
Enfin, si I'on pose gy (z) = [[L2; un(z), et hy(z) = ezz:%“bgu"(z), il est
clair (en utilisant la convergence uniforme sur U de la série de terme général
log un (7)) que

hy(z) X2 uh(2)
Vz e U, vl no-z
hu () E+ un(2)

avec convergence uniforme sur U. On conclut en remarquant que sur 2 —

{0,

A ACY

n=1 un(z)

7.3 Exemples de produits de Weierstrass
Définition : Pour p € N* et u € C, on définit le facteur de Weierstrass

W (p,u) par
Wi(p,u) = (1—u) Dy
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Proposition: Soit (z,)nen+ une suite de C telle que limy, 4o |2 | = +00.
Alors il existe une fonction entiére f qui s’annulle exactement en les points de
cette suite (avec une multiplicité au point z correspondant au nombre de n € N*
tels que z = z,,).

4logn

Preuve : On pose p, = 1 lorsque |z,| < 2 et p, = [m‘i—l] + 1 lorsque

|zn| > 2. On voit alors que

1 P 1
|zn| > 2 = (—) <=
n

VIl

On pose
+o0
z
£(2) = T[] Wirn ).
n=1 n

Lorsque |u| < 1/2, on a

il ul iy u
1> == lul 1Y |
Jj=p J k:0k+p

+o0
< [uf 3°(1/2)F < 2|ulf.

k=0
Donc (lorsque |u| < 1/2),

p—1 ul

W (pu) — 1] = [elo80 0 I

= e D5 — 1)< 2¢e|ul

On utilise I’estimation précédente pour |z| < r et |z,| > sup(2,2r,7?). On
obtient

W (pn, —) — 1] < 2e

< 1 )pn 1

Zn \/ |Zn| n

Donc la série ZneN*SuplzKr |W(pn, =) — 1| converge. On en déduit que la
fonction f convient. B

Proposition : Pour tout z € C, on a

i == 1 (1)

n=1

Preuve : On commence par observer que le produit définit bien une fonc-
tion holomorphe car il converge absolument uniformément sur tous les compacts
de C. De plus, comme z — sin(nz), la fonction définie par le produit s’annulle
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exactement sur Z (avec des zéros simples). On considére alors r > 2, et on
estime

sin(mz) ‘
sup
A=l (1- 2)
+o0
sm(ﬂ'z) 1
S Y s II ==
=rla s H rZL_2 =T =l2r]41 n?
. +o0 2
sin(mz z 1
< sup ( ) X sup H <1+—2—22)‘
lel=drlr Hfi]l (1 — Z—z) l21=r 1 o241 -0
sin(rz) [ 21 Foo Bk
< su (H ) H 3 57| X sup H <1 + 2 )
|z|=4r Tz |Z -n | |z |_r =[2r]+1
1 i BE
S —— sup |ez7rz _ z7rz| [2 2r sup 62n—2
dmwr |z|=4r H | |2 —n? |z |_r g+1
2 4 +oo Qﬂ
< AT () (Xt 2
—Arr (27)
< i€47rr+4r log(2r)+%7r2r2.
- 27
La fonction g(z) = —sinlmz)  _ est donce entiere, vaut 1 en 0, elle ne

+o0 _z2
mz 1327 |1 n2

s’annulle pas, et il existe Ky > 1, Ko > 0, tels que

VzeC,  |g(z)| < Ky X2l

Comme C est simplement connexe, on peut trouver h entitre telle que g = e”,

h(0) =0, et
Vz e C, Reh(z) <log Ky + K» |z|%

On considére R > 0. Si |z| < R, Re h(z) < log K1 + K2 R?. Donc

h(z)

Y|z < R
ISR e e K e )

D’aprés le lemme de Schwarz,

VRIS R hEI < B (h(e) 2 (og Ky + K 1)),

et

Vi S R/2,  Ih(z)| < 5 (h(=)] + 2 (log Ky + K2 RY)).

N | —
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Finalement,

Vz € C, |h(2)] <2 log Ky + 8 Ko |z|%.

On en déduit que h est un polynome de degré au plus deux (Cf. exercice apres
le théoréme de Liouville), si bien que 'on peut trouver «, 3,7 € C, tels que

i 22 2
Yz € C, sin(mz) = w2z 1— =) eotPatrzt,
w) == 11 (1~ =)

On conclut en étudiant le développement a 'ordre 2 en 0 des fonctions z —

. L2
sin(rz) et z > w2z :Z’i (1 — ;—2>

8 Les sommes de Gauss et la loi de réciprocité
quadratique

8.1 Réciprocité pour les sommes de Gauss

Définition : Soit a,m € N*, tels que am est pair. On note S(a,m) la
somme (dite de Gauss)

S(a,m) = Z emimr

Lemme : on a l'identité
. ; a_ 2 .
S(a,m) = lim et m? ( E 62“”2) dz.
R—+o0 [-L-Rein/4 —LiRein/4]

Preuve : On note

Ly lemin )
f(Z) - e27riz -1 ’

et T = [_%_Reiﬂ'/élj%_Reiw/él]_i_[%_Reiﬂ'/él’ %+Reiw/4]_[_%+Reiﬂ'/4’ %_1_
Re™4 —[-1 — Re™/* —1 + Rei™/4]. Comme z + €?"% — 1 ne s’annulle que
sur Z, on a d’apres le théoréeme des résidus :

S(a,m):?ﬂ'iReso(f):/Ff

= e+ 1) - 1) ds+ [ ) d:

\/[_%_Re”r/lly_%*_Re”r/ll] [_%_Rezw/lly%_Re”r/ll]

f(z)dz.

/_ %+Re”"/4,%+Re”"/4]
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On observe alors que

1/2 )
‘ / f(t £ Re™ %) dt

1/2

1/2 Zm—ol lemi % (t+r:|:Re”r/4)2|
r=

S _1/2 |627ri(t:|:Re”"/4) _ 1| dt
Or
|e7ri%(t+r:tRe”r/4)2| < T & (-R*EV2Z(t47)R)

< o7& (~RHVI(L47) R)

— 3
et

|€27ri(t:tRe”'/4) _ 1| > ||€27ri(t:tR32é:tiR32é)| _ 1|
>1 e TRVZ

Finalement,

S(a,m) = lim (Fe +1) = 1)) dz.
X J[-L1-Reim/4 — Lt Rein/4]

Mais du fait de la parité de a m,

—

(f(Z + 1) _ f(Z)) (6271'2',2 _ 1) — Z <e7ri%(z+1+r)2 . 67ri%(z+r)2)
r=0
Wi%(z+m)2 mi 4 z?

ce qui permet de conclure.

Lemme : On a l'identité :

a—1
. ;oa 2 .
S(a,m) = lim eftm? <E 62“"2)612:.
R—+c0

[_Re”r/llyRe”r/ll] n=0

. 2 52 a—1 inz 5N .
Preuve : Comme la fonction z + ¢™* m ? (ano 62"““) est entiére, il

suffit de vérifier que

. a .2
lim et m? <
R—+oc0 [—%:I:Re”'/“,:l:Re”'/‘i]
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On proceéde de la méme maniére qu’au lemme précédent.

Lemme : On a l'identité :

a—1
_mimop2 m . P 52
S(a,m) = E et /— lim e’ dz.
o a R—+oo [~Reim/4 Rein/4]

Preuve : On observe que

ewi%zz+27rinz — 6—7ri%n2 i< (24

/ 67ri%zz<§ 627rinz) dz
[_Reur/ll’Re”r/ll]
a
Cm 2 Ca mny2
e~ TiEn / 67rzm(z+ L)
[—Re”"/‘l,Re”"/‘l]
a

-1
s om0 2 m S ™, \2
S 2 T
0 a [—R %e”r/élyR %eur/ll]

n=

Donc

1

=0

3

i (2 mo,)2 <
Comme z — ™ CHV T )" st entitre, on conclut en observant que

lim iz gy = .

€
R—+00 [—\/?n:tR\/%e”/",:tR\/%e”/"]

Proposition : On a I'identité de réciprocité suivante : lorsque a, m € N*,

et am est pair,
m—-——1+41i
S(a,m) = /—S(m,a .
(a,m) = |2 T —

Preuve : D’apres les lemmes précédents, on voit que

S(a,m):,/TS(m,a) lim e dz.
a R—=+oo JI_Rein/4 tRein/4]

Mais S(1,2) = 141 et S(2,1) = 1, ce qui permet de conclure.

Corollaire : Pour m,n € N,, on note G(n,m) la somme (également dite

de Gauss)
G(n,m) = Eezﬂ%r .
r=1

On a alors
7 ame
GLm) =4 /m sim = 3[4]
(I4+4)y/m sim=0[4]
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En particulier, lorsque m est impair, on en déduit que

Preuve : On voit que ) S(2,m). Comme d’autre part (car 2m est
pair) = /5 S(m Z et S(m,2) =1+ €™ % on voit que

G(1,m) = \f(ue—“’%) 1\/*;.

On conclut en examinant chaque cas.

no| 3

8.2 La loi de réciprocité quadratique

On rappelle la définition du symbole de Legendre (plg) (pour ¢ premier
impair). On considére I’homomorphisme ¢ du groupe multiplicatif (Z/¢7Z)* qui
a r associe r?. Comme son noyau est formé de {£1}, le cardinal de 'image de
¥ est 451, On définit A, = Im(3)), et By, = Im(y)°.

Lorsque p € Aq, on pose (plg) = 1, et lorsque p € B,, on pose (p|g) = —1.
Enfin quand p = 0, on pose (plq) = 0.

Ceci définit le symbole de Legendre pour p € Z/qZ. On le définit pour
p € Z en considérant le symbole de Legendre de son réduit modulo q.

Proposition : Soit ¢ premier impair. On a pour p € N,

G L4+2 3 gea, ¢ i (plg) =1
P =042 S, 0 5 (plg) = -1

Preuve : On observe tout d’abord que
G(p,q): E 627ri§r2.
r€Z/qZ

1l suffit de vérifier que lorsque (p|g) = 1, les pr? avec r € (Z/qZ)* parcourent
A, exactement deux fois, et que lorsque (plg) = —1, les pr? avec r € (Z/qZ)*
parcourent B, exactement deux fois. C’est clair car pr% =pri=r =4rs.

Corollaire : Pour p, g premiers impairs distincts,

G(p,q) = (ple) G(1,q).

Preuve : On a

249 Z 627ri9/q+2 E 627ri€/q:2 E 627”%

feAy 0eB, SEL[QL

27ri_1
:276. :0

6271'2/(1 -1
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Donc

<1+2 > 62“"’/<I> + <1+2 > 62”9”) =0,

feA, 0eB,

ce qui permet de conclure, selon que (plg) =1 ou —1.

Proposition : Pour p, ¢ premiers impairs distincts,

G(l,pq) = G(p,9)G(g,p).

Preuve : On a
d Ld crp .2, g 02
G(p, q) G(q,p) — Z Z 627”(Er +;r )
r=1r'=1

2 12

P
27”'?2r2+q r'242pgry!
:E E e rpgq

r=

H
5
I
-

On conclut en remarquant que ’application de Z/¢7Z x Z/p7Z dans Z/(pq) Z
qui & (r, ') associe pr+ ¢’ est un isomorphisme de groupes.

Corollaire (loi de réciprocité quadratique) : Pour p, ¢ premiers impairs
distincts,

(plg) (qlp) = (1) P=1)(a=1),
Preuve : On sait que d’une part

G(1,pq) = it ®=" /g,

et que d’autre part

G(l,pq) = G(p,q) G(q,p)
= (plg) (4lp) G(1,p) G(1,9)
= (plg) (glp) iF P~V 3 =07 /g,

Finalement, selon que p et ¢ sont congrus a 1 ou 3 modulo 4, on vérifie que

i7 Pa=1)" =5 (=13 (a=1)* — (_)5 (-1 (a=1)
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9 Le théoreme des nombres premiers

9.1 Estimations grossieres

Définition : On note P = {p € N*, p premier }, et pour z > 0, m(z) =
Zp<x pep L (dans ce cours, on conviendra que 1 n’est pas premier).

Proposition : On a limg_, 4o m(2) = 400 et w(z) = Ox_>+oo($).

Preuve : Si P était fini, on aurait P = {p1, .., pn}, avec p1 < .. < p,. Mais
alors ppy1 = 1+ []}_, pi est dans P et p,41 > pn, ce qui est contradictoire. On
en déduit que limg_; 4o m(2) = + 0.

On remarque que

II »rics.

pEP n<p<2n

En effet, on voit facilement que

II »ri@n).(n+1)

pEP n<p<2n

et que

pEP,n<p<2n

H p> H n> n7r(2n)—7r(n)’

Mais comme

pEP ,n<p<2n pEP ,n<p<2n
on obtient .
log((nryl)é)
m(2n) — m(n) < ————.
logn
2n)! n+1/2

En notant u,, = %, on voit que % =14
et logu, < n log4.

On en déduit que m(2n) — 7(n) = O(:=2=), puis que m(n) = O(===). En

sl d’ott log up 41 < logu, +log4

logn logn
effet, ¢ ¢
i 2k Qk—l
29 <C|—+——4+..+2+1
m(2%) < C ( k + 1 +.+24 )
9k 2k/2
<20 <?+“+T) +C<2"‘/2‘1+..+2+1)

2k
<40+ C 2812
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9.2 La fonction ( et les nombres premiers

Définition : Pour Res > 1, on pose ((s) = Zn 1 n~°. Il s’agit donc
d’une série de Dirichlet a coefficients positifs.

Proposition : ’abscisse de convergence de la série de Dirichlet définissant
la fonction ¢ est 1. La fonction ¢ est donc holomorphe sur {z € C,Rez > 1}.

Proposition : Pour Res > 1, on a ((s) = HpE'P(l —p~*)~1, Le pro-
duit infini convergeant absolument uniformément sur tout compact de {s €

C, Res > 1}.

Preuve : On remarque que

_5|

Ip
-y g ]
R

S 2p—’Res’

donc pour tout compact K de {s € C, Res > 1},

Z sup |1 — (1 —p~ )7t < 4o0.
pep SEK

De plus, on a
+o0
o =1 (™),
peP pEP k=0

et en notant P = {p1,pa, -, Pn, .-} avec p1 < p2 < .. < pp, on voit que

400 4o +0o0
TO-r =3 3 o 3 Gl ) = 3o
peEP k1=0ky=0 k,=0 n=1

Proposition : La fonction ¢ ne s’annule pas sur {s € C,Res > 1}. La
fonction s — %%l est holomorphe sur {s € C,Res > 1}, et égale a la série de
Dirichlet

¢'(s) _ An
s) s’

nEN,

ou A, = 0 si n n’est pas une puissance de nombre premier, et A, = logp si
n = p' (avec p premier, [ € N*).

Preuve : Comme (1 — p=*)~! # 0 pour tout p € P et que le produit
converge, on voit que ¢(s) # 0.
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On sait que l'on peut alors prendre la dérivée logarithmique du produit

infini : C’( ) o
s) _x~ _p " logp
¢(s) _I;, 1—p=s

+oo
=—) logp > (p7)
peEP =1

An
:—Zn—s

neN*

9.3 Etude de ( et {'/( au voisinage de Res = 1

Proposition : Pour Res > 1, on a {(s) = 25 — s 1+OO Z:J[fl] dz. La

fonction ¢ se prolonge en une fonction méromorphe sur {s € C,Res > 0}.
Son unique pole est situé en s = 1 (la fonction ((s) — ﬁ est holomorphe sur

{s € C,Res > 0}).

Preuve : Une transformation d’Abel montre que

S e S () -0 b alg+ 1)

ns
/"+1 dz n q
ns _
n n zst (q + 1)3

a+l [z] — 2 s q
= d: 1— )=+t .
/1 * e I+s—1[ (4+1) ]+(<1+1)5

On obtient alors 'identité demandée en faisant tendre ¢ — +co.

n=1

q

1

Proposition : La fonction ¢ n’a pas de zéros pour Res = 1.

Preuve : On considére s = o 4+ i1, avec 7 € R, 0 > 1. On a l'identité

[Ta-p—

peEP

=-) Re [log(l —p_s)]

peP

log|((s)| = log

(o log désigne la détermination principale du logarithme). Donc

—sk

-
logleto)] =Re| - 32|

peEP k=1
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ok

+oo
:Zzpk cos(Tklog p).

peEP k=1

Supposons maintenant (par I’absurde) que ¢ ait un zéro d’ordre r en 1+ ir.
On peut alors écrire (pour ¢ # 0)

Clo+it)=c(o—1)" 4+ Oos1,0510er(lo — 1),
et on a de toute facon
((0) = (6 = 1)7" + Oos1,051,0ex(1).
On en déduit que
3 log|((o)| + 4 log |((o + iT)| = (4r — 3) log(c — 1)

+051,0>1,0er(log(c — 1)) = —o0.
Mais
3 log|¢(o)] 44 log|¢(o + i7)| + log [((o + 2iT)|

—ok

+oo
= Z Z p - [3 + 4 cos(7 klog p) + cos(2 T klog p)
peEP k=1

2y Y

pEP k=1

—ok
: (1 + cos( klogp))? > 0.

On en déduit que nécessairement,
log |C(O- + 217—)' _>a—>1,a>1,oE]R +00.

Or ceci est impossible car ¢ n’a pas de pole autre que 1 dans {s € C,Res > 0}.

Corollaire : La fonction —¢’/{ se prolonge en une fonction continue sur
{s € C,;Res = 1} — {1}. En fait, —¢’'(s)/C(s) = 1/(s — 1) + ¢(s), ol ¢ est

holomorphe sur un ouvert contenant la droite {s € C,Res = 1}.

9.4 Prolongement de ( sur C

Lemme : On définit la fonction 6 de Jacobi sur R par
oty =Y et
nez

Alors pour tout t > 0,

0(1/t) =1 0(t).
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Preuve : On pose pour u > 0 :
Fu(a) = 3 e Comea)”
neZ

La fonction F, est C'™° et 2w-périodique. D’aprés le théoréme de synthése des
séries de Fourier (Dirichlet par exemple), pour tout z € R,

1 . 27 .
Fo(z) = — ipx —iPY [ (y) dy.
(2) 2FZ€ /0 € () dy

PEL

En particulier,

2r
oamu) = F0) = 5 3 [ e e gy

pEL nez

(n+1)m

— %22/2721 e—ip (z—2nm)—uz? dr

PELNEL B

1 too 2
- Z/ e ipe—uz” g
27 cend oo

Bl C)

1 0 1
2 /mu \4dmu )’

On conclut en posant ¢ = 47 u.

Proposition : Pour Res > 2,

+oo
() (s) = / M0 =Ly gy

Preuve : On calcule

oo (1) — 1 too £ .
ts/2—1 dt = / e~Tn tts/2—1 di
b >
+oo 400 )
— E/ e~ TN tts/2—1 dt
n=1"70

= e —
—Jo mn2 u
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S / 12p(2
— —s/2 —s 2F 2y,
;w n=*2T(3)

Proposition : Pour Res > 2,

oo gt dt 1
w—s/2r(§)c(s):/l %(t‘gﬂ—i—t(l /2y — PRV

Preuve : On calcule

ﬂ_—s/Q F(%)C(S) — /0+°° g(t)T_lts/2—1 dt

/+°° ot Loz dt /+°° 0(1/u) — 1 i
1 1 1 2 u
/+OO 6 — ts/2 oo \/_6( ) —3/2@
1 t 1 2 u
Heo H(t)—l{ dt o 1 s 1
= —-— t5/2+t(1—5)/2}—+/ - (1——) w573 du.
/1 2 t 1 2 Vu

Corollaire : La fonction A : s — TI'_S/ZF(%)C(S) se prolonge en une

fonction méromorphe sur C dont les seuls poles sont en 0 et 1, et qui vérifie
Vs e C—{0,1}, A(s) = A(1 - s).

Preuve : On voit qu’on peut prolonger pour Res > 0 la formule précé-
dente. Comme elle a a un sens pour tout s € C—{0, 1}, et qu’elle est clairement
invariante par la transformation s — 1 — s, elle permet de définir la fonction
méromorphe s — 7 5/2 I'(5)<¢(s).

Corollaire : La fonction ¢ se prolonge en une fonction méromorphe sur
C dont le seul pole est en s = 1. Les seuls zéros de ¢ dans {s € C, Res ¢]0,1[}
sont les —2n,n € N*.

Preuve : Pour Res < 0, on pose

s—1/2 1“(158)
r'(3)

Comme I' n’a pas de zéros dans C, et { n’a pas de zéros dans {s € C, Res > 1},
les seuls zéros de ¢ (de partie réelle négative) correspondent aux poles de T'.

De plus, comme I’ n’a pas de poles dans {s € C, Res > 1}, le seul pole de
¢ dans C est en 1.

C(s)=m ¢(1—s).

Les exercices suivants donnent d’autres méthodes de prolongement de ¢ a
C tout entier :



Exercice : On se donne a priori la fonction ¢ définie pour Rez > 1 par la
série habituelle.

Z z

1) On considére la fonction f, : w — mw™? cotan (7 w) (ou w™? est la

détermination de la puissance —z-iéme de w) et le rectangle (fermé plein) '), de
sommets (n + %) (I—14), (n+ %) (L +14), %—i— (n+ %)z et % —(n+ %) i. Montrer
que

n
2im k™% = Iz,
le bord de I',, étant orienté dans le sens positif.
2) Montrer qu’il existe une constante C' > 0 telle que
= | cotan (7 w)| < C.

d(w,Z) >

En déduire que pour w € 9y, — [% —(n+ %)z, % +(n+ %)z], on a

1 —Rez
fz(w)|§r0<n+§> enime).

3) Montrer que pour Rez > 1,
& nt3 1 w ™
24 Zk‘zz—i =+t cotan | —+imt | dt + 0 400(l).
(ntl 2 2
k=1 (n+2)
En déduire que

it [ tanh(mt ,
C(Z) — _/ ( 3/2 e 12 arctan(2t) dt.
. <% +t2>

2
4) Montrer que pour z € C — {1}, on a I’égalité

1
z—1

w/2
/ sin(z ¢) (cos ¢)* 2 d¢ =
0

5) En utilisant le changement de variables t = %tanqﬁ et la formule
tanhw =1 —2(1+€?%)~L, montrer que pour Rez > 1,

9z—1 z /2 ¢ ¢z—2
(e) = —— -2 /0 RO s

6) Montrer que ¢ peut se prolonger en une fonction méromorphe sur C,
dont 'unique pole est situé en 1.
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Exercice : On se donne de nouveau la fonction  définie pour Rez > 1
par la série habituelle.

1. Montrer que pour n € N* et z € C tel que Rez > 1, 0n a

1 1 Feo
= — / e~ w1 du.
n*  T(z) Jo

En déduire que (pour z € C tel que Rez > 1)

F(Z)C(z):/0+oo “

2. On définit la suite (8, )nen par la relation

3. Montrer que (pour z € C tel que Rez > 1)

+o0 +oo z—1
_ Pn T
F(Z)C(Z)_E(n+z—l)n!+/1 e“—ldu'

n=0

4. En déduire que ( se prolonge en une fonction méromorphe sur C.

9.5 Etude asymptotique des A,

On va donner une suite de lemmes qui permet d’utiliser I'information sur
les zéros de la fonction ¢ de Riemann.

On commence par rappeler que S(R) est ’ensemble des fonctions de classe
C® de R dans R dont les dérivées de n'importe quel ordre décroissent aussi vite
que n’importe quelles puissances négatives en +oo. Cet espace est muni des
semi-normes

1 Allp.q = sup (1+2°)7 |/ 9 ()]

pour p,q € N. Il est stable pour la transformée de Fourier et dense pour la
norme || ||z dans L(R).

Lemme : Toute fonction de L'(R) est limite (pour la norme ||||z:) de
fonctions de S(IR) dont la transformée de Fourier est & support compact.
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Preuve : Si ¢ € S(R), alors x,, ¢ = ¢ dans S(R), lorsque x,, est une suite
de fonctions de C'*® qui vaut 1 sur [—n,n], 0 en dehors de | — (n + 1),n + 1],
et dont les dérivées de n’importe quel ordre sont bornées. La transformée de
Fourier inverse de y, ¢ converge alors vers la transformée de Fourier inverse de ¢
dans S(R). Donc toute fonction de S(IR) est limite (pour les semi-normes || ||, 4)
de fonctions de S(R) dont la transformée de Fourier est & support compact. Il
suffit alors pour conclure de remarquer que toute fonction de L!(IR) est limite
(pour la norme ||||z1) de fonctions de S(IR), et que les semi-normes || ||, 4 sont
plus fortes que la norme ||||L1.

Lemme : Soit ¢ : Ry — R bornée et F : s — 0+OO e~ (=1t g(t) dt.
On suppose que F' € H({z,Rez > 1}) et que I se prolonge en une fonction
F* € C({z,Rez > 1}). Alors pour tout o > 0,

Jim [ e de=o.

Preuve : On considére g € S(R) telle que g € C°(R). On remarque alors
que (pour € > 0, z > 0), les quantités

+oo +oo .
fg,g(x):/ e”wg(r){/o e—<f+”>t¢(t)dt} dr

— 00

et +
Je g(z) = 271'/ o(t)e =gz —t)dt
0
sont bien définies, puis, en vertu du théoréme de Fubini, sont égales. On a donc
Ve > 0,Ve > 0, L 4(z) = Je g(2).

Comme ¢ est bornée et g € L', il est clair que

+oco
lim J. 4(z) = 271'/ é(t)g(e —t)dt.
e—=0 0
De plus, comme g a son support dans [—R, R] (avec R > 0), on a

|eim§(r)F*(1+6+iT)|§ 19(T)| L)-1<r sup |[F*(14+¢€+1i7)|.
|7|<R,0<e<1

On en déduit (& partir du théoreme de convergence dominée) que

+oo
lir%fgyg(a:) :/ e g(r) F* (14 ir)dr.
e— _

o0

Comme 7 — (1) F*(1 + it) est dans L'(R), on en déduit grace au lemme de
Riemann-Lebesgue que

lim " é(t)g(x —t)dt =0.

T —4c0 0
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On approxime alors (d’aprés le lemme précédent) la fonction 1j_, o[ par une
suite de fonction g, € S(R) telle que g, € C(R), pour la norme ||||p1.

Lemme : Soit (a,)nen une suite de Ry vérifiant

1.
Y tn = Ossy oo (2), (1)
n<x
2. ]
an
In N
o L), )
n>1
ou ¥ € H({z € C,Rez > 1}), et ¥ se prolonge en une fonction ¥* de
C{z € C,Rez > 1}).
Alors

g Ap ~g—4oo L-

n<x

Preuve : On considére ¢ : ¢ — (e7* 3", . .. an) — 1. On voit alors que

U(s) + 1.

S

F(s) = /0+Oo e~V (1) dt =

Donc F' € H({z € C,Rez > 1}), et elle se se prolonge en une fonction F* de
C({z € C;Rez > 1}). Comme ¢ est bornée (d’aprés la premiére hypothése du
lemme), on voit que

lim é(t)dt = 0.

r—+co r—a

On remarque que

4o
—t
e a, dt
/ S a

- 1<n<et
4o
> e_(£+°‘)/ Z ay dt
T=® 1<n<e=—

> 2qe 2 e (Em) E Uy .
1<n<e®—

On en déduit que

2a > 2a limsup(e™* Z an) e,
1<n<e?
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On passe a la limite quand « tend vers 0, puis on fait le méme travail avec des
majorations. On en déduit que

lime™* Z an, =1,

1<n<e?
puis le résultat demandé.
Corollaire : Les A, vérifient la propriété Zn<x Ap ~psqoo T

Preuve : Il suffit de montrer que les A, vérifient la premiére propriété.
On sait déja que ) logp < 7(2) logz = Oy 400 (), on conclut grace
au lemme suivant:

Lemme : On a 3% 2 on=pt peP <z 108D = Oz yoo (VT logz).

pEP,p<z

Preuve :
+ oo i_(;g_g
S OY sy X b
=2 n=p! pePn<e =2 peP,p<zl/!
log z 1
< ] 2112
< (22 - 1) loga (=)

9.6 Le théoreme des nombres premiers

Théoréme (Hadamard, De la Vallée-Poussin) : Le nombre m(z) de nom-
bres premiers inférieurs a x vérifie la formule asymptotique
x
w(x) ~ —.
(&) ~opoo log «

Preuve : On commence par remarquer que grace au lemme précédent,

Z logp ~z 400 .

p<e
On en déduit que
E > T+ 0 z T
= - logx ~ logzx log «
De plus,
)LD DREID I
< p<Lal-= rl-=<p<z
C. zt—¢ 1
< —+ - ) logp
l—clogz (1—¢)logz e
1 x x

- 1—610gr+0 logz’
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10 Les algebres de Banach et le théoreme de
Wiener

10.1 Définition des algebres de Banach

Définition : Soit A un espace de Banach sur C muni d’une loi de com-
position interne (simplement notée (z,y) — xy) supposée commutative, asso-
ciative et distributive par rapport a ’addition. On suppose de plus que pour
aceCuaye A onaalzy) =(azx)y=z(ay) et

gl < l=I[1]yl]-

Enfin on suppose qu’il existe dans A un élément neutre e de norme 1. On dit
alors que A est une algebre de Banach commutative et unitaire.

Remarque : On peut ne pas faire I’hypothése de commutativité ni celle
d’existence d’un élément neutre de norme 1 (un élément neutre est toujours de
norme plus grande que 1). On dit alors simplement que l’on a une algébre de
Banach. Ainsi M, (C) muni de la multiplication usuelle des matrices et d’une
norme subordonnée a une norme sur C* est une algébre de Banach unitaire pour
tout n € N, mais elle n’est commutative que lorsque n = 1.

Exemple : Soit X un sous-ensemble compact de RY. On considere
I’espace vectoriel C'(X,C) des fonctions continues de X & valeur dans C, muni
de la norme uniforme, et de la multiplication ponctuelle. C’est une algebre de
Banach commutative et unitaire. Son unité est la fonction constante égale a 1.

Soit A ’espace vectoriel des fonctions périodiques de R dans C de la forme
F0) =3 cncne™ avec 3oy len] < +oo. 1l s’agit exactement des séries de
Fourier qui convergent normalement. On munit A de la norme

171 =3 leal,

nez

et de la multiplication ponctuelle. On obtient alors une algebre de Banach
commutative et unitaire. Son unité est la fonction constante égale a 1.

10.2 Spectre d’un élément

Définition : On dit d’un élément z d’une algébre de Banach A (commu-
tative et unitaire) qu’il est inversible lorsqu’il existe y € A (noté z~!) tel que
zy = e. Pour z € A, on note o(z) = {& € C, z — e n’est pas inversible }.
Cet ensemble est appelé spectre de z.

Proposition : Soit z un élément inversible d’une algébre de Banach A
(commutative et unitaire). On suppose que h € A et ||h|| < |[(z71)||7! (= est

90



nécessairement non nul, et |[hz7!|| < 1). Alors  + h est encore un élément
inversible de A. De plus

ha |
, h_l—'_l < =1 “7
e =< e
“ b2~
-1 -1 —2 z
. _ <22 0
[|(z + h) z T 4+ he 7| < T— a7

En particulier I’ensemble des éléments inversibles de A est ouvert, et ’applica-
tion z +> z~! est continue sur cet ensemble.

Preuve : On commence par remarquer que ¢ = hz~! vérifie ||g]] <
[[R][]]z=*|] < 1. On considere la série S % (—1)* ¢*. Elle converge car elle
converge absolument (grace & la propriété sur la norme d’un produit). C’est la
qu’on utilise de manieére décisive la complétude de A. On voit facilement que sa
somme est l'inverse de e + g. On a alors

27! (e —|—g)_1 = (x—i—xg)_l = (m+h)_1.

De plus
(@ + )~ = =] < [la= |l (e + )" — el
+o0
<l MY (=1)* 6]
k=1
—1yp gl
<llz™ 11— Tk

De méme,

(@ +h) " =™ +ha™?|| < Jl27H[[I(e+9)™" — e+l

+o0
<l "I (=1)* ¢
k=2

gl

2
L—1lgll

<l

Proposition : Soit z un élément de A. Alors o(z) est un ensemble com-
pact non vide de C inclus dans B(0, ||z]|).

Preuve : Si |a| > ||z||, alors ||a=! z|| < ||e]|, donc e — a~! z est inversible
d’aprés la proposition précédente et finalement # — ae également. Donc o(z)
est inclus dans B(0, ||z]]).

De plus, si # — a e est inversible, alors pour 3 tel que

18— ol <|l(z—ae)™H|7,
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on a ||(8— a)e|| < ||(x— ae) |7, si bien que £ — Be est encore inversible.
Donc o(z)¢ est ouvert et o(z) est compact.

Si maintenant o () est vide, alors pour tout ® € A’, on peut montrer que
Jo.2(2) = ®((z — z€)7!) est entiere. En effet, cette application est dans ce cas
bien définie pour tout z € C, et

f@,x(z + h) - f@,x(z)
h

— 0z —ze)7?)

[Alll(z =z €)M

< ||®||a:
< Il T G = o

dés que |h| < ||(z — z€)7t||7L. De plus, du fait de la continuité de I’application
z — 27! on voit que z fg z(2) — —®(e) lorsque |z] - +oco. On a donc
que fg , tend vers 0 & l'infini, si bien que d’aprés le théoréme de Liouville,
fo,2(2) =0 pour tout z € C. Le théoréme de Hahn-Banach implique alors que
(z — ze)~t =0, ce qui est impossible.

Corollaire (Gelfand-Mazur) : Soit A une algébre de Banach (commu-
tative et unitaire) qui est également un corps. Alors il existe une isométrie
(morphisme d’algebre bijectif qui conserve la norme) de A dans C.

Preuve : Soit # € A. D’aprés la proposition précédente, on sait que o ()
contient au moins un élément de C. Mais dans un corps, seul I’élément nul n’est
pas inversible, si bien que o () ne peut contenir plus d’un élément. On note
o(z) = {M=)}. On a donc z = A(z)e. L’application z = A(z)e — A(z) est
clairement une isométrie de A dans C.

10.3 1Idéaux

Définition : Soit A une algébre de Banach commutative et unitaire. Un
sous-ensemble I de A est dit idéal lorsque I est un idéal de A en tant qu’anneau
et un sous-espace vectoriel de A. On dit de I qu’il est un idéal strict (ou propre)

lorsque I # A.

Proposition : Soit A une algébre de Banach commutative et unitaire, et
I un idéal strict de A que 'on suppose fermé. Alors, I'espace vectoriel quotient
A/I (dont on note les éléments sous la forme z 4+ I, pour z € A) muni de la
multiplication (z + I) (y + I) = zy + I, de I’élément unité e 4+ I et de la norme

&+ Illasr = inf{[|z + y[|, y € 1}
est une algebre de Banach commutative et unitaire.

Preuve : Comme [ est un sous-espace vectoriel de A, on sait que A/I est
un espace vectoriel. Montrons que || ||4/7 est une norme sur cet espace. En effet
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d’une part siz € I, on a ||z +1|[4/r < ||z +(—2)|| = 0. Réciproquement comme
I est supposé fermé, six ¢ I, on a ||z + I||a/r = d(z, 1) > 0. Comme pour tout
AeC Al =1 onallA(e+1)||ayr = [M||z+1||ajr. Pourzy+1,x0+1 € A/ et
€ > 0, on sait qu’il existe y1,y2 € I tels que [|x; +yi| < ||lei+1][ayr+e,i=1,2.
On en déduit que

[[(z1 4 1) + (z2 + D|asr < (21 + 1) + (22 + y2)|]

<z + yill + [z + yal]
< |lzy 4+ If|ayr + |22 + ]| ajr + 2.

En faisant tendre € vers 0, on obtient I'inégalité triangulaire, si bien que || ||a/r
est une norme.

On montre a présent que A/I, muni de cette norme, est un espace de
Banach. Pour cela, on considére une suite de Cauchy (2, + I)neny de A/I
Pour p € N, on peut alors trouver o(p) € N tel que (si p > 0) o(p) > o(p —
1) et pour tout ¢,r > o(p), ||(xq + 1) — (xr + I)|layr < 277. On a alors
|(Zo(pt1) + 1) = (Zopy + I)[|ayr < 27P. On peut par conséquent trouver une
suite (wp)pen telle que ||z, (pq1) — Zo(p) + wp|| < 2'7P. En considérant la suite
définie par récurrence par yo = 0, yp41 — ¥p = wp pour p € N, on voit que
[(Zo(p41) + Yp+1) — (Zogpy + yp)|| < 2177, La suite (2o(p) + Yp)pen est alors
de Cauchy de A (c’est le terme général d’une série convergente), si bien qu’elle
converge dans A vers une limite [. La suite (2,(,) + [)pen converge alors vers
!+ I dans A/I. Mais une suite de Cauchy dont une sous-suite converge est en
fait une suite convergente, si bien que (2, + I)pen converge dans A/I vers |+ 1.
En définitive, A/I est un espace de Banach.

On sait d’autre part que comme [ est un idéal, la loi de multiplication sur
A passe au quotient et fait de A/I une algébre (commutative et unitaire). Il
reste & vérifier que la norme || [| 4,7 vérifie les propriétés des normes d’algebres
de Banach. Pour cela on se donne 21 + I,zo+ 1 € A/T et € >0, et y1,y2 € I
tels que |[z; + yi|| < [|#s 4+ I||ayr + ¢, = 1,2. On voit alors que

(21 + 1) (z2 + Dlasr < |[(z1 + 1) (22 + 2]
<l 4+ y)ll (22 + y2)|
< (Nler +1llajr +¢) ez + Il|ajr + <),
et on conclut en faisant tendre £ vers 0. Enfin, on remarque que
lle+ Ilayr < lel] < 1.

Définition : Soit A une algébre de Banach, et / un idéal de A. On dit
qu’il est maximal s’il est strict et si pour tout J idéal strict de A contenant I,
onadJ=1.

Proposition : Tout idéal strict de A est inclus dans un idéal maximal de

A. Tout idéal maximal de A est fermé. Si un idéal I de A est maximal, alors
l’algebre A/I est un corps.
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Preuve : La premiére assertion est une conséquence immédiate du lemme
de Zorn, 'ordre partiel étant simplement ’inclusion.

Lorsque I est un idéal strict de A4, son adhérence I est encore un idéal de A.
De plus comme [ est strict, il ne contient pas 'ouvert des éléments inversibles
de A. 1l en est donc de méme pour I, qui en conséquence est strict.

Soit I un idéal maximal de A, et & + I un élément non nul de A/I, ¢’est-
a~dire tel que & ¢ I. L’ensemble A + I est encore un idéal qui contient I
strictement. Comme [ est maximal, on a # A+ I = A. En particulier il existe
ye Atel quexy e+ 1, et y+ I est élément inverse de z + 1.

10.4 Le théoréme de Wiener

Proposition : Soit A une algebre de Banach, et # € A. Si pour tout
morphisme d’algebres h de A dans C de norme (d’opérateurs) < 1 (i.-e. une

forme linéaire multiplicative h telle que h(e) = 1 et ||h(2)]| < ||z|| pour tout
z € A), on a h(z) # 0, alors z est inversible.

Preuve : Si z n’est pas inversible, alors 2 A est un idéal strict de A, si
bien qu’il existe M idéal maximal de A contenant zA.

Donc A/M est une algébre de Banach qui est aussi un corps. D’aprés
le théoréme de Gelfand-Mazur, il existe une isométrie d’algébres de Banach
Jj: A/M — C. On considére alors jo¢, ou ¢ est le morphisme canonique
d’algébres de A dans A/M. 1l s’agit d’un morphisme d’algébres de A dans C
qui s’annulle en . Sa norme (d’opérateurs) est inférieure au produit des normes
(d’opérateurs) de j et de ¢. Or la premiére est inférieure a 1, et la deuxiéme est
exactement 1 (c’est une isométrie).

Théoréme (Wiener) : Soit f une fonction 27-périodique de R dans C, qui
ne s’annulle pas et qui s’écrit sous la forme

f(@) — ch 6in€’

nez
avec y .z len| < +oo. Alors on a également
L S e
- n )
0 =

avec ) ey || < +oo.

Preuve : On considére I’algebre de Banach A déja vue en exemple, des
fonctions f 2m-périodique de R dans C, qui s’écrivent sous la forme

f(@) — ch 6in€’

nez
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avec ) g |en| < +00. On note sa norme || || 4.

Pour tout ¢ € R (ou mieux # € R/277Z), on peut définir le morphisme
d’algebres de A dans C : hg(f) = f(0). Réciproquement soit A un morphisme
d’algebres de A dans C de norme (d’opérateurs) inférieure & 1. On considére la
fonction fo : 0+ €. On a pour n =1, —1,

[h(fo)|™ = [h(fo)"| = [R(f) < I f5']l = 1.

On en déduit que |h(fo)| = 1. Donc il existe § € R tel que h(fs) = €'®. Pour
tout n € Z, on a alors h(f}) = €% puis pour toute suite (c,)nez telle que
Yonezlenl < +o0, on a h(X, cpen f3) = Y, encn €™ En d’autres termes,
h = hy.

Si ’on sait maintenant que f € A et que f ne s’annulle pas, on a hy(f) # 0
pour tout # € R. Mais comme tous les morphisme d’algebres de A dans C de
norme (d’opérateurs) inférieure & 1 sont de la forme hg, on en déduit que f est
inversible dans A. En d’autres termes, 1/f € A, ce qui permet de conclure.

11 Compléments

11.1 Quelques aspects classiques de ’analyse complexe
qui ne sont pas abordés dans ce cours

11.1.1 Le point de vue de Welerstrass

Il s’agit d’étudier les fonctions holomorphes a partir des séries entiéres. On peut
par exemple commencer par étudier les séries formelles (et les opérations que
I’on peut effectuer dessus : produit de Cauchy, inverse, séries composées, série
réciproque). Ensuite il est possible de voir comment s’agencent les domaines
de convergence de ces séries. Un théoréme de base exprime que la somme
d’une série entiere est développable en séries entiéres sur son disque ouvert de
convergence. Ce point de vue est celui qui est adopté dans [3], Ch. 1.

11.1.2 Formes différentielles

On peut présenter les théoremes de Cauchy (sur les ouverts convexes, ou pour
les lacets homotopes) comme des conséquences de théorémes analogues sur les
formes différentielles. Ainsi, sur un ouvert convexe (de R? mais également de
RY), le lemme de Poincaré affirme que toute forme différentielle (plus précisé-
ment toute 1-forme) fermée est exacte. Le lien entre les deux présentations
apparait lorsque 'on interpréte les relations de Cauchy-Riemann comme re-
lations de fermeture d’une forme différentielle. C’est ce qui est fait dans [3],
Ch. II.1. Certains ouvrages utilisent également la notion de compact orienté,
ou la notion de chaine. Chacune de ces notions a son intérét, et permet une
présentation alternative de la théorie.
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11.1.3 La sphére de Riemann

On la définit comme la sphére unité S? de R3. On construit une bijection de
S? — {(0,0,1)} dans C en associant & chaque point de la sphére (excepté le
pole nord) l'intersection entre un certain plan et la droite passant par le point
considéré et le pole nord. On peut ainsi identifier cette sphére a C auquel on a
adjoint un point & linfini. Les applications homographiques (non dégénérées)
se prolongent de maniére naturelle en bijection de la sphére de Riemann dans
elleeméme. L’étude du groupe formé par I’ensemble de ces applications muni
de la composition (ce groupe est parfois noté PTL(2,C)) constitue la géométrie
analagmatique. Les “droites ou cercles” de C correspondent a des cercles de
la sphére de Riemann et sont (globalement) conservés par le groupe. Il suffit
de vérifier que c’est le cas pour les générateurs du groupe : les similitudes
affines directes z — az + b et I'inversion z — 1/z. De nombreux problémes de
géométrie plane faisant intervenir des cercles peuvent se simplifier notablement
par transformation par une homographie envoyant un point “a l’infini”. Les
propriétés élémentaires de la sphére de Riemann sont décrites dans [3], Ch.

IIL.5.

11.1.4 Les fonctions harmoniques

Ce sont les fonctions de R dans R qui vérifient
Ve e RY a e Ry, f(r):/ flz+ aw) dw.
weSN—l

Lorsque la fonction f est réguliére, on peut voir que cette condition équivaut a
Af =0. On a vu que les fonctions holomorphes possédent une partie réelle (et
imaginaire) harmonique. On a également montré en exercice que, au voisinage
d’un point donné, les fonctions qui sont partie réelle d’une fonction holomorphe
sont les fonctions harmoniques. Les fonctions harmoniques sur le disque unité
ouvert de R? et qui se prolongent de maniére naturelle en fonctions L? sur le cer-
cle unité forment un espace fonctionnel important noté H? (& ne pas confondre
avec les espaces de Sobolev notés de la méme maniére). Lorsque p = 2 il s’agit
d’un espace de Hilbert séparable, donc isométrique a tous les autres espaces de
Hilbert séparables. Le fait qu’il soit constitué de fonctions holomorphes permet
de traiter certains problémes, puis d’exporter la solution vers {2 par exemple.
Pour un exposé élémentaire sur les fonctions harmoniques, on pourra consulter

[3], Ch. IV.3 et 4, et [9], Ch. 11 et 17.

11.1.5 Les séries de fonctions méromorphes

On peut étendre aux fonctions méromorphes les notions de convergence relatives
aux fonctions holomorphes, et en particulier ce qui concerne la convergence des
séries. Il faut pour cela tenir compte des poles des fonctions (et utiliser le
fait que dans tout compact, il n’y en a qu’un nombre fini). C’est la théorie des
familles sommables (uniformément sur tout compact) de fonctions méromorphes
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qui permet d’avoir le cadre le mieux adapté pour définir la fonction P ou pour
écrire le développement Eulérien du sinus. Les principales définitions relatives
a cette théorie sont disponibles dans [3], Ch. V.2.

11.1.6 Les produits de Weierstrass

On peut généraliser le chapitre 7.3 & n’importe quelle fonction holomorphe ne
croissant pas trop vite (en module) & I'infini (c’est-a-dire, grosso-modo, pas plus
vite qu’une exponentielle de polynéme). Si on connait a priori tous ses zéros,
elle est (presque) entiérement descriptible explicitement (sous forme, donc, de
produit infini). Pour cette théorie, on se réfere a [9], Ch. 15.

11.1.7 L’approximation par des fractions rationnelles

On peut voir que sous certaines hypotheses, des fonctions holomorphes peuvent
étre approchées uniformément sur des compacts par des fractions rationnelles
dont les poles sont fixés & I"avance (et situés en dehors des compacts en ques-
tion). Cela constitue la théorie de Runge. Comme conséquence, on peut citer le
théoreme de Mittag-Leffler, qui permet de construire une fonction méromorphe
dont les poles (et la partie singuliére de la fonction au voisinage de ces poles)
sont fixés & I’avance. On trouvera ’ensemble de cette théorie dans [9], Ch. 13.

11.1.8 Les équations différentielles dans le cadre holomorphe

Les solutions des équations différentielles “résolues” a coefficients holomorphes
sont naturellement holomorphes (Cf. [3], Ch. VII). On I’a vu en exercice dans le
cadre des systémes “linéaires avec second membres”. Lorsque les équations ne
sont pas “résolues”, il y a apparition de singularités, comme on peut s’en conva-
incre en regardant ’équation z f'(z) = 1. Les fonctions spéciales classiques de
la physique mathématique (fonctions de Bessel ou fonctions hypergéométriques)
présentent dans certains cas de telles singularités.

11.1.9 Compléments au théoréme de représentation de Riemann

Il est possible de caractériser les ouverts simplement connexes de C (différents
de C lui-méme) pour lesquels la bijection holomorphe & valeur dans B(0, 1) se
prolonge sur la frontiére de 'ouvert en une bijection sur B(0, 1). Il est également
possible d’étudier quels sont les anneaux de C qui sont conformément équiva-
lents. Enfin, il existe des preuves “constructives” du théoréme du Riemann.
Tous ces compléments sont disponibles dans [9], Ch. 14.

11.1.10 Propriétés algébriques de ’anneau des fonctions holomor-
phes

Comme conséquence du théoréme de Mittag-Leffler et de I'utilisation des pro-
duits de Weierstrass, on peut citer les théoremes qui permettent de montrer
I’existence de fonctions holomorphes prenant des valeurs fixées 4 I’avance en des
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points fixés a I’avance. Ceci permet en particulier de montrer que les idéaux de
I’anneau H(C) qui sont engendrés par un nombre fini d’éléments sont en fait
principaux.

11.1.11 Fonctions holomorphes et transformée de Fourier

La transformée de Fourier échange les propriétés de régularité et de décrois-
sance a l'infini. On s’attend donc & ce que les propriétés de compacité de
support (trés forte décroissance & 'infini) s’échangent avec la propriété d’avoir
une extension holomorphe (trés forte régularité). On voit facilement que les
transformées de Fourier de fonctions & support compact se prolongent sur C
en fonctions entiéres (il suffit de remplacer la variable réelle # par une variable
complexe z dans €'*¢ pour s’en convaincre). Le théoréme de Paley-Wiener est
une réciproque de ce type de résultat. On le trouve énoncé dans [9], Ch. 19.

11.2 Pour aller plus loin
11.2.1 Surfaces de Riemann et géométrie analytique

Lorsque ’on considére des variétés sur C avec des cartes analytiquement com-
patibles, on aboutit & la géométrie analytique. Dans le cas de la dimension 1 sur
C (i.e. de dimension 2 sur R), on appelle ces variétés des surfaces de Riemann.
On trouvera une introduction a cette théorie dans [11].

11.2.2 Topologie algébrique

Le groupe fondamental d’un ensemble (topologique) est formé des lacets a
valeur dans cet ensemble quotienté par la relation d’équivalence d’homotopie
(de lacets). L’idée d’associer une structure algébrique de cette maniére & un
ensemble topologique est 1’idée de base de la topologie algébrique. Une présen-
tation “autocontenue”de cette théorie est disponible dans [6].

11.2.3 Aspects mathématiques de la mécanique des fluides

Les problémes issus de la mécanique des fluides constituent un des enjeux les
plus importants des mathématiques (ils sont au coeur du sixiéme probleme de
Hilbert et D’existence de solutions réguliéres aux équations de Navier-Stokes des
fluides incompressibles est récompensée par un prix de la fondation Clay). La
théorie des équations des fluides compressibles est décrite par exemple dans [10].

11.2.4 Opérateurs

Les opérateurs (i.e. les applications linéaires continues ou pas entre espaces de
Banach) s’étudient en particulier grace aux fonctions holomorphes. Pour un
exposé trés complet de la théorie, Cf. [4].
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11.2.5 Théorie analytique des nombres

Le théoréme des nombres premiers est un exemple typique d’application de la
théorie des fonctions de la variable complexe a la théorie des nombres. De nom-
breux autres résultats peuvent étre obtenus de maniére analogue. On trouvera
de nombreux exemples de tels résultats dans [1].

11.2.6 Formes modulaires

Les fonctions elliptiques et les fonctions qui leurs sont associées (formes modu-
laires, fonctions 6, etc.) sont au coeur des mathématiques théoriques modernes.
Ainsi, la démonstration du théoréme de Fermat par A. Wiles utilise treés forte-
ment cette théorie. On trouvera une introduction aux mathématiques mises en
jeu dans cette démonstration dans [7].
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