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Chapitre 1

Espaces vectoriels topologiques
localement convexes

1.1 Définitions et propriétés premieres

Dans tout ce qui suit, £ désignera un espace vectoriel sur R, les définitions
et résultats qui suivent s’étendent au cas complexe (une fois correctement
étendues les notions de convexité et de symétrie).

Définition 1.1 On appelle espace vectoriel topologique (evt) tout ev E muni
d’une topologie rendant continues les applications

(x,y) e ExXEw—x+vy, et (N\z)eRXE— Aw.

Si E est un evt, alors les translations 7, (7,(y) = x + y) sont des
homéomorphismes de E, et donc si V est un systeme fondamental de voisi-
nages de 0, {7,.(V) = z+V, V € V} est un systeme fondamental de voisinages
de x. De méme, si A € R*, 'homothétie y — Ay est un homéomorphisme de
E. SiU est un voisinage de 0 et x € E alors pour A € R suffisamment petit en
valeur absolue Ax € U, on dit alors que les voisinages de 0 sont absorbants.
On notera également qu’une application linéaire entre evt est continue si et
seulement si elle I'est en 0. Enfin, on rappelle qu'un espace topologique est
séparé des que tout couple de points distincts possede des voisinages disjoints
(ce qui est toujours le cas dans les espaces métriques).

Exercice 1.1 (Histoire de manipuler la définition) Montrer que si E est
un evt, 0 possede un systéme fondamental de voisinages équilibrés (V est
équilibré si \V-C 'V pour A € [—1,1]). L’evt E est séparé si et seulement si
{0} est fermé.



Exercice 1.2 Montrer qu'un euvt séparé localement compact (i.e. tel que
chaque point admet un voisinage compact) est nécessairement de dimension

finie.

Exercice 1.3 (Histoire de régler une bonne fois pour toutes le cas de la
dimension finie) Soit E un evt séparé de dimension finie, montrer que sa
topologie coincide avec celle définie par une norme.

Evidemment, la topologie induite par une norme sur F fait de F un evt
mais dans les applications la structure d’espace vectoriel normé s’avere par-
fois trop rigide et inadaptée (car, par exemple, la boule unité n’est jamais
relativement compacte dans un espace vectoriel de dimension infinie...). In-
versement, la notion d’evt seule est souvent trop générale pour les analystes
et en pratique, les espaces fonctionnels que nous rencontrerons auront en fait
davantage de structure. Avant d’aller plus loin, considérons le cas (important
et pas si particulier que cela comme nous le verrons au Théoreme 1.1) d’'une
topologie engendrée par une famille de semi-normes.

Définition 1.2 Soit E un R-ev, on appelle semi-norme sur E toute appli-
cation p : . — R, vérifiant :

plr+y) < plx) +ply),V(z,y) € Ex E, p(Ar) = [X|p(z),¥(z,\) € E x R,

Soit P une famille de semi-normes sur E, on dit que P sépare les points (ou
est séparante) de E si

p(r)=0,VpeP=uz2=0.

Soit P = {p;,i € I}, une famille de semi-normes sur F, x € E, r > 0 et
J C I, finie, on définit la P-boule ouverte de centre x, B;(x,r) par

By(z,r) = ﬂBpj(x,T) ={ye E:pjr—y)<r VjeJ}

jeJ

Notons que By(z,r) = x + B;(0,7) et que par définition méme les P-boules
By(z,r) sont des ensembles convexes de E (on rappelle qu'un sous ensemble
C de E est convexe si tx + (1 —t)y € C pour tout (t,z,y) € [0,1] x C' x C).

La topologie associée a une famille de semi-normes est définie comme
suit :



Définition 1.3 Soit E un R-ev et P = {p;,i € I}, une famille de semi-
normes sur E, les ouverts de la topologie associée a P sont les parties U
de E telles que pour tout x € U, il emiste r > 0 et J C I fini tels que
Bjy(z,r) CU.

Autrement dit, la topologie associée a P est celle dont les P-boules ou-
vertes centrées en x forment un systeme fondamental de voisinages de z. Il
est aisé de voir que F muni de cette topologie est un evt et qu’il est séparé si
et seulement si la famille P est séparante. Notons que si P et P’ sont deux
familles de semi-normes sur F vérifiant P C P’ alors la topologie associée
a P’ est plus fine que celle associée a P. Par ailleurs, chaque point de F
possede pour cette topologie un systeme fondamental de voisinages formé
d’ensembles convexes. La topologie associée a une famille de semi-normes est
donc localement convexe au sens de la définition suivante :

Définition 1.4 Un R-espace vectoriel topologique localement conveze (evtic)
est un evt dont chaque point possede un systéme fondamental de voisinages
formé d’ensembles convezes.

On peut évidemment dans la définition précédente remplacer ”chaque
point” par "un point”. Notez aussi que I'evt E est un evtlc ssi 0 possede
une systeme fondamental de voisinages convexes et symétriques (un sous en-
semble C' de E est dit symétrique si C' = —C'). En remarquant que dans un
evtle, l'intérieur d'un convexe d’intérieur non vide est encore convexe (exer-
cice facile), on notera qu’on peut aussi rajouter "ouverts” dans la définition
qui précede.

Lemme 1.1 Soit E un evtlc de topologie T définie par la famille de semi-
normes P et soit ¢ une semi-norme sur E alors q est continue (pour T ) si
et seulement sil existe C > 0, k € N* et py,...,pr dans P telles que

qg<C sup p;.
=1,k

Preuve:
Si g est continue, il existe un voisinage de 0 sur lequel ¢ < 1, il existe donc
aussi une P-boule sur laquelle ¢ < 1, I'inégalité cherchée s’obtient alors
facilement par homogénéité. Réciproquement, supposons qu'’il existe C' > 0,
k € N* et p1,...,p, dans P telles que

qg<C sup p;.
i=1,....k
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Soit x € F et € > 0, alors on a |¢(x) — q(y)| < q(z —y) < e pour tout y dans
la P-boule

ek plr—y) <1+0)'e, i=1,....k}

ce qui montre la continuité de q.
O

Remarque. Une combinaison linéaire a coefficients posititifs de semi-normes
est encore une semi-norme de méme qu’un supremum d’un nombre fini de
semi-normes, si p est une semi-norme sur £ et 7' un application linéaire de
F vers E alors po T est une semi-norme sur F'. Si P est une famille de semi-
normes sur F, la topologie qu’elle définit est la méme que celle définie par la
famille (dite filtrante) P’ formée par les suprema de familles finies d’éléments
de P.

Exemples

Passons maintenant en revue quelques exemples de familles de semi-
normes naturellement associées a quelques espaces fonctionnels usuels. Dans
ce qui suit Q désigne un ouvert de R? et K un compact d’intérieur non vide
inclus dans €2, une suite exhaustive de compacts K; de 2 est une suite de
compacts inclus dans Q tels que K; C int(K1) et Q = U;K; (par exemple
K; = {zr e R : |z] <j, d(z,R'\ Q) > 1/j}). Un multi indices «
est un élément (ay, ..., aq) de N% sa longueur notée |a| est par définition
la| = Zle a;. Pour a = (ay, ..., aq) et = (1, ..., B4) deux multi-indices, on
notera

—a<fsio <G, pouri=1,...d,

- CY:l:ﬂ: (Cklﬂ:ﬁl,...,@d:l:ﬂd),

—al=aq!...q4!, et pour f <«

6
C = Bia—pyr

~sizeRY zv =2t .. 2,

si f € C®(RY) (= C*(RY,R) ou C*(R%, C)), et a # (0,...,0),

olel f
0°f =
/ Oy ... 0%xy’
et 0°f = fsia=(0,...,0).
On rappelle aussi, a toutes fins utiles, la formule de Leibniz : si f,g €
C>(R%)?% :
O°(fg) =) Clo* " fd. (1.1)

BLa
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Si fed(Q)(=C(Q,R)ouC(£,C)), on appelle support de f et I'on note
supp(f) le complémentaire du plus grand ouvert sur lequel f est nulle, qui
est aussi 'adhérence de {z € Q : f(z) # 0}.

— Si K est un compact de R, on note C(K) I’espace des fonctions conti-

nues de K a valeurs dans R ou C, on le munit classiquement de la
norme uniforme

£} = sup | ()]

(qui en fait un Banach). On peut également munir C'(K) de la famille
de semi-normes p,(f) := |f(x)| avec x € K.

— Si Q est un ouvert de R%, m € N et K un compact de Q pour f €
C>(Q), posons

Pmi(f) = sup  sup|D*f(z)].
a€eN? :|a|<m z€K
L’espace C(Q)(= C(22,R) ou C(2, C)) des fonctions continues sur €2 est
muni de la famille de semi normes px = po i avec K compact de €2 (ou
simplement la famille py r;; avec une suite exhaustive de compacts K de
). Ck(§2) désigne 'espace des fonctions continues sur €2 a support dans
K (i.e. nulles en dehors de K) et C.(£2) désigne I'espace des fonctions
continues sur ) a support compact i.e. :

Co(Q) = U,Ci, ()

Pour m € NU{+o00}, on définit de méme 'espace C™(£2) des fonctions
de classe C"™ sur 2, on le munit de la famille p,, x,. On définit de
méme les espaces de fonctions de classe C™ a support compact, C72(£2)
et C(Q).

— On note de méme D (2) I'espace des fonctions C* a support dans K et
D(Q) := C(Q) l'espace des fonctions C'™ a support compact. La topo-
logie de Dk (€2) est définie par la famille de semi normes {p,,, x, m € N}
(nous verrons plus loin que D () est métrisable et complet pour cette
topologie). Une "bonne” topologie sur D(2) (de méme que sur C.(2)
ou C'(£2)) est plus subtile a définir (voir le paragraphe 1.4).

— Soit p € [1,00), L} (£2) est Iespace des fonctions fonctions mesurables

loc

f telles que pour tout compact K de €2

1/p
walf)i= ([ 157) <0
On munit LP

e(€2) de la famille de semi-normes gk, ot K parcourt
I'ensemble des compacts de €2 (une suite exhaustive suffit évidemment).
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— Considérons I'espace de Schwartz S des fonctions régulieres a décroissance
rapide

S={fecC®R? : sup(l+|z[")]0°f(z)| < oo,Vk € N,V3 € N4}

rER4

on le munit naturellement de la famille de semi-normes

fr= sup  sup(1+ |z[*)]87 f(x)|.
BeN, |B|<m z€R4

Un exemple typique de fonction de S est la gaussienne f(x) = e~ 1=*/2,
— Si E est un evn et E’ son dual topologique, la famille de semi-normes

prlx) =|f(z)], fEE z €k

définit la topologie faible o(FE, E’) sur E, cette famille est séparante
en vertu du théoreme de Hahn-Banach que nous verrons plus loin. De
meéme la famille de semi-normes

&(f) =f(x)], fEE 2 €FE

définit la topologie faible x o(E', E) sur E’, elle est séparante par
définition meme.

Un autre exemple de semi-normes nous est fourni par la jauge d’un ouvert
convexe symétrique. Soit £ un evt et C' un ouvert convexe contenant 0, la
jauge de C est alors définie par :

jo(z) == inf{t > 0 % e OY,Vr € E.

Pour tout z on a jo(x) € R, par ailleurs il est évident que jo(Ax) = Az pour
tout A > 0 et x € E. De plus, jo vérifie I'inégalité triangulaire, en effet soit
z et y dans F, pour € > 0, (jo(x) +¢&) 'z et (jo(y) +¢)~ ')y sont dans C, en
remarquant que

r+y _ jo(z) +¢€ T
jo(x) +jo(y) + 26 jo(x) +joly) + 2 jo(x) +¢
jo(y) +e Y

jo(x) + jo(y) +2¢ joly) +¢

comme € > 0 est arbitraire on déduit de la convexité de C :
jo(x +y) <jelx) + je(y). (1.2)
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Si z € C alors comme C est ouvert (14 ¢)x € C pour € > 0 assez petit et
donc jo(z) < 1. Si réciproquement jo(z) < 1 alors il est évident que = € C,
si bien que l'on a

C={zr€E:jolx) <1}, (1.3)

Enfin, si C' est de plus supposée symétrique, alors sa jauge est clairement paire
et donc c’est une semi-norme (dont la boule unité ouverte est précisément

0).

Exercice 1.4 Soit E un evt et C' un sous ensemble convexe de E montrer
que l'adhérence de C' est conveze.

Théoreme 1.1 Soit E un evtlc alors il existe une famille de semi-normes
P sur E qui induit la topologie de E. En outre, la topologie de E est séparée
st et seulement si la famille P sépare les points de E.

Preuve:
Nous avons déja vu que la topologie associée a une famille de semi-normes
munit £ d’une structure d’evtlc. Réciproquement, soit £ un evtlc et notons
T sa topologie. Posons

C:={C €T :C convexe, 0 € C, C=-C}

on sait que C est un systeme fondamental de voisinages de 0 et que = + C
est un systeme fondamental de voisinages de x, pour tout x € E. On pose
maintenant

P .= {jc, C e C}

Nous avons vu que P est une famille de semi-normes sur F et nous allons
montrer que 7 coincide avec la topologie associée a P. Soit U € T et x € U,
il existe C' € C tel que z+C C U ce qui est équivalent a B, (z,1) C U ainsi U
est un ouvert pour la topologie associée a P. Soit maintenant U ouvert dans
la topologie associée a P, pour tout x dans U il existe donc k € N*, (', ..., C}
dans C et 7 > 0 tel que Ni_; Bj, (,7) C U ce qui est encore équivalent a
x+C CU avec
C=r ﬂi-g:l Cz

et puisque C' € C, on en déduit que U € 7. La seconde assertion du théoreme
a déja été vue.

O

On retiendra donc que la topologie d'un evtle (respectivement d’evtlcs)
est déterminée par une famille de semi-normes (respectivement une famille
de semi-normes séparante). Une question naturelle a ce stade est de savoir si
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I'on peut métriser une topologie d’evtles (le caractére séparé est évidemment
nécessaire). En effet, dans le cadre métrique, les objets topologiques de base
(ensembles compacts, continuité, ensembles fermés, adhérence....) peuvent
étre caractérisés en termes séquentiels et sont ainsi bien plus aisés a manipuler
que dans le cadre des espaces topologiques généraux.

Théoreme 1.2 Soit E un evtlcs dont la topologie est associée a la famille
dénombrable (et séparante) de semi-normes P = {py}nen. Alors la distance

1
d(x,y) 222—npn:1:— )AL
n=0
est invariante par translation (i.e. d(z+z,y+z2) = d(x,y) pour tout (z,y, z) €
E3) et métrise la topologie de E.

Preuve:
Le fait que d est une distance est facile a voir, de méme que l'invariance
par translation. Montrons que la topologie induite par d coincide avec celle
induite par P. Soit x € F, J un sous ensemble fini de N et > 0, montrons
qu’il existe € > 0 tel que la P-boule ouverte By(z,r) contienne la boule
ouverte pour d, By(x,¢) : posons € = 27571 (r A1) avec K = max J si bien
que By(x,e) C By(z,r). Montrons maintenant que By(z,7) contient une P-
boule ouverte de centre x : on choisit d’abord N tel que > 27" < r/2,
on pose J = {0, ..., N} de sorte que By(z,7/4) C By(x,7).

O

A titre d’exercice, on montrera que la topologie d’evtlcs associée a une
famille (séparante) de semi-normes P sur E est métrisable si et seulement si
I’'une des propriétés équivalentes suivantes est satisfaite :

— 0 possede un systeme fondamental de voisinages dénombrable,

— il existe une famille dénombrable de semi-normes induisant la topologie

de E.

L’importance de la compétude dans les espaces métriques (théoreme du

point fixe de Banach, théorie de Baire...) justifie la définition suivante :

Définition 1.5 On appelle espace de Fréchet tout evtlcs métrisable par une
distance invariante par translation (ce qui revient d dire que sa topologie
peut étre définie par une famille dénombrable et séparante de semi-normes)
et complet.

Soit P = {pn}nen une suite de semi-normes (séparante) définissant la
topologie de E, on remarque que dire que la suite (xy); converge vers x
(la limite = étant unique car E est séparé) revient a 'une des assertions
équivalentes suivantes
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1. pour tout voisinage U de 0, il existe K tel que x, — x € U pour tout
k > K (c’est la définition dans un evt général)

2. pour tout n, p,(zy —x) — 0 quand k — oo,

3. d(xy,z) — 0 quand k — oo avec d distance invariante par translation
métrisant la topologie de F.

Notons aussi que () est de Cauchy dans I'espace métrique (E, d) (avec
d invariante par translation métrisant la topologie de E définie par P) est
équivalent aux assertions équivalentes suivantes

1. pour tout voisinage U de 0, il existe K tel que x, — z; € U pour tout
k,l > K (c’est la définition dans un evt général),

2. pour tout n, et tout € > 0 il existe K tel que p,(zy —2;) < € pour tout
k1> K,

3. supy, ;> d(rg, 21) — 0 quand K — oo.

Exemples Voici quelques exemples a retenir (la complétude est dans
chaque cas aisée a obtenir et donc laissée en exercice au lecteur) :
— C(€2) muni de la famille {po x, }; (convergence uniforme sur tout com-
pact) est un espace de Fréchet, il en est de méme pour C™(2) pour la
famille {py, &, }; et de £(Q) := C>(2) pour la famille {py &, }m.;-

— LP est un espace de Fréchet pour la famille de semi-normes f —

[FAZE
— Dk () est un espace de Fréchet pour la famille de semi-normes {ps, k }m-
— L’espace de Schwartz S est de Fréchet pour la famille de semi-normes

S sup sup(L+ [z")|07f ().
BEN4, |3|<m zcRd

Exercice 1.5 Montrer que Li. () et D (Q), munis de leurs topologies usuelles
ne sont pas normables.

Exercice 1.6 Soit (E,, p,) une suite décroissantes d’espaces de Banach avec
injections (de E,1 dans E,, évidemment) continues, montrer que E = N, E,
muni de la famille de semi-normes {p,}, est un espace de Fréchet.
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1.2 Bornitude, continuité, suites

Il s’agit dans ce paragraphe de définir quelques notions topologiques de
base dans les evt (en fait rappeler puisque ces notions sont déja bien connues
dans le cadre des espaces topologiques quelconques) mais aussi d’introduire
leur pendant séquentiel. Il est bien connu que dans les espaces métriques, on
peut développer la topologie indifféremment soit a partir de la topologie as-
sociée a la distance, soit a partir de la notion de convergence de suites. Autre-
ment dit, dans les espaces métriques, les deux points de vue sont équivalents.
Cela n’est malheureusement pas le cas dans les espaces topologiques généraux
(et en particulier ni dans les evt, ni dans les evtles) et pourtant, il est souvent
bien utile de manier des notions séquentielles. Nous allons définir ici certaines
de ces notions séquentielles en avertissant d’emblée le lecteur qu’en dehors du
cas métrisable, il ne faudra pas les confondre avec les notions topologiques.

Définition 1.6 Soit E un evt, (x,), une suite ¢ valeurs dans E et x € E.
On dit que (x,,) converge vers x (ou encore que x est limite de la suite (z,)n,
ce que l’on notera simplement x,, — x) si et seulement si pour tout voisinage
U de0, il existe N tel que (z, —x) € U pour tout n > N.

Evidemment, la définition précédente n’a véritablement d’intérét que dans
le cas ou E est séparé ce qui assure que si (z,), converge, sa limite est
uniquement déterminée. Dans le cas d'un evtlc de topologie associée a la
famille de semi-normes P, la définition précédente se traduit simplement
par : Vp € P, p(z, —x) — 0 quand n — +o0.

Par définition, un fermé de E est une partie dont le complémentaire est
ouvert. Une partie A de E est dite séquentiellement fermée si pour toute suite
a valeurs dans A et convergeant dans F vers une limite z on a x € A. On
dira qu'une partie de E est séquentiellement ouverte si son complémentaire
est séquentiellement fermé. Il est évident qu’'une partie fermée (ouverte) est
séquentiellement fermée (ouverte) mais l'inverse n’est en général pas vrai.
L’adhérence d’une partie est le plus petit fermé contenant cette partie (ou
encore l'intersection des fermés contenant cette partie) et une partie de E
est dite dense dans E' si son adhérence est E tout entier (ou encore si elle
rencontre tout ouvert non vide). L’adhérence séquentielle d'une partie A de
E est 'ensemble des limites de suites a valeurs dans A convergentes dans
E. Une partie de E est dite séquentiellement dense dans E si son adhérence
séquentielle est E entier. Une partie A de E est dite séquentiellement com-
pacte si de toute suite a valeurs dans A on peut extraire une sous suite
convergeant dans A (la notion coincide avec la compacité usuelle dans le cas
métrique mais en général il n’y a pas d’implication entre les deux notions).
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Soit (E1,7T7) et (Ey,73) deux espaces topologigues et ¢ : Ey — FEa, ¢ est
continue sur F; (respectivement continue en z € E;) si o }(U) € 7; pour
tout U € T, (respectivement o' (U) est voisinage de x pour tout U voisinage
de ¢(x)). Dans le cas ou E; et Ey sont deux evtles de topologies associées
respectivement aux familles de semi-normes P; et Ps, la continuité de ¢ en x
s’exprime par : pour tout € > 0 et py € Py il existe § > 0 et une semi-norme
continue sur Fi, p tels que pour tout y € FE; tel que p(z —y) < 6 on a
pa(p(z) — ¢(y)) < e. Lapplication ¢ : Ey — Ej est dite séquentiellement
continue en = € FE; si pour toute suite (z,), convergeant vers x dans Fj,
la suite (p(z,)), converge vers ¢(x) dans Fs; ¢ est dite séquentiellement
continue sur F si elle est séquentiellement continue en chaque point de Ej.

Soit (E,7) un espace topologique et ¢ : E — R U {+0o0}, on rappelle
que @ est semi-continue inférieurement (sci en abrégé) sur E si I'une des
conditions équivalentes suivantes est satisfaite :

— pour tout A € R, I'ensemble {z € E : () < A} est fermé dans E,

— l'ensemble (épigraphe de ¢) {(z,A) € E xR : ¢(x) < A} est fermé

dans F x R,
— pour tout x € E et tout € > 0, il existe U voisinage de x dans FE tel
que ©(y) > p(x) — &, pour tout y € U.
Enfin, ¢ est dite séquentiellement continue, si pour tout x € F et toute suite
(x,)n convergeant vers x dans E on a :

o(x) < liminf p(z,).

On vérifie facilement que la continuité (la semi-continuité inférieure) implique
la continuité (la semi-continuité inférieure) séquentielle mais la réciproque
n’est pas vraie en général, nous aurons 1’occasion d’y revenir.

Définition 1.7 Soit E un evt, on dit que la partie B de E est bornée si et
seulement st pour tout U voisinage de 0, il existe A > 0 tel que B C \U.

Si F est un evtle de topologie associée a la famille de semi-normes P =
{pi, © € I}, on vérifie facilement que la bornitude de B C E équivaut a l'une
des assertions équivalentes suivantes :

— pour tout p € P, sup,.pp(z) < +00,

— pour tout J C I, fini, il existe R > 0 tel que B C B,(0, R).

Dans le cas ou E est un evtlcs métrisable, il ne faut pas confondre la
bornitude au sens précédent et la bornitude au sens d’une distance métrisant
la topologie de E (remarquons d’ailleurs que pour la distance construite au
théoreme 1.2, E est borné).
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Exercice 1.7 Soit E un evtlcs montrer que E est normable si et seulement
si 0 posséde un voisinage (conveze) borné.

Définition 1.8 Soit E un evt et (z,), une suite a valeurs dans E, on dit
que (z,), est de Cauchy si et seulement si pour tout U wvoisinage de 0, il
eriste N tel que xp, — x; € U pour tout k > N et tout | > N. Un euvt est dit
complet si toute suite de Cauchy de E converge dans E.

Dans le cas ou la topologie de E est définie par la famille de semi-normes P,
dire que (z,), est de Cauchy se traduit par : pour tout p € P, et tout € > 0,
il existe N tel que p(zy — x;) < € pour tout k > N et tout [ > N.

1.3 Applications linéaires continues

Lemme 1.2 Soit E et I’ deux evtlc de topologies respectivement définies par
les familles de semi-normes P et Q et soit T une application linéaire de
dans F'. On a les équivalences :

1. T est continue,
2. T est continue en 0,

3. pour tout q € Q, il existe C >0, k € N* et py,...pr dans P tels que

Preuve:

1 et 2. sont clairement équivalents. Supposons 2. et soit ¢ € Q alors il existe
U voisinage de 0 tel que ¢(T'(z)) < 1 pour tout x € U. Il existe k € N* et
D1s-..pr dans P et € > 0 tels que la P-boule {x € E : pi(z) < ¢, i =
1,...,k} soit incluse dans U. Par homogénéité on en déduit facilement I’as-
sertion 3. avec C' = ¢~!. Supposons 3 satisfaite, alors soit z € E et U un
voisinage de T'(x) dans F, soit B une Q-boule ouverte de centre T'(x) incluse
dans U, il découle de 3. qu’il existe une P-boule ouverte, C' de centre x telle
que T'(y) € B C U pour tout y € C. O

Définition 1.9 Soit E et F' deux evt et soit T' une application linéaire de

E dans F. On dit que T est bornée si et seulement si T envoie les parties
bornées de E dans des parties bornées de F.
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On rappelle que si E et F' deux evtlc de topologies associée aux familles
de semi-normes P et Q et T est une application linéaire de E dans F', T est
séquentiellement continue revient a dire qu’elle est séquentiellement continue
en 0 ce qui s’exprime par :

si p(x,) — 0, Vp € P, alors q(T(x,)) — 0, Vg € Q.
On a alors :

Lemme 1.3 Soit E et F deuz evtlc de topologies associée aux familles de
semi-normes P et Q et T est une application linéaire de E dans F', on a les
implications : T continue = T séquentiellement continue = T bornée.

Preuve:
Seule la derniere implication est a démontrer. Suposons T séquentiellement
continue et supposons par ’absurde que 7" ne soit pas bornée : 4B borné de
E tel que T(B) n’est pas borné. Ceci implique qu’il existe une semi-norme
q continue sur F' telle que pour tout n € N* il existe x, € B vérifiant
q(T(z,,)) > n. Comme B est borné, y,, := n~'/2x, tend vers 0 dans E, avec
la continuité séquentielle de T, ceci implique que ¢(7'(y,)) tend vers 0 ce qui
est contredit par ¢(T(y,)) > n'/2.

O

En général, les implications précédentes sont strictes, nous verrons plus
tard des exemples de formes linéaires séquentiellement continues et non conti-
nues. Dans L?(0,1), il est assez facile de voir que la suite f,, : t — fu(t) :=
sin(2n7t) converge faiblement mais pas fortement vers 0, ce qui montre que
I'application identité n’est pas séquentiellement continue de L? muni de la
topologie faible dans L? muni de sa topologie forte (celle de la norme) et
pourtant elle est bornée (utiliser Banach-Steinhaus). Il existe donc des appli-
cations linéaires bornées et non séquentiellement continues. Dans le cas ou
E est métrisable toutefois, la bornitude est équivalente a la continuité (on
laisse au lecteur le soin de prouver cette assertion).

L’important théoreme de Banach-Steinhaus (aussi souvent appelé Prin-
ciple of Uniform Boundedness) permet de déduire pour les opérateurs linéaires
des estimations uniformes a partir d’estimations ponctuelles :

Théoréme 1.3 (Théoréme de Banach-Steinhaus ou Principle of Uniform
Boundedness) Soit E un espace de Fréchet (de topologie associée a la famille
de semi-normes P), F' un evtlc (de topologie associée a la famille de semi-
normes Q) et (T;);er une famille d’applications linéaires continues de E dans
F tels que

Vg e Q, Vax € E, supq(Ti(x)) < +o0
icl
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alors pour tout ¢ € Q, il existe C >0, J € N* et p,...,p; € P’ tels que

Viel, Vee E, ¢(Ti(z)) <C sup p;(z).
J=1ped

Preuve:
Pour n € N*, posons

A, ={x € E : supq(T;(z)) < n}.
iel

Comme A, est une suite de fermés dont la réunion est E et comme E est
de Fréchet, il résulte du théoreme de Baire qu’il existe ng tel que A,, est
d’intérieur non vide. Il existe donc 79 € E, J € N* et p1,...,p; € P’ et
r > 0 tels que pour tout y dans la P boule B de centre 0 et de rayon 1 définie
par les semi-normes py, ..., ps, on a q(T;(xo + ry)) < ng, Vi € 1. On a donc
pour tout y € B et tout i € I, ¢(Ti(y)) < C := 1" (ng+sup,e; ¢(Ti(20))), on
conclut par homogénéité.

O

Nous allons maintenant nous intéresser plus en détail au cas des formes
linéaires continues. Dans ce qui suit étant donné un ev E on notera E*
son dual algébrique c’est a dire ’ensemble des formes linéaires sur E. Si E
est muni d’une structure d’evt (a fortiori d’evtlc), on notera E’ son dual
topologique, i.e. I'espace des formes linéaires continues sur F.

Exemple Etant donné un espace métrique compact K, on appelle me-
sure de Radon sur K toute forme linéaire continue sur C'(K) et I'on note
M(K) lespace des mesures de Radon sur K (la terminologie sera justifiée
au Chapitre 6). Le dual topologique de 'espace de Schwartz S, S est appelé
espace des distributions tempérées, celui de £(Q2) := C>(Q2), £'(2) est appelé
espace des distributions a support compact.

On rappelle quun hyperplan H de E est un sev strict maximal de F, ce
qui revient a dire que pour tout x ¢ H, E = H @& Rx ou encore qu’il existe
f € E*\ {0} telle que H = ker(f). On définit de méme les hyperplans affines
comme étant les ensembles de la forme {f = a} = {z € F : f(z) = o}
pour un certain f € E*\ {0} et un certain a € R.

Lemme 1.4 Soit E un evt, f € E*\ {0} et a € R alors f est continue si et
seulement si Uhyperplan {f = a} est fermé.

Preuve:
Si f est continue I'hyperplan f~!({a}) est évidemment fermé. Pour la réciproque,
on suppose sans perte de généralité que o = 0 et que 'hyperplan H = ker(f)
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est fermé. Soit zq tel que f(zg) = 1, il existe un voisinage de 0, Uy tel que
xo + Uy C {f # 0}, on peut aussi supposer que Uy est équilibré (c’est a dire
AUy C Uy pour A € [—1,1]) et donc en particulier symétrique (Uy = —Uy).
Supposons par 'absurde qu’il existe ug € Uy tel que f(zg + ug) < 0, alors il
existerait A € (0, 1) tel que f(xo+ Aug) =0 or g+ AUy € o+ Uy C {f # 0}
ce qui constitue la contradiction recherchée. On a donc z¢ + Uy C {f > 0}
et comme Uy = —Uy on en déduit que |f| < 1 sur Uy de sorte que f est
continue.
O

Exercice 1.8 [l s’agit ict de montrer un lemme algébrique élémentaire mais
fort utile. Soit E un ev et f, f1,...,f, des éléments de E*. Montrer que
N ker(f;) C ker(f) si et seulement s’il existe A\y,..., A\, € R™ tels que

f= Z?:l Aifi-

Une question naturelle est maintenant de savoir de quelle topologie munit-
on le dual topologique E’ d’ un evtles E. Nous avons déja vu que dans le cas
d’un evn, deux choix "raisonnables” étaient possibles : la topologie forte (celle
donnée par la norme duale) et la topologie faible * (donnée par la famille de
semi-normes {q, } e avec ¢, (f) = | f(z)|). Cela se généralise comme suit aux
evt (méme si ici nous nous limiterons aux evtles) :

Définition 1.10 Soit E un evtlcs et E' son dual. On appelle topologie forte
sur E', la topologie définie par la famille de semi-normes

qp(f) :=sup|f(x)|, Vf € E' BC E, B borné.
zeB
On appelle topologie faible-x sur E' et I'on note x-o(E', E), la topologie définie
par la famille de semi-normes

@(f) =|f(x)|, Vf € E, z€E.

On notera que les deux topologies précédemment définies sur £’ le mu-
nissent d’une structure d’evtlcs. En termes séquentiels, on dit qu’une suite
fn de E’ converge fortement vers f dans E’, ce que 'on note f,, — f si et
seulement si qg(f, — f) — 0 pour tout borné B de E. On dit qu’une suite
(fu)n de E’ converge faiblement-+ (ou simplement faiblement s’il n’y a pas
d’ambiguité) vers f, ce que I'on note f, — f si et seulement si f,(z) — f(z),
pour tout x € E. Par construction, une base de voisinages de f € E’ pour la
topologie faible-x est donnée par les ensembles de la forme :

‘/fs,x1,...xk = {g € E, : |(.f _g)<xz)| <g, 1= 1a>k}

20



avece >0,k € N* et aq,...,2, € EF.

On a la caractérisation importante suivante de la topologie faible-x sur
£

Théoréme 1.4 La topologie faible-x sur E', x-0(E', E) est la topologie la
moins fine sur E' rendant continue les applications f € E' — f(x) € R,
re k.

La notion de topologie la moins fine rendant continue une famille d’ap-
plications et sa construction ont déja été vus dans le cours de topologie du
premier semestre et nous reviendrons dessus au chapitre 3, on omet donc ici
la preuve du résultat précédent. On peut bien se demander pourquoi chercher
a affaiblir la topologie forte de E’, ¢’est a dire considérer une topologie ayant
moins d’ouverts. La réponse est qu’une topologie ayant moins d’ouverts a des
chances d’avoir plus de compacts, et, effectivement, on a I'important résultat
de compacité suivant :

Théoréme 1.5 (Banach-Alaoglu-Bourbaki) Soit E un evtlcs, U un voisinage
de 0 et
K:={fekFE :|f(x)| <1, Vxe U}

alors K est compact pour la topologie faible-x de E'.

Preuve:
Soit p une semi-norme continue sur E telle que B := {p < 1} C U on a alors
K C K, avec

Ko:={feF :|f(x)|<1,VzeB}={fel:|f(x) <plx), Vo € E}.

Comme K est clairement fermé dans K il nous suffit de montrer que Ky est
compact pour la topologie faible-x de E’. Soit Y = R¥ = {(w,)sep, ws €
R, Vx € F'} muni de la topologie produit (i.e. la moins fine rendant continues
les projections canoniques) et ® : E' — Y définie par ®(f) = (f(x))zcr
pour tout f € E’, ® est une application linéaire injective, continue de E’
muni de la topologie faible-x vers Y muni de la topologie produit. Montrons
maintenant que ®~! : ®(E’) — E’ est continue, pour cela il suffit de montrer
que pour tout z € E, w — & }w)(x) est continue sur ®(E’), ce qui est
évident puisque ®!(w)(z) = w,. Il nous suffit donc désormais de montrer
que ®(Kj) est compact. Or, on a :

(I)(Ko) - Al N AQ
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avec
Al={weY : |w| <ple), ¥z € E} = [[[-p(2), p(2)],
zelR
et
Ay = {W SHE Wytry = Wy + )‘wy’ V<$’y7 >‘) € E? x R}

Il résulte du théoreme de Tychonov que A; est compact et de la continuité
des projections canoniques que As est fermé de sorte que ®(K) est compact.
O

Ce résultat de compacité explique que sur E’, on utilisera presque systé-
matiquement la topologie faible-* et le mode de convergence associé. Dans le
cas ol F est séquentiellement séparable (i.e. possede une partie dénombrable
séquentiellement dense), la topologie faible * jouit de bonnes propriétés de
métrisabilité :

Proposition 1.1 Soit E un evtlcs séquentiellement séparable et p une semi-
norme continue sur I, alors la topologie faible-x est métrisable sur l’ensemble

K:={fekFE :|f(x) <plx), Ve e E}.

Preuve:
Soit {x,}, dense dans B = {p < 1}, pour tout f et g dans K, on pose

[e.e]

af,9) =3 5:1(F — )@

n=0

il est facile de voir que d est une distance sur K. Montrons que cette distance
métrise la topologie faible sur K. Soit f € K, r > 0, montrons que la boule
ouverte B(f,r) (dans K pour la distance d) est voisinage de f dans K pour
la topologie faible-*. Soit N tel que ) 27" <r/4, et

V=V sz, on =19 € E :|(g—f)lx)|<r/4,i=1,...,N}

alors V' N K est un voisinage de f dans K pour la topologie faible-* contenu
dans B(f,r). Soit maintenant € > 0, k € N et y;,...,y, € E¥ et soit

U=Veyrowe =19€E |g— N <e, i=1,...,k}

il s’agit de montrer qu’il existe r > 0 tel que B(f,r) C U N K. Pour ¢ =
1,...,k soit n; tel que p(y; — x,,) < /4 et soit r = min;—; 27" 1. Pour
g € B(f,r), on apour tout i =1,.., k

\(f = 9)wa)| < |(f — g)(zn,)

+2p(y; — ;) <2"r4¢/2<e¢
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et donc B(f,r) CUNK.

O

En combinant la proposition 1.1 et le théoreme de Banach-Alaoglu-Bourbaki,
on obtient le résultat de compacité séquentiel, fort utile en pratique suivant :

Théoréme 1.6 Soit E un evtlcs séquentiellement séparable, soit (f,), une
suite de E' telle qu’il existe p une semi-norme continue sur E vérifiant
|fu(@)] < p(z), Vn € N et Vo € E alors (f,)n posséde une sous suite conver-
gente pour la topologie faible-x.

Lorsque FE est en outre un espace de Fréchet (respectivement une limite
inductive d’espaces de Fréchet), le théoreme de Banach-Steinhaus (respecti-
vement la proposition 1.7) sera fort utile évidemment pour obtenir 'estima-
tion requise dans le théoreme précédent.

De méme que l'on a défini la topologie faible-x sur E’, on peut définir
la topologie faible sur F comme étant la topologie associée a la famille de
semi-normes :

pr(x) :=|f(z)|, Ve € E

avec f € FE'. La topologie faible sur E est notée o(E, E’), on déduit du
Théoreme de Hahn-Banach qu’elle est séparée. Par construction, une base de
voisinages de x € E pour la topologie faible est donnée par les ensembles de
la forme :

Vg =lye B |filz—y)l<e i=1,...,k}

avec € > 0, k € N* et fi,..., fr € (E")*. La topologie faible sur E est aussi
la topologie la moins fine sur F rendant continus les éléments de E’. En
termes séquentiels, on dit que x, converge faiblement dans x, ce que 1'on
note x, — x si et seulement si f(x,) — f(x) pour tout f € E’. Sauf dans
le cas ou E est un Banach (et en particulier un espace de Banach réflexif),
nous utiliserons assez peu cette topologie et ce mode de convergence.

1.4 Limites inductives et topologie de D())

Soit F un ev, réunion d’une famille d’ev (E;);cr, on suppose que chaque
E; est muni d’une topologie d’evtle 7; (définie par une famille de semi-normes
Pi = {p'}jes,)- La topologie limite inductive des topologies (7;)ics est alors
la topologie 7 définie par la famille de semi-normes

P = {p semi-norme sur F dont la restriction & E; est continue pour tout i € I}.
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Autrement dit, une semi-norme p appartient a P si et seulement si pour tout
1 € 1,1l existe C' > 0, J C J; finie telle que

p < Csupp;'- sur Fj;.
jeJ
Notons que la caractérisation précédente exprime exactement le fait que
toutes les injections canoniques E; — F sont continues de (E;, 7;) vers (E, 7).
On a alors la caractérisation suivante

Théoréme 1.7 La topologie T limite inductive des (7;);cr est la topologie
d’evtlc sur E la plus fine rendant continues les injections canoniques E; — E
Viel.

Preuve:
Nous avons déja remarqué que 7 est une topologie d’evtlec qui rend conti-
nue les injections canoniques F; — E, Vi € I. Soit 7’ une topologie d’evtlc
qui rend continue toutes ces injections canoniques et soit P’ la famille des
semi-normes continues pour la topologie 7. La continuité des injections ca-
noniques implique que P’ C P et donc que 7 est plus fine que 7.

O

Lemme 1.5 Soit (E,T) limite inductive des evtlc (E;, T;) définie comme ci-
dessus, F' un evtlc et T linéaire E — F', pour que T soit continue il faut et
il suffit que sa restriction T|g, soit continue pour T;, pour tout i € I.

Preuve:
Si T est continue alors T'| g, I'est aussi comme composée de T' et de I'injection
canonique F; — E. Réciproquement, suposons T'|g, est continue pour 7,
pour tout ¢ € I. Soit Q@ une famille de semi-normes définissant la topologie
de F' et soit ¢ € Q, goT est alors une semi-norme sur F continue sur chaque
E; elle appartient donc a P. La continuité de T en découle immédiatement.
O

Lemme 1.6 Soit E un evtlec, F' un sev de E, U un ouvert convexe de F

pour la topologie induite par celle de E, il existe C' ouvert convexe de E tel
que U =CnNF.

Preuve:
On peut supposer sans perte de généralité que 0 € U. Par définition, il existe
un ouvert V de F tel que U = V N F, comme E est un evtlc, il existe W
ouvert convexe de F contenant O tel que W C V. Posons

C = Ute[O,l} (tW + (1 - t)U) == UtE]O,l] (tW + (1 - t)U)
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Le fait que 'on puisse exclure la valeur ¢ = 0 dans la réunion provient du
fait que W est absorbant (pour z € U on a z = (1 —¢)(1 + &)z +&x et pour
e > 0 assez petit le premier terme est dans (1 —¢)U et le second dans eWW) et
ceci montre que C' est ouvert; C est évidemment convexe. Puisque U C C,
on a U C C'N F. Pour l'inclusion inverse, il suffit de remarquer que pour
te (0,1, tW+(A-t)U)NF=tWnNF+(1-t)U CtVNF+(1—-t)U CU
(car U est convexe).

O

Nous ne rencontrerons en pratique par la suite que le cas d’une topologie
limite inductive d'une suite (croissante) d’evtle (Ej, 7x)ren (la topologie 7y
étant associée a la famille de semi-normes Py), vérifiant en outre les condi-
tions suivantes :

— pour tout k, By, C Eyyq et Ej est fermé dans (Eyy1, Tr11),

— Ty = Tiy1|E, (cest a dire que la topologie de Ej est celle induite par

celle de Fji1 sur Fy).

On munit alors

de la topologie 7 limite inductive des topologies 7 et 'on appellera (E,T)
(ou simplement F) limite inductive de la suite d’evtle (Ey, Zx)r (ou (Eg)x
si cela n’engendre pas de confusion). Dans toute la suite de ce paragraphe,
nous nous placerons dans ce cadre.

Notons que sous les hypotheses précédentes on vérifie immédiatement par
récurrence que pour m > k on a 7 = 7,,|p,. Remarquons aussi £, est fermé
dans E,, pour tout m > k. En effet, soit x € E,, \ Ej, soit [ > k tel que
x € E;\ Ej_1, comme E;_; est fermé dans F il existe U; € 7; tel que x € U,
et UyNE;_; = 0. Comme 7; = T,,|g, il existe U, € T, tel que U, = U,,N E},
on a alors U, N E;, = . 1l existe donc un voisinage de = dans F,, disjoint de
E; et donc Ej, est fermé dans E,,.

Lorsqu’en plus, les inclusions Ey C Ejy; sont strictes on dit que (E,7T)
est limite inductive stricte de la suite (Ex, 7).

Exemple Les espaces C,(2), C*(Q) et D(Q2) = C°(£2) sont naturelle-
ment limites inductives respectives des suites (Ck; (2));, (CF,(2)); et (Dx; (£2))
ou K est une suite exhaustive de compacts. On vérifie sans peine que la to-
pologie définie par limite inductive définie sur ces espaces ne dépend pas de
la suite exhaustive de compacts choisie. A partir de maintenant, nous sup-
poserons la plupart du temps, sans nécessairement le préciser, C.(2), C™(2)
et D(£2) munis de ces topologies. Le dual de I'espace C.(€2) (muni de sa to-
pologie de limite inductive) est appelé espace des mesures de Radon sur {2 et
noté Mi..(£2), ainsi une forme linéaire 7" sur C.(£2) est une mesure de Radon
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sur €2 si et seulement si pour tout K C €2, compact,
3 Cx > 0 tel que |T(p)| < Crsup,ei |o(x)], Yo € C.(2), supp(p) C K.

Evidemment, on munit M,.(2) de la topologie faible * et de la convergence
associée : T, converge vers T si et seulement si T,,(¢) — T(¢), Vo € C.(Q).

Passons en revue quelques propriétés de base des limites inductives d’une
suite d’evtlc :

Proposition 1.2 Soit (E,T) limite inductive de la suite d’evtlc (Ey, Ty)x
définie comme précédemment, on a :

1. Si U est un convexe symétrique non vide de E tel que UNE} € Ty, pour
tout k alors U est voisinage de 0 dans (E,T),

2. Tlg, = Ty i.e. la topologie induite par celle de E sur E} coincide avec
celle de E},

3. si chaque (Ey,Ty,) est séparé, alors (E,T) l'est aussi,
4. Ey, est fermé dans (E,T) pour tout k.

Preuve:
1. Pour tout k, il existe une Pi-boule ouverte centrée en 0, B telle que
B, C UN Eg. On a donc jy|g, < jp, de sorte que jy est une semi-norme
continue sur (E,7). Comme {jy < 1} C U, on a bien que U est voisinage
de 0 dans (E, 7).

2. Si U € T alors par continuité de 'injection canonique J;, : Fy — F,
UNE, = J,;l(U) € 7, de sorte que 7T |g, C 7j. Soit maintenant Uy un
voisinage de 0 dans (Ey,7y), il s’agit de montrer qu'il existe U voisinage
de 0 dans (E,7) tel que U, = U N E). Sans perte de généralité, on peut
supposer en outre que Uy est convexe symétrique et Uy € 7. En utilisant
le fait que 7y = Ty41|g, et par application itérée du lemme 1.6, il existe
une suite croissante de convexes (qu’on peut aussi supposer symétriques)
(Ug+1)i>1 telle que chaque Uy est ouvert dans Eyyy et Uy = Uy N Eg. On
pose alors U := U;>1 U4, comme la suite Uy, est croissante, U est convexe,
Uy = UN Eg, enfin U est voisinage de 0 dans E en vertu du point 1 de la
proposition.

3. Soit x € E, x # 0, il s’agit de montrer qu’il existe U voisinage de 0
dans 7 tel que x ¢ U. 1l existe k tel que x € Ej et Uy un ouvert convexe
symétrique de (Ej,7;) tel que # ¢ Ug. Comme dans le point précédent,
on construit une suite croissante de convexes symétriques (Ug4;);>1 telle que
chaque Uy, est ouvert dans Ejy; et Uy, = Uy NE) et on pose U := U1 Upyy.
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Comme précédemment, U est voisinage de 0 dans F et UN Ey = U}, de sorte
que U ne contient pas x.

4. Soit © € E\ Ey et m > k tel que x € E,,, comme Fj est fermé
dans (E,,,7,) il existe U, € 7,,, convexe symétrique tel que (z + U,,) N
E;, = (). Comme précédemment, on construit une suite croissante de convexes
symétriques (Up,41)i>1 telle que chaque Uy, est ouvert dans E,,1; et U, =
Un+1N Ey, et on pose U := Uj>1U,, 4. Comme dans le point précédent, U est
un voisinage de 0 dans (E,7) et (x + U) N Ej, = (. Ceci montre bien que Fj
est fermé dans (E, 7).

O

Théoréme 1.8 Soit (E,T) limite inductive de la suite d’evtlec (Ey,Tg),
définie comme précédemment, (x,), une suite de E et x € E, on a alors
les équivalences entre :

1. (xy), converge vers x dans (E,T),

2. il existe k tel que x € Ey, x, € Ey pour tout n et (z,), converge vers

x dans (Ex, Ty).

Preuve:

Supposons que (), converge vers x dans (F, 7 ) et commencons par montrer
qu’il existe k tel que x,, € E) pour tout n (ce qui impliquera en particulier
que x € Ej, car Ej, est fermé donc séquentiellement fermé). Si un tel k n’existe
pas alors il existerait des sous-suites (n;); et (k;); tel que pour tout [ € N|
Ty, € Ey,,, \ Ey,. Comme Ej, est fermé, on déduit du théoreme de séparation
1.11 (que nous verrons a la section suivante) qu’il existe 7; € E’ telle que
T, = 0 sur Ey, et Tj(xy,) # 0. Pour tout o € E, posons alors

=Y
IT3( wm

En remarquant que la somme précédente est en fait finie sur chaque Fj,
on en déduit que p est une semi-norme continue sur chaque F; et donc sur
E (autrement dit p € P). En particulier, on devrait avoir que (p(zy,,)); est
bornée ce qui est contredit par le fait que par construction

p(xn,) >1, VI € N.

On a donc montré qu’il existe k tel que x,, € Ej pour tout n et x € Ej.
Ceci implique en particulier que (z,), converge vers x dans 7 |g, et donc
dans (Fy,7;), en vertu du point 2. de la proposition 1.2.
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L’implication 2. = 1. découle immédiatement du point 2. de la proposi-
tion 1.2.

O

En particulier une suite (¢, ), de D(2) converge vers ¢ si et seulement s'il
existe un compact K de (2 tel que toutes les fonctions ¢,, et ¢ soient a support
dans K et ¢, — ¢ ainsi que toutes ses dérivées convergent uniformément vers

0 sur K.

Lemme 1.7 Soit (E,T) limite inductive de la suite d’evtlc (Ey,Ty)i. Si
chaque (Ey,Ty,) est séquentiellement séparable, alors (E,T) l’est aussi.

Preuve:
Soit Dj, dénombrable séquentiellement dense dans Ej et D := UpDy. Mon-
trons que D est séquentiellement dense dans E. Soit x € E et k tel que
x € Ey, il existe alors une suite de Dy convergeant dans (Fy, 7y, vers x et
donc cette suite converge aussi vers z dans (E,7). O

Proposition 1.3 Soit (E,7T) limite inductive de la suite d’evtlc (Ejy, Ty ).
Si chaque (Ey,Ty) est complet, alors (E,T) l’est aussi.

Preuve:
Soit (x,,), une suite de Cauchy de (£, 7). On montre d’abord qu'’il existe k
tel que z, € Ey pour tout n. Pour cela, on remarque que pour tout p € P,
la suite (p(z,)), est bornée puis on procéde par I'absurde exactement de la
méme maniere que dans la preuve du Théoreme 1.8. Utilisant a nouveau le
fait que 7’| g, = T, on en déduit que (z,,), est de Cauchy dans (Ej, 7;) dont
la complétude permet de conclure.

O

En particulier on a :

Proposition 1.4 D(Q)), muni de sa topologie usuelle (limite inductive des
topologies de Dk, (2) avec K; suite exhaustive de compacts de 1) est complet.

On a vu qu’une limite inductive d’evtlc complets était encore complete,
en particulier, une limite inductive stricte d’espaces de Fréchet est complete.
Il est naturel de se demander si cette limite inductive est métrisable (donc de
Fréchet) : pour une limite inductive stricte la réponse est toujours négative :

Proposition 1.5 Une limite inductive stricte d’une suite d’espaces de Fréchet
n’est jamais métrisable.
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Preuve:
Notons FE la limite inductive stricte de la suite d’espaces de Fréchet (Ey)y.
Chaque Fj est fermé dans F et d’intérieur vide (sans quoi Ej, contiendrait un
voisinage de 0 et ce dernier étant absorbant ceci impliquerait que Ey = F).
Puisque E est complet, s’il était métrisable, il résulterait du Lemme de Baire
que E = UpFE) est lui-méme d’intérieur vide, ce qui est absurde.

O

En particulier, D(€2) muni de sa topologie usuelle (limite inductive stricte
de la suite d’espaces de Fréchet Dy, (f2) avec K suite exhaustive de com-
pacts de ) n’est pas métrisable. Noter que la preuve précédente fournit des
exemples d’espaces topologiques complets et non de Baire et montre que la
propriété ”étre de Baire” ne passe pas a la limite inductive.

On peut étre dégu par le caractere non métrisable d’une limite inductive
stricte d’espaces de Fréchet, néanmoins on a :

Proposition 1.6 Soit (E,T) limite inductive de la suite d’evtlc (Ey, Ty, et
soit T € E*. Si chaque B}, est métrisable alors T € E' si et seulement si T
est séquentiellement continue.

Preuve:
Si T est séquentiellement continue alors T'|g, est séquentiellement continue
pour tout k et comme 7 est métrisable on en déduit que 7T'|g, est continue
pour tout k et donc T' € E’ en vertu du lemme 1.5.

O

En particulier, une forme linéaire 7" sur D(€2) est continue sur D(Q?) (au-
trement dit c’est une distribution c’est a dire un élément de D'(2)) si et
seulement si T" est séquentiellement continue.

Indiquons une application immédiate mais utile du théoreme de Banach-
Steinhaus aux limites inductives d’espaces de Fréchet :

Proposition 1.7 Soit (E,7T) limite inductive de la suite d’espaces de Fréchet
(Ex, T ). (de topologie associée a la famille de semi-normes Py ), F un evtlc
(de topologie associée a la famille de semi-normes Q) et (T;);cr une famille
d’applications linéaires continues de E dans F' tels que

Vg € Q, Vx € E, supq(Ti(x)) < 40
el

alors pour tout ¢ € Q et tout k, il exviste C >0, J € N* et py,...,p; € P/
tels que

Viel, Vo € Ey, q(Ti(x)) < C sup p;(z).
=1y
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On notera au passage que sous les hypotheses précédentes

z € B sup(Ti(z))
i€l

est une semi-norme continue sur E (puisqu’elle 'est sur chaque Ey).

Exercice 1.9 Montrer que les fermés bornés de Dy (Q2) sont séquentiellement
compacts et qu’il en est de méme dans D(S2) (propriété de Montel).

Exercice 1.10 (E,T) limite inductive de la suite d’evtlc (Ey)y, montrer que
B C E est borné si et seulement s’il existe k tel que B C Ey et B est borné
dans Ej,.

Exercice 1.11 Montrer que D'(2) muni de la topologie faible x est complet.

1.5 Théoréemes de Hahn-Banach

Avant de prouver le Théoreme de Hahn-Banach sous sa forme analytique,
procédons a quelques rappels sur les ensembles ordonnés. Soit A un ensemble
non vide muni d’un ordre (partiel) <. Un élément m de A est dit maximal si
{r € A : m <z} ={m}. Une partie B de A est dite totalement ordonnée
si pour tout (z,y) € B?’onax < youy < x; on dit que m € A est un
majorant de B si et seulement si < m pour tout x € B. Enfin, on dit que A
est inductif si toute partie totalement ordonnée de A admet un majorant. Le
lemme de Zorn (que nous admettrons ici, voir [11] pour une démonstration
a partir de I'axiome du choix) s’énonce comme suit.

Lemme 1.8 Tout ensemble ordonné, inductif non vide posséde un élément
mazimal.

Il va sans dire qu'on peut aussi utiliser le lemme de Zorn sous la forme
suivante : tout ensemble ordonné, inductif décroissant (i.e. telle que toute
partie totalement ordonnée de A admet un minorant) non vide posseéde un
élément minimal (c’est a dire un élément qui n’a d’autre minorant que lui-
meéme).
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Théoréme 1.9 (Hahn-Banach, forme analytique) Soit E un R-ev et p :
E — R vérifiant

p(A\z) = Ap(x), Vo € B, YA >0, p(z +y) < p(x) + p(y),¥(z,y) € B
Soit G un sev de E et g une forme linéaire sur G telle que
g(x) <plz), Ve € G

alors il existe un forme linéaire f sur E prolongeant g (f(x) = g(x), Vx € G)
telle que
f(z) <px), Vo € E.

Preuve:
Soit A I'ensemble des couples (H, h) avec H sev de E contenant GG, h forme
linéaire sur H prolongeant g et tels que h < p sur H. Evidemment (G, g) € A
ce qui en assure la non vacuité. Munissons A de la relation d’ordre < :

(Hy,hy) < (Ho,hy) <= H; C Hj et hy prolonge h;.

Si (H;, h;)ier est une partie totalement ordonnée de E alors elle admet pour
majorant

H = UiEIHi> h(ZE) = hz(l’), Vx € Hz

Ainsi A est inductif, et possede donc un élément maximal (H,h) en vertu
du Lemme de Zorn rappelé plus haut. Si 'on montre que H = F, la preuve
sera achevée. Supposons au contraire que H # E, soit alors xy € E \ H et
Hy := H ® Rxy, si 'on arrive a prolonger h en une forme linéaire hg sur Hy
majorée par p, on aura la contradiction souhaitée a la maximalité de (H, h).
Tout prolongement hg de h a Hy est de la forme

ho(x + tzg) = h(x) + ta, V(z,t) € H xR
pour un certain « € R. Si bien que hg < p sur Hj si et seulement si
h(z) + ta < p(x + txy), Vi e R,Ve € H
ce qui par homogénéité revient a
h(z) +a < p(x+x0), et h(z) —a <p(x —x0), Ve € H (1.4)
ou encore

sup{h(a) — pla — 0)} < o < inf {ply +70) ~h(®)}.  (L5)
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Orsi (z,y) € H> on a
h(z +y) = h(z) + h(y) < p(z +y) < plz — 20) + p(y + o)

et donc

ilelg{h(w) —p(x = o)} < Inf {p(y + z0) — h(y)}

ainsi on peut choisir a vérifiant (1.5), ce qui acheve la preuve.

O

On déduit immédiatement du Théoreme de Hahn-Banach, quelques consé-
quences utiles comme le prolongement de formes linéaires continues dans
les evn. Rappelons que si E est un evn, on munit canoniquement son dual
topologique E’ de le norme duale :

[flle = sup{|f(z)], v € E, ||z <1}

qui fait de £’ un espace de Banach.

Corollaire 1.1 Soit E un evn, G un sev de E et g € G', il existe f € E’,
prolongeant g et telle que

11l = llgller

Preuve:
On applique le Théoreme 1.9 avec p(z) := ||gl|¢r||z]]. O

Corollaire 1.2 Soit E un evn et xg € E il existe f € E tel que ||f|lgr =1
et f(xo) = ||xo||. On a donc pour tout x € F,

2] = max{f(z), f € E', [|fllzr <1}

Preuve:
On applique le corollaire 1.1 avec G = Rz, g(txg) = t||xo| pour tout t € R
si bien que ||g||¢ = 1. La deuxiéme assertion s’en déduit immédiatement.

a

On déduit trivialement de ce corollaire :
Corollaire 1.3 Soit E un evn, la topologie faible o(E, E') est séparée.
On s’intéresse maintenat aux formes géométriques du théoreme de Hahn-

Banach ou théoremes de séparation des convexes. Expliquons ce que nous
entendons par le terme de ”séparation” : on dit que deux parties A et B de
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I'evt E sont séparées (au sens large) par '’hyperplan affine fermé H = {f =
a} (avec f e E"\ {0}) si

fl@)<a, Ve A et fly >aVyeB

ce qui exprime géométriquement le fait que A et B se situent ”"de part et
d’autre” de H. On parle de séparation stricte si il existe ¢ > 0 tel que

flz)<a—¢e, Ve A, et f(y) >aVy e B.

Par la suite on appellera demi-espace fermé tout ensemble de la forme {f >
a} ={x € E: f(x) >a}avec f € E'\ {0} et « € R.

On commence par le cas d'un point et d’un convexe ouvert ne contenant
pas ce point (et ce, dans le cadre d’un evt général) :

Lemme 1.9 Soit E un evt, C un ouvert convexe non vide et xo ¢ C alors il
existe f € E' tel que f(x) < f(xo) pour tout x € C. En particulier [’hyperplan
{f = f(zo)} sépare {zo} et C' au sens large.

Preuve:

Quitte a effectuer une translation nous pouvons supposer que 0 € C' si bien
que C' est un voisinage ouvert de 0 et nous en notons jo la jauge. Posons
G = Rz et g(txy) =t pour tout t € R. Comme zy ¢ C, on a jo(z9) > 1 =
g(xo) et par homogénéité on a donc jo(tzg) > g(txy) pour tout t > 0, cette
derniere inégalité étant évidemment satisfaite pour les t < 0 ainsi g < jo sur
G. Par le Théoreme de Hahn-Banach 1.9, il existe f € E* telle que f < jo sur
Eet f=gsur G.Siz € Conaalors f(x) < jo(x) <1= f(x). Il ne nous
reste donc qu’a montrer que f est continue. Or si x appartient au voisinage
ouvert de 0, C N (=C) on a f(z) < jo(z) < let f(—x) < jo(—x) < 1 de
sorte que |f| < 1sur CN(—=C). O

Théoréme 1.10 (Hahn-Banach, premiere forme géométrique) Soit E, un
evt, A et B deux convexes non vides disjoints de I, A étant ouvert alors il
existe un hyperplan fermé qui sépare A et B au sens large.

Preuve:
On remarque que A — B est convexe et ouvert car A — B = Upep(A — b) et
que 0 ¢ (A — B). Ainsi il résulte du lemme 1.9 qu’il existe f € E’ telle que

fla) = f(b) < f(0) =0, Y(a,b) € Ax B
Ceci implique que f # 0 et

sup{f(a), a € A} <inf{f(b), b € B}
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de sorte que {f = a} sépare A de B au sens large pour tout a compris entre
les deux membres de I'inégalité précédente.

O

Pour la séparation stricte, on a le théoreme suivant (bien noter la différence
dans les hypotheses) :

Théoréme 1.11 (Hahn-Banach, deuziéme forme géométrique) Soit E, un
evtle, A et B deux converes non vides disjoints de E, A étant compact et
B étant fermé alors il existe un hyperplan fermé qui sépare A et B au sens
strict.

Preuve:

Comme B est fermé et A C F'\ B pour tout a € A, il existe U, voisinage
ouvert convexe de 0 tel que (a+U,)NB = (0 et par continuité de (x,y) — z+y
en (0,0), il existe V, voisinage ouvert convexe de 0 tel que V, + V, C U,.
Puisque A est compact il existe n et aq, ..., a, dans A tels que A C U (a; +
Va,)- Soit maintenant V' := N, V,. et x € (A4 V), alors il existe un i tel que
re€a+Vy,+V Cai+V,, +V,, CE\Betdonc (A+V)N B =0. Comme
A+ 1V est un ouvert convexe disjoint de B, d’aprés le théoreme 1.11, il existe
f € E"\ {0} telle que

fla)+ f(v) < f(b), Y(a,b,v) € Ax Bx V.

Comme V est absorbant et f # 0 il existe v € V telle que f(v) > 0, ce qui
acheve la preuve.
O

On en déduit :
Corollaire 1.4 Soit E un euvtlcs alors la topologie faible o(E, E') est séparée.

Preuve:
Comme la topologie de F est séparée, les points sont fermés, ils sont également
compacts, on peut donc les séparer strictement par un hyperplan fermé, ce
qui prouve que la topologie faible o(FE, E’) est séparée.

O

Une seconde application immédiate nous est fournie par le

Corollaire 1.5 Soit E un evtlc alors tout conveze fermé C de E est l'in-

tersection des demi-espaces fermés le contenant. En particulier, tout convexe
fermé C de E est intersection de demi-espaces fermés.
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Preuve:
Le cas ou C est vide est évident. Supposons C' non vide et appelons C’
I'intersection des demi-espaces fermés contenant C. S’il existe z € C'\ C, en
vertu du théoreme 1.11 (appliqué au convexe fermé C' et au convexe compact
{z}), il existe un demi-espace fermé contenant C' et non x ce qui contredit
xe (.

O

Le théoreme 1.11 peut s’avérer tres utile pour montrer qu'un sev est
dense :

Corollaire 1.6 Soit E un evtlc et F un sev de E si F # E il existe €
E’"\ {0} telle que f =0 sur F.

Preuve:
Siz € Eetrd¢F,lethéoreme 1.11 appliqué & {z} et F fournit I'existence
d'un f € E'\ {0} et d'un a € R tels que f(z) < o < f(y), pour tout y € F,
ceci implique que f =0 sur F.

O

Ainsi pour montrer qu'un sev F' est dense dans E il suffit de montrer que
toute forme linéaire continue sur F nulle sur I’ est identiquement nulle sur

E.

Avant d’énoncer et démontrer le théoreme de Krein-Milman comme consé-
quence du théoreme 1.11, définissons la notion de point extrémal

Définition 1.11 Soit E un ev, C' un convexe de E et x € C, on dit que x
est un point extrémal de C' si et seulement s’il vérifie :

V(t,y,z) €]0,1[xC x Cix =ty + (1 —t)z =y = z.
On note ext(C') l'ensemble des points extrémaux de C.

Il s’agit d’une notion purement géométrique, on vérifie sans peine que les
points extrémaux de la boule euclidienne de R? forment la sphere, que les
points extrémaux d'un pavé de R? sont ses sommets etc... On notera aussi
que x est un point extrémal de C' est équivalent & dire que C'\{z} est convexe.

Proposition 1.8 Soit E un evtlcs et C' un convere compact de E alors

ext(C) # 0.

Preuve:
Soit A I’ensemble des fermés non vides de C, F tels que pour tout (z,y) € C'X
C, si |z, y[NF # 0 alors |z, y[C F. Comme C' € A, A # (), par ailleurs, il est
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clair que toute intersection non vide d’éléments de A est encore dans A, enfin
dire que x € ext(C) revient a dire que {x} € A. Pour montrer que ext(C') # ()
nous allons montrer (en utilisant le lemme de Zorn) que A admet un élément
minimal pour l'inclusion et que ce dernier est nécessairement réduit a un
singleton. Montrons d’abord que A est inductif décroissant pour 'inclusion
(c’est & dire que toute partie totalement ordonnée de A posseéde un minorant).
Soit donc (F});e; une partie totalement ordonnée de A, F' := N;c/F;, pour
montrer que F est un minorant de (F});cs, il nous suffit de montrer que F' # ()
mais si F' était vide, par compacité de C' une intersection finie de F; serait
vide, ce qui comme la famille est ordonnée, impliquerait que I'un des F; soit
vide contredisant ainsi le fait que chaque F; est dans A. Le lemme de Zorn
permet de conclure a I'existence d’un élément minimal F' de A.

Il s’agit maintenant de montrer que F' est un singleton, si tel n’était
pas le cas il existerait x et y distincts dans F'. E' étant un evtlcs il existe un
voisinage ouvert convexe de y ne contenant pas z et donc, avec le lemme 1.9 il
existe f € E' telle que f(z) < f(y) en particulier f n’est pas constante sur F.
Posons a := ming f et G := FN{f = a} (fermé non vide par compacité de F
et continuité de f) comme G est inclus strictement dans F', si nous montrons
que G € A, nous aurons la contradiction recherchée a la minimalité de F.
Soit donc z et y dans C' et t €]0,1] tels que z =tz + (1 — t)y € G comme
G C F € A, comme F est fermé, x et y apartiennent a F' donc en particulier
f(x) > aet f(y) > a et comme f(z) = a on en déduit que ces inégalités
sont en fait des égalités et donc = et y sont dans G, par convexité de GG, on
en déduit que G € A.

O

En notant ¢o(A) 'enveloppe convexe fermée d’'une partie A de E, i.e. le
plus petit convexe fermé contenant A, on a :

Théoréme 1.12 (Krein-Milman) Soit E un evtlcs et C un convexe compact
de E alors C' = to(ext(C)).

Preuve:
Posons C" = @o(ext(C)), il est clair que ¢ C C. Pour l'inclusion inverse,
supposons par Iabsurde qu'il existe z € C' \ ', en utilisant le Théoreme
1.11, il existe f € E’ tel que

f(x) > max f(y)

yeC’
si bien qu’en particulier

o :=max f(z) > max f(y) (1.6)
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En appliquant la proposition 1.8, I'ensemble convexe compact C, = {z €
C : f(z) = a} possede au moins un point extrémal z dont on vérifie facile-
ment qu’il est aussi un point extrémal de C, ce qui contredit (1.6).

O

Notons que si f est une forme linéaire continue (ou plus généralement
une fonction concave sci) sur le convexe compact C alors elle atteint son
minimum en au moins un point extrémal de C'. Cette remarque est a la base
de la programmation linéaire et prend tout son sens lorsque C' a peu de points
extrémaux et notamment quand elle en a un nombre fini comme c’est le cas
des polyedres convexes, dans ce cas il suffit de déterminer et explorer (si
possible intelligemment) ’ensemble des points extrémaux de C' (algorithme
du simplexe etc...).

Exercice 1.12 Soit E un evn séparable (i.e. admettant une famille dénombrable
dense) montrer qu’il existe une famille dénombrable de formes linéaires conti-
nues séparant les points de E. En déduire une preuve de la proposition 1.8
n'utilisant pas le lemme de Zorn.

Exercice 1.13 Soit C un conveze (quelconque) de RY et x ¢ C, montrer
que ’on peut séparer au sens large x de C. Trouver un contre-exemple en
dimension infinie.

Exercice 1.14 (Birkhoff) Soit A € M, (R), on dit que A est bistochastique,
si ses coefficients sont positifs et que la somme de ses coefficients sur chaque
ligne et chaque colonne est 1. Montrer que les matrices bistochastiques sont
les combinaisons convezes des matrices de permutation.

Exercice 1.15 Dans le cas d’un espace de Hilbert, donner une preuve élémen
taire du Théoréeme 1.11 a partir du théoréme de projection sur un convexe
fermé.

Exercice 1.16 Soit I' := [}(N) muni de sa structure usuelle d’espace de
Banach. Montrer que (I') = 1. Montrer que si une suite converge faible-
ment dans I* alors elle converge fortement (Schur). Montrer que l'applica-
tion identité (IY,o(1*,1°°)) — (I, ||.||n) est séquentiellement continue mais
pas continue et conclure.
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Chapitre 2

Introduction a la théorie des
distributions

Une des idées de base de la théorie des distributions est de ne pas voir une
fonction f (disons L _(R?)) "ponctuellement” mais & partir de son action sur

des fonctions-test c¢’est a dire a travers les quantités
J@)pa)dr, ¢ € DR,
R

Un des intéréts de ce point de vue est que par dualité-ou transposition-
on va en fait faire porter un certain nombre d’opérations (la dérivation en
particulier) sur les fonctions-test et non sur f a priori trop peu réguliere
pour que ces opérations puissent lui étre licitement directement appliquées.
Le choix de D(RY) comme espace de fonctions-test est assez naturel (mais
d’autres peuvent aussi étre judicieux) : on peut dériver licitement autant
qu’on veut, intégrer autant qu’on veut ces dérivées et les termes de bord
dans les intégrations par parties seront nuls. On disposera donc d’un cadre
tres général dans lequel on pourra dériver "au sens des distributions” des
objets relativement pathologiques comme des mesures.

Nous verrons dans ce chapitre un certain nombre d’opérations naturelles
(dérivation, multiplication, convolution, transformée de Fourier) sur les dis-
tributions et comment elles permettent de résoudre certaines équations aux
dérivées partielles. Néanmoins, toutes ces opérations (et donc les EDP’s que
nous verrons dans ce chapitre) sont linéaires et cela est dans la nature des
choses : la théorie des distributions permet-entre autres choses- de donner un
sens aux dérivées d’une masse de Dirac mais pas a son carré ou son expo-
nentielle....
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2.1 Quelques résultats préliminaires

On se propose de regrouper dans ce paragraphe divers résultats classiques
d’approximation (régularisation par convolution, troncature) et d’établir quelques
formules d’intégration par parties qui nous seront utiles par la suite. Dans
tout ce qui suit, { désigne un ouvert de R? et les fonctions en jeu dans ce
chapitre seront a valeurs dans R ou dans C. On commence par le classique
lemme de densité, vu dans le cours d’'Intégration :

Lemme 2.1 C.(Q) est dense dans L'(Q).

Pour f € L'(RY) et g dans L*(R?) on définit la convolution de f et g par
(fx9)@):= | fle—=y)g(y)dy, Yz € R
R

on vérifie sans peine que fxg = g f, que f xg € L*(R?) et que

1f > gl < W fllellglr

Il est clair par ailleurs que la définition précédente de f % g fait sens des que
y — f(x —y)g(y) est L' pour presque tout x, on peut donc en particulier
définir fx g pour f € L' & support compact (i.e. nulle p.p. en dehors d’un
compact) et g € L . Pour f € L'(R?) et g € LP(R?) on a :
Lemme 2.2 Soit f € L'(R?) et g € LP(RY) (1 < p < 00) alors pour presque
tout v € RY, y— f(z —1y)g(y) est L', f*g e LP(R?) avec

1f % glle < [ 1ellgll e

Preuve:
Le résultat est évident pour p = oo et p = 1. On supposera donc que p €]1, oo[
et on note p* 'exposant conjugué de p (i.e. p* = p/(p—1)). Puisque |g|P € L,
on déduit du cas L' que pour presque tout x on a y — |f(z—y)|"/?|g(y)| € L?,
comme y — |f(z — y)|"/?" est LP", on déduit de I'inégalité de Holder que
y— |f(z —y)g(y)| est L' pour presque tout x avec :

Fla =) Ylg)ldy < I (1 f] gl ().

Frol@) < [ 1f@=n)”

Puisque |f] % |g|P € L' avec |||f| * lg|Pllzx < Ifllztllglhs , on en déduit
immédiatement que fxg € LP avec || f * g|lr» < ||flzllgllze- O
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Exercice 2.1 Montrer que SxS C S.

Le support d’une fonction LP étant par définition le complémentaire du
plus grand ouvert sur lequel cette fonction s’annule presque partout alors, on
vérifie facilement que pour f € L'(R?) et g € LP(R?), on a :

supp(f * g) C supp(f) + supp(g).

Ainsi, en particulier si f et g sont a support compact, alors f x g aussi avec

supp(f * g) C supp(f) + supp(g).

Soit p € C*(R?) tel que [pap = 1, p > 0 et supp(p) C B(0,1). Un
exemple typique de fonction vérifiant ces conditions étant :

pu):{cww 5 k<1

0 sinon.

avec C' constante choisie de sorte que fRd p = 1. Pour € > 0, on définit alors p.
par p.(z) = e 4p(e71x), Vo € R% On appelle (p.). > 0 famille régularisante
(mollifying en anglais), cette terminologie étant justifiée par le fait que si
feL' p.xfest C® (et a support compact si f I'est) avec

aﬁ(pa * f) = (aﬁpa) * f,VB € N¢.

Lemme 2.3 D(Q) est dense dans L'(Q).

Preuve:
Soit f € L' et € > 0, il existe f. € C.(Q) tel que || f — f|l;n < &/2. Soit
(ps)s une suite régularisante, pour & < dist(supp(f.),R?\ Q)), ps * f. est
correctement définie et appartient a D(€2). Il est aisé de déduire de I'uniforme
continuité de f. que pour § assez petit on a ||ps x fo — fo|lz1 < €/2 ce qui
acheve la preuve. O

L’approximation de f par p. x f s’appelle régularisation par convolution
ou par noyau régularisant. Notons que dans certains cas, on peut souhaiter
approcher f non pas par des fonctions de D(RY) comme précedemment mais
par des fonctions analytiques, on peut alors procéder par convolution en
considérant p. x f avec (par exemple) p. gaussienne centrée de variance £%id.

Il faut retenir le procédé de régularisation par convolution qui permet
d’approcher des fonctions a support compact par des fonctions C'*° a sup-
port compact. Un autre procédé important dans les applications est celui de
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troncature qui permet d’approcher une fonction par une fonction a support
compact. Ce procédé consiste a approcher f € L'(Q) (par exemple) par 7, f
avec 1, une fonction plateau (ou cut-off) c’est-a dire une fonction continue
comprise entre 0 et 1 valant 1 sur K, et 0 sur 2\ K, (avec K, une suite
exhaustive de compacts de §2). L’existence de telles fonctions-plateau résulte
du lemme d’Urysohn et I'on peut bien str les choisir C*° par régularisation
par convolution.

Lemme 2.4 (Partition de l'unité) Soit T' un compact de R? et Uy,...U,
un recouvrement ouvert de I, il existe des fonctions C* a support compact
01, ...,0, vérifiant supp(0;) CU;,; 0< 60, <1,i=1,...,k et Zle 0; =1 sur
un voisinage de I' (on appelle alors 0y, . . ., 0y partition de l'unité subordonnée
au recouvrement Uy, ... Uy) .

Le lemme précédent est classique et peut se démontrer par récurrence sur
k., on en laisse la démonstration au lecteur.

Exercice 2.2 Ce qui suit est évident mais il est essentiel de l’avoir en téte
pour comprendre les dérivées au sens des distributions. Soit ¢ € CHRY)
montrer que

Ve =0.

Rd

Soit o et 1 sont dans C1(R?) avec ¢ a support compact montrer que
Rd Rd

Soit Q un ouvert de R?, et k € N*, on dira que 2 est un ouvert de classe
C* g'il existe ® € C*(R% R) tel que

Q={recR?: &) <0}, 00={xcR?: &(z) =0} (2.1)

et
Vo(x) #0, Vo € 09. (2.2)
Pour tout x € 02, on définit alors la normale extérieure a 0f) en x par
Vo(z)
n(xr) = ———=.
[VO(z)]

La mesure de surface o sur 0f) est alors construite de la maniére suivante.
Soit zy € N et eq := n(xy), on identifie 'hyperplan e; a4 R4~ et on note
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r € R? sous la forme x = (', xq) avec x4 = x - eq et 2’ les coordonnées
de la projection orthogonale de x dans une base orthonormée de e7. On a
alors 0y ® (o) = V®(z0) - eq = 1 et donc il résulte du théoreme de l'inversion
locale qu’il existe U un ouvert de RY contenant z,, ' un ouvert de R}
contenant z{, et € > 0 tels que x — (2/, ®(x)) soit un C'-difféormorphisme
de U sur Q' x]—¢, €[. On note I'inverse de ce C*-difféomorphisme sous la forme
(2',t) € Q'x] —e,el— (2, g(2',1)) et go(2) := g(2’,0) pour tout 2’ € @', de
sorte que 1'on a

{P=t}NU={(2',g9(z' 1)), 2’ € Q'}, Vt €] —¢,¢| (2.3)
et donc
QNU ={(z',g(z',1)), ' € Q' t €] —&,0[}. (2.4)
et
oNNU = {(2, go(2)), 2’ € Q'}. (2.5)

Pour f € C.(U), on pose alors

, f(x)do(x) = [ f(2',g0(z"))V/1+ [Vgo(a')Pda’. (2.6)

Q/

Pour f € C.(R?), on recouvre 92 N supp(f) par un nombre fini d’ouverts U
sur chacun desquels J{) se représente comme un graphe sous la forme (2.3),
et on note 6; une partition de I'unité subordonnée au recouvrement par les
U;. Comme chaque terme 6; f est a support dans U;, on définit |, a0 i fdo de
maniere analogue a (2.6), et on pose enfin

/89 fdo=>"[ 6;fdo.

j [2}9]

A ce stade, le fait que cette définition ne dépende pas du choix des Uj;, des
paramétrisations locales g; et de la partition de I'unité n’est pas totalement
clair. Cela résulte en particulier du résultat suivant :

Lemme 2.5 (Mesure de surface sur le bord d’un owvert régulier comme
dérivée d’une intégrale de volume) Soit Q un ouvert de classe C', ® et la
mesure de surface o définies comme précédemment et f € C.(R%), on a
alors

[ Hayiot) = Jim 5 [ V@) f ()

ot

Qs :={zeQ : dx)> -5}
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Preuve:
On peut supposer sans perte de généralité que supp(f) C U ou U est un
ouvert tel que U N {® = t} soit de la forme donnée par (2.3) pour tout
t €]—e,¢e[. Pour § < e on aalors QsNU = {(2/, g(2', 1)), 2’ € Q', t €]—6,0[}.
En notant que le Jacobien du changement de variables (z/,t) — (2/, g(2/,t))
est Oyg(2', 1), il vient donc

0
V()| f(x)dz = / Vo, gla', )| f(e!, oo, ) Dug (e, 1)l da’dt.
—sJQ
(2.7)
Par construction on a ®(z/,g(2',t)) = t, pour tout (2/,t) € Q'x] —¢,¢[, en
dérivant cette relation par rapport a ¢t et a 2’ on a en particulier

Qs

Dg® (', g(2,1))0g(2',t) = 1, Vu®(2!, g(2' 1)) = —04P(2', g(2, 1)) Vg(a' t).
(2.8)
On en déduit alors que

[Ve(2', g(a', )" = 020 (2", g(a', )" + [V @(2/, g(2',1))]*

=102 (2, g(2', )" (1 + [Varg(a', 1))
_ 1+ Vg, )P
|Oug (2, 1)

En substituant la relation précédente dans (2.7), il vient

1

595

IVO(x)|f //fx g(z' )/ 1+ | Vg2, t)|2da’dt.

On conclut aisément a partir de I'expression précédente, en utilisant les
théoremes de Fubini et de convergence dominée de Lebesgue. O

On rappelle que la divergence d'un champ de vecteurs ¢ = (p1,...,94) €
CHR4,RY) est par définition donnée par

d
div(ep Z

Notons que si p € C1(Q,R?), alors

/Q div(yp) = 0.

tr(De(x)), Vo € RY.
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Théoréme 2.1 (Formule de Stokes) Soit Q un ouvert de classe C' de R? et
o € CHRYRY), on a

[ avto) = [ ota)niayiotz)

Preuve:
Notons d’abord que si n € C*(R%,R) et n = 1 sur un voisinage de 92 on a

/QdiV(w)I/QdiV(W)I/QndiV(sO)JrVn~so

car (n — 1)¢p|q est a support compact dans €.

Soit maintenant pour € > 0 et § > 0, 9.5 = fs(e'®) avec f5s = psj2 * gs
et gs paire, a support dans [—1, 1], valant 1 sur [—§, ] et affine entre § et 1.
On a donc

/diV(SO) :/ns,édiV<90)+v775,6'90-
Q Q

Le théoreme de convergence dominée implique que le premier terme dans le
membre de droite de I'égalité précédente tend vers 0 quand £ — 0T (et ce
uniformément en § € [0,d], do > 0). Quant au second terme, il se réecrit

sous la forme : )

[ heove
Qe(145/2)

Pour € > 0 assez petit, il est facile de voir que {® = —ec} N supp(p) est de
mesure nulle, ainsi, pour un tel €, en appliquant a nouveau le théoreme de
convergence dominée, la quantité précédente converge quand 6 — 07 vers

1
—/ Vo - p.
6 €

En vertu du lemme 2.5, on a enfin

1 Vo
lim—/ V@-ap:/ —-apda:/ @ - ndo
e=0" € Ja. oo |V o9

ce qui acheve la preuve.
O

Mentionnons maintenant quelques formules d’intégration par parties, co-
rollaires immédiats de la formule de Stokes. Pour u et v dans C}(R4, R), et
1=1,...,d, on a d’abord la formule d’intégration par parties

/ u O = —/ o;u v +/ uv n;do. (2.9)
Q Q 0
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Pour ¢ € CHR? RY) et u € C(R? R), en utilisant div(uy) = udiv(p) +
Vu - ¢, on obtient

/udiv(w):—/Vu~g0+/ u - ndo. (2.10)
Q Q o0

En particulier, lorsque ¢ = Vv avec v € C?(R% R), et en rappelant que
Av = div(Vv) et que dv/0n := Vv - n, on obtient les formules de Green :

Vv~Vu:—/Avu—|—/ u@da, (2.11)
Q Q a0 On

v ou
Avu:/Auv—i—/ (u——v—) do. 2.12

2.2 Définitions et propriétés premieres des
distributions

Définition 2.1 On appelle distribution sur €2 toute forme linéaire continue
sur l’espace des fonctions-test D() (muni de sa topologie usuelle telle que
définie au chapitre précédent) et I'on note D'(Q2) 'ensemble des distributions
sur €.

Pour T forme linéaire sur D(Q2) et ¢ € D(Q2), on notera désormais (7', )
plutot que T'(¢p).

Au risque de nous répéter, rappelons que les résultats du chapitre précédent,
impliquent en particulier que si T est une forme linéaire sur D(Q2) on a les
équivalences entre :

— T € D'(2) (T est une distribution sur 2),

— pour tout compact K C Q il existe m € N et C' > 0 tels que

(T, ) | < C pm.r(e)
= C sup{|0“p(z)|, = € K, a € N, |a| <m},
Vo € D(Q) = supp(p) C K,

— T est séquentiellement continue sur D(Q2) : i.e. si ¢, — ¢ dans D(Q)
(ce qui rappelons le signifie qu'il existe un compact K tel que pour tout
n, ¢, et ¢ soient a support dans K et 0%p, converge uniformément
vers 0% pour tout a € N9) alors (T, p,,) — (T, ¢).

— T est séquentiellement continue en 0,

45



— pour tout compact K C €, la restriction de T & Dg(2) est continue.

On munit D'(2) de la topologie faible-x, i.e. de la topologie d’evtles as-
sociée a la famille de semi-normes T — | (T, ¢) | pour ¢ € D(f2). On dira
qu'une suite (7},),, de distributions sur {2 converge au sens des distributions
vers T' € D'(2) (ce que l'on notera simplement 7,, — T dans D'(Q2)) si
(Tn, @) = (T, ), Vo € D(2).

Exemples

Soit f € L () alors f définit une distribution {f} via :

loc

() ) = / fo.¥o € D(Q).

Soit a € €, on appelle masse de Dirac en a et 'on note §, la distribution
définie par (&,, ) := p(a), Vo € D(). De méme pour a € N, ¢ — 9%(a)
est une distribution ; ¢ — Z;io ©W)(4) est une distribution sur R... On notera
aussi que si (p.). est une famille régularisante, alors {p.} — 6y quand € — 0
dans D'(R%).

(Valeur principale de 1/x) Pour ¢ € D(R),

/|m>e @d:p

admet une limite quand € — 0, que 'on note (VP(1/z),¢); VP(1/x) est une
distribution sur R appelée valeur principale de 1/z.

Comme D(12) s’injecte continiment dans £(2) = C*°(Q2), les éléments de
E'(Y) définissent (par restriction a D(2)) des distributions sur 2 appelées dis-
tribution a support compact (cette terminologie sera justifiée ultérieurement).
Rappelons ici quune forme linéaire 7" sur £(£2) appartient a £'(Q) si et seule-
ment s’il existe un compact K de 2, m € N et C > 0 tels que

(T, ) | < Cpmx(@) = Csup sup |0%(z)|, Vo € E(Q).

z€K |a|<m

De la méme maniere, les éléments de S’ (dual topologique de I'espace de
Schwartz S) sont des distributions sur R? appelées distributions tempérées
(cadre naturel comme nous le verrons plus loin pour la transformation de
Fourier). Par définition méme, une forme linéaire T sur S appartient a S’ si
et seulement s’il existe m et k dans N et C' > 0 tels que

(T, ) | < Csup sup (1+ |z[")[0%(z)|, Vp € S.

z€R4 |a|<m

Par exemple VP(1/z) est une distribution tempérée sur R.
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Enfin, pour m € N, les (restrictions a D(Q2) des) éléments de (C7(2))’
sont appelées distributions d’ordre au plus m (les distributions d’ordre 0
étant appelées mesures de Radon sur €2, le terme "mesure” sera justifié et
explicité au chapitre 6). Une forme linéaire 7" sur C*(€2) (muni comme au
chapitre 1 de sa topologie, limite inductive des C, (Q)) est continue si pour
tout compact K C € il existe C' > 0 telle que

(T, ) | < C'sup sup |[0%(x)|, Vo € C;"(Q2) : supp(p) C K.

z€K |a|<m

Lemme 2.6 Soit (p,), € DN, T,, e D'(QN, o € D(Q) et T € D'(Q) tels
que @, — ¢ dans D(Q) et T,, — T dans D'(Q) alors (T,,, pn) — (T, p).

Preuve:
On écrit (T,,, o) — (T, ) = (T, = T, o)+ (T, pn — @), le premier terme tend
vers 0 par convergence de T, vers T et le second aussi en vertu du Théoreme
de Banach-Steinhaus (sous la forme de la proposition 1.7). O

Lemme 2.7 Soit f € LL (Q) alors {f} = 0 dans D'(QQ) si et seulement si
f=0np.p

Preuve:
Supposons {f} = 0 dans D'(2) et soit K un compact de 2. Soit € > 0 avec
e < d(K,RN\Q) et f. := p*x(xxf/(|f|+€)). Par le théoréme de convergence
dominée de Lebesgue, en passant a la limite dans ({f}, f-) = 0 on obtient

fK’f|:0
a

Définition 2.2 Soit U un ouvert inclus dans ), xg € Q et T} et T, deux
distributions sur 2. On dit que Ty = Ty sur U si (Th, p) = (Ts, p) pour tout
v € D(Q) telle que supp(p) C U. On dit que Ty et Ty sont égales au voisinage
de xy s’il existe un voisinage ouvert de xo dans 2 sur lequel Ty = T5.

On a alors :

Lemme 2.8 Soit T1 et T, deux distributions sur . Si T} et Ty sont égales
au voisinage de tout point de Q alors Ty = T.

Preuve:
Soit ¢ € D(2) et K := supp(p). Il existe alors un nombre fini d’ouverts
Ui, ..., U de Q recouvrant K et tels que 177 = 15 sur chacun des U;. Soit 6;
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une partition de I'unité subordonnée au recouvrement de K par les U;, on a
alors

Ea

< TQa Z TQ) 1(10>
=1
et chacun des termes de la somme précédente est nul car 0;p € D(Q) et
supp(b;p) C U;. O
La réunion de tous les ouverts sur lesquels une distribution est nulle est
ainsi le plus grand ouvert sur lequel cette distribution est nulle. Le support
d’une distribution est alors défini comme suit

Définition 2.3 (Support d’une distribution) Soit T € D'(2) on appelle sup-
port de T' et l’'on note supp(T') le complémentaire dans Q2 du plus grand ouvert
sur lequel T est nulle. On dit que T est a support compact si son support est
compact.

Exemples Si f € L], supp{f} est le complémentaire du plus grand
ouvert sur lequel f =0 p.p, supp(d,) = {a}, sur R, supp(VP(1/x) =
Le résultat suivant permet d’identifier I’ensemble des dlstrlbutlons a sup-

port compact a £'(Q)(= U, (C™(2)")) :

Proposition 2.1 Soit T € £'(Q) alors la restriction de T a D(Y) est une
distribution a support compact. Réciproqguement si T est une distribution a
support compact, alorsT se prolonge de maniére unique en une forme linéaire
continue sur E(S).

Preuve:
SiT € &'(Q) alors il existe un compact K C 2, m € Net C > 0 tels que :

| (T, ) | < Csup sup [0%p(z)|, Vo € E(Q)
€K |a|<m
ce qui implique évidemment que supp(7) C K.
Réciproquement, soit 7" une distribution a support compact supp(7’) :=

K. Soit ¢ € D(§2) une fonction plateau valant 1 sur un voisinage de K. Pour
v € £(R2), posons alors

<T,¢> = (T, 9p).

En utilisant la formule de Leibniz, il est facile de voir que T € £'(R) et par
construction, T prolonge T a £(2). Pour montrer 'unicité de ce prolonge-
ment, il suffit de remarquer que D(£2) est séquentiellement dense dans £(£2)
(troncature par multiplication par fonction plateau). O

Passons maintenant a la notion d’ordre d’une distribution :
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Définition 2.4 (Distributions d’ordre fini) Soit T' € D'(2) et m € N, on dit
que T est une distribution d’ordre < m si et seulement si pour tout compact
K C Q, il existe une constante C' telle que

(T, o) | < Csup sup [0%p(x)|, Vo € D(2) supp(p) C K.

zeK |a|<m

Il est clair a partir de la définition précédente que T est une distribution
d’ordre < m si et seulement si 7" se prolonge continiment a C*(€2) qu’on
identifie souvent I’espace des distributions d’ordre < m a (C7(Q2))’. Rappe-
lons aussi que l'espace des distributions d’ordre 0 (identifi¢ & (C°(9))’) est
I’espace des mesures de Radon sur §2. Par définition, les distributions d’ordre
fini sont les distributions d’ordre < m pour un certain m € N. Enfin, on
dit qu'une distribution est d’ordre m si elle est d’ordre < m mais n’est pas
d’ordre < m — 1.
On déduit immédiatement de la proposition 2.1 le résultat suivant :

Proposition 2.2 Toute distribution a support compact est d’ordre fini.

Exemples Si f € L alors {f} est d’ordre 0, de méme que d,. Sur R,
VP(1/z) est d’ordre 1, et o — Y. 9 (j) est d’ordre infini.
Soit ¥ € £(1), alors 'application ”multiplication par ¢” :

p € D(Q) — Yy

est un endomorphisme continu de D(£2). On peut donc définir la multiplica-
tion d’une distribution et d'une fonction C'*° par transposition comme suit :

Définition 2.5 Soit ¢ € £(Q) et T € D'(2) on appelle produit de T et i) et
l’on note YT la distribution définie par :

(WT, @) = (T,vp), Yo € D(Q).

On remarque que pour ¢p € £(Q) et T € D'(Q) on a supp(yT) C
supp(¢)) N supp(7T’). En considérant une suite de fonction-plateaux n, et
T, = n,T, il est facile de voir que T, est une suite de distributions a support
compact convergeant vers 7. Ainsi &£'(€2) est séquentiellement dense dans
D'(Q).

La dérivation des distributions se définit aussi par transposition :

Définition 2.6 (Dérivées d’une distribution) Soit T € D'(Q) et a € N¢ on
définit la distribution 0T par :

(09T, @) = (—=1)l(T, 0%) , Y € D(Q).
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Il résulte de la définition précédente que si T,, — T dans D’'(Q2) alors 0°T —
0T dans D'(Q2) pour tout o € N% On notera 9;T les dérivées partielles
premieres de T, VT = (04T, ...,0,T). Notons également que si 7" est d’ordre
< m alors 0°T est d’ordre < |a| + m.

L’intérét de la définition précédente est évident : il permet de dériver les

distributions et donc en particulier les fonctions de L , les mesures etc....

Evidemment si T' = {f} avec f € C'(Q) alors 9;{f} = {0;f} autrement dit
les dérivées partielles au sens des distributions et au sens classique coincident
dans ce cas. Il convient de retenir que l'idée dans la définition précédente est
de faire porter les dérivées sur les fonctions-test (nous retrouverons cette idée
quand nous verrons la formulation variationnelle de certains problemes aux
limites). On peut ainsi chercher a résoudre des EDP’s linéaires dans un espace
beaucoup plus gros (et donc dans lequel on a plus de chance d’effectivement
trouver des solutions) que I'espace des fonctions pour lesquelles les dérivées
intervenant dans 1’équation ont un sens classique.

Exemples Soit H la fonction de Heaviside : H(z) = 0 pour z < 0 et
H(z) = 1 pour z > 0, un calcul immédiat donne {H} = dp. De méme la
dérivée de {|z|} est la fonction signe.

Exercice 2.3 Montrer que x +— log(|x|) est une distribution tempérée sur
R et que sa dérivée est VP(1/xz). Pour ¢ € D(R) on pose :

<PF(%),¢> —lim [ @O0,

2
e—0t |z|>¢ x

montrer que PF(2%) est une distribution (appelée partie finie de 1/2?) et que
c’est la dérivée de VP(%). Donner une formule générale pour la dérivée d'une
fonction C par morceauz d’une variable.

On remarquera que supp(9°T') C supp(T) et qu’évidemment le théoréme
de Schwarz se transpose aux distributions : 0;(9,T) = 0;(9,T). De méme la
formule de Leibniz se transpose immédiatement au produit ¢T" avec ¢ € £(1)
et T € D(Q):

0°(YT) = Clo* P O°T.

Ba

On définit alors les espaces de Sobolev (que nous étudierons plus en détail
au chapitre 7) de la maniére suivante :

Définition 2.7 Soit p € [1,+o0], on définit I’espace de Sobolev d’ordre 1 :
WP(Q):={f € LP(Q) : o {f} e LF, Viec{l,..d}}
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pour m € N, m > 1, on définit ’espace de Sobolev d’ordre m

WmP(Q):={f e LP(Q) : 0*{f} e L, Va : |a] <m}.

Exercice 2.4 Soit T € &£'(QQ) une distribution & support compact d’ordre
<m et p e E(Q) telle que 0*¢ = 0 sur supp(T) pour tout || < m. Montrer
que (T, ) = 0.

Exercice 2.5 L’objectif de cet exercice est de montrer que toute distribution
a support dans {x} est combinaison linéaire de §, et ses dérivées (utiliser
Pexercice précédent et un développement de Taylor).

2.3 Convolution et régularisation

Dans ce paragraphe, sauf mention explicite du contraire nous nous pla-
cerons dans le cas de l'espace R? tout entier et ce afin de ne pas avoir a
discuter des questions (parfois plus subtiles qu'il n'y parait) des domaines
de définition. Pour ¢ € D(R?Y) on définit ¢ par p(x) := p(—z) pour tout
z € R% Pour T € D'(R?) on définit alors T € D'(R?) (symétrique de T) par

(T, ) = (T, ), Ve € D(RY).

Evidemment la définition précédente fait aussi sens sur un ouvert symétrique
Q. Pour h € R? et o € D(R?) on note 7, la translatée de ¢ définie par
Thip(x) = @(z+h), Vo € RL Pour T € D'(RY) on définit alors la distribution
translatée 7,7 € D'(RY) par

(T, ) = (T, 7_np) , YV € D(RY).
Lemme 2.9 Soit p € E(R? x RY) telle que tout r > 0 il existe M(r) > 0
tel que supp(¢(.,y)) C By(M(r)) pour tout y € By(r) et soit T € D'(R?).

L application y € RN — (T, ¢(.,y)) est de classe C* sur RN et l'on a

(T, (., y))) = <T, 85@(.,y)> . Va e NV, vy e RV,
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Preuve:
Posons pour tout y € RY G(y) := (T, ¢(.,y)). Soit h € Ri et t € R #
0, on a alors t71(G(y + th) — G(y)) = (T,t (p(.,,y+th) —¢(.,y))). On
montre aisément sous les hypothéses précédentes que ¢t~ (¢(., y+th) —p(.,y))
converge dans D(R?) vers V,¢(.,y) - h de sorte que G est Gateaux dérivable
avec G'(y)(h) = (T, Vyp(.,y) - h). Comme y — V,¢(.,y) est continue de RY
dans D(R?), on en déduit que G est de classe C' et VG (y) = (T, V,0(.,y)).

En itérant I’argument précédent, on obtient que G est de classe C'™ et
0°G(y) = <T, 83@(.,y)> . Va e NV, vy e RV,
U

Lemme 2.10 (Lemme fondamental du calcul intégral) Soit T € D'(R?),
o € D(RY) etz € RY, ona :

<T7 7—3790) - <T7 §0> - /0 <T, TthQO . .Z‘) dt.

Preuve:
Posons pour tout ¢t € [0,1] g(t) := (T, mp). Soit t € (0,1) et h # 0 tel
que t + h € (0,1) on a alors h='(g(t + h) — g(t)) = (T,¢y,) avec ¢, =
R (T nyep — Teop) et il est facile de voir que ¢, — 74,V - & dans D(R?)
quand h — 0 de sorte que g est dérivable (et méme de classe C') avec
g (t) = (T, 7.V - z). Ainsi

<T,w>—<T790>29(1)—9(0)=/0 9’(t)dt=/o (T, 712V - ) dt.

O

On cherche maintenant a définir la convolution d’une distribution et d’une
fonction-test et ce, évidemment de maniere a étendre la convolution des fonc-
tions telle que définie au début de ce chapitre. Soit f € Li_ pour g € D, fxg
est la fonction C* définie pour tout x € R? par :

(f*g)(x) = . FWglz —y)dy = {f},9(z —.)) = ({f},7—f) , Vo € R?.

Une premiere stratégie pour définir T'x g (avec T' € D’ et g € D) est donc
de considérer (T % g) comme la fonction = +— (T,7_,g) (qui, en vertu du

lemme 2.9 est C*). Revenant au cas f € L{ _, on peut aussi considérer f x g
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comme une distribution c¢’est a dire a partir de son action sur les fonctions-
test p €D :

(eahor = [ 0@ [ gt —pyda

= [ #0) [ elo)aty = opdedy = ()55 9).

Ce qui suggere une deuxieme stratégie pour définir 7' * g comme une dis-
tribution. Nous verrons un peu plus loin qu’en fait ces deux points de vue
coincident.

Définition 2.8 Soit T € D'(R?) et g € D(RY). On définit la convolée de T
et de g en tant que fonction C* (i.e. (T %1 g) € E(R?)) par :

(T %1 9)(z) == (T, 7_,9), Vo € R

On définit la convolée de T et de g en tant que distribution (i.e. (T *9 g) €
D'(RY)) par :
(T2 9),0) = (T.g* ), Yy € D(RY).

En posant G := Z¢ I’ensemble des points de R? & coordonnées entieres,
un exercice standard sur les sommes de Riemann, laissé au lecteur, donne

Lemme 2.11 Soit F € C.(R? x RY), et soit

fly) = /Rd F(z,y)dz, f(y):= 5dZF(sx,y), Ve >0, Yy € R?

zeG

alors f. converge uniformément vers f.

Pour g et ¢ dans D(R?), on déduit facilement du lemme précédent que

g Z T cx § 0(ex) — §x p dans D(R?) (2.13)

zeG

quand £ — 0. Ceci permet de conclure que les deux notions de convolution
définies plus haut coincident :

Lemme 2.12 Soit T € D'(RY) et g € D(R?), on a {T x1 g} =T %2 g.
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Preuve:
Soit ¢ € D(RY), on a d’abord

(T r19h9) = [ (Tr2d) eade =Tt S (T, 7 ud) ple0)

e—0
zeG

Par continuité et linéarité de T, on a ensuite en utilisant (2.13) :

lim <T, Zedtmg go(ex)> =(T,g* @) = (T *29,¢) .

e—0t+
- zeG

O
Evidemment par la suite, nous noterons la convolution de T' € D’'(R?) et
g € D(R?) simplement sous la forme T x g.

Lemme 2.13 Soit T € D'(RY), g € D(RY) et o € N%, on a alors
0T *g) =0T xg=Tx0".
Preuve:
Soit ¢ € D(R?), on a

(0T x g), ) = (=1)*UT, g % 9°p) = (=1)I*UT,0%(g % ¢)) = (0T x 9,) .

et donc 0%(T % g) = 0°T * g. Pour 'autre identité, on remarque que 9%g =
(—=1)l*19g et donc

(0*(T % g),¢) = (=1)1*N(T,0°g %)) = (T,0% % p) = (T g, ) .
O

Lemme 2.14 Soit T € D'(R?Y), g € D(RY) et o € N%, on a alors

supp(T x g) C supp(T) + supp(g).

Preuve:
Soit w un ouvert inclus dans R? \ (supp(T') + supp(g)) et ¢ € D(R?) avec
supp(¢) C w; il s’agit de montrer que (I'xg,¢) = 0. Or (T'xg,p) =

(T, g* ) et supp(g*p) C w—supp(g) C R?\supp(T) et donc (T x g,¢) = 0.
O
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Le lemme précédent montre que si S € &'(R?) et p € D(R?) alors Sxg €
D(R?) ce qui permet de définir le produit de convolution de deux distributions
dont 1'une est & support compact S € £'(R?) et T € D'(R?) par

(T xS,0) =(T,Sx¢p), Yo € D(R?).

On a alors &' *D' C D' et £ x & C £'. Notons aussi que T x 0y = T pour
tout 7' € D'(R%). En utilisant le fait que S+ S C S et en définissant pour
T € 8 et g € S la convolution de Txg comme précédemment (i.e. (T * g, @) =
(T, G ), Vo € D(R?)) il est facile de voir qu’en fait cette définition coincide
avec la convolution de T et g en tant que fonction ((T' % g(x)) := (T, 7_,9)
pour tout z) et que T'x g € &' NE. Enfin, pour m € M,.(R?) et ¢ € C.(R?)
la convolution de m et ¢ est la fonction continue définie par :

(mp)a) = [ ole = ydmly)

Lemme 2.15 Soit T € D(R?) et (p.). une famille régularisante alors T % p.
converge vers T dans D'(R?) quand e — 0.

Preuve:
Soit ¢ € D(R?) on a
(T % pe, 0) = (T, pe * ¢)
et on conclut en utilisant le fait que g. x ¢ converge vers ¢ dans D(R?). O
Comme T * p. € E(RY), on déduit du lemme précédent que E(RY) est
séquentiellement dense dans D'(R?). Par des argument classiques de tronca-
ture, on en déduit le résultat de densité suivant :

Théoréme 2.2 Soit Q un ouvert de RY alors D(Q) est séquenticllement
dense dans D' (2).

Preuve:
Soit K, une suite exhaustive de compacts de 2, n,, € D(2) avec supp(n,) C
K1 et n, = 1 sur K, et soit p, une suite régularisante telle qu’en outre
supp(pn) + Kne1 € Q. Soit T € D'(Q) et T, :== (0, T) * pn, on a alors
T, € D(Q) et T, converge vers T' dans D'(2) quand n — +o00. O

Lemme 2.16 (Lemme de Dubois-Reymond) Soit T' € D'(Q) telle que VT
soit une fonction continue alors T est une fonction de classe C! et ses
dérivées premieres au sens des distributions et au sens classique coincident.
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Preuve:
Notons VI' = {G} (avec G continue sur 2). Soit xy € Q et r > 0 tels
que B(z,7) C Q, soit 7o € (0,7) et € € (0,7 — 7). On peut alors définir
T. := p+T ala fois comme distribution sur B(zg, ) (étant entendu que 'on
prolonge par 0 en dehors de B(xzg,rg) les fonctions-test de D(B(xg,79))) et
comme fonction C* sur B(xzg,ry). En particulier sur B(zg, ), on a VI, =
G. = p. x G, de sorte que pour tout ,y dans B(xg, 1), on a :

T.(y) - Tu(a) = / Guole +tly —2)) - (y — 2)dt. (2.14)

Comme rg+ e < r, et G est bornée sur B(xg, ), on a aussi

_sup |G| < sup |G]:= K < +oo0. (2.15)

B(zo,r0) B(zo,r)

On déduit de (2.16) et (2.15) que T. est une famille équilipschitzienne sur
B(xg,70). Comme T, converge dans D’'(B(z¢,70)) il est facile d’en déduire
que T} est uniformément bornée sur E(.ﬁlﬁo, 0) (sans quoi il existerait une sous
suite qui convergerait uniformément vers +00 ou —oo ce qui est incompatible
avec la convergence des intégrales | Blag.ro) LEP AVEC @ € D(B(xo,70))). On
déduit donc du théoreme d’Ascoli qu’il existe une suite €, tendant vers 0
telle que T), := T, converge uniformément sur B(zg, 7o) vers une fonction
continue f. On a évidemment ({f},p) = (T, ) pour tout ¢ € D(2) avec
supp(¢) C B(zg,rg) de sorte que T' coincide avec une fonction continue sur
B(xg, 7). Enfin, en passant a la limite dans (2.16), on obtient que pour tout
x,y dans B(xg,70), on a :

fly) = fz) = /01 Gz +t(y —x)) - (y —x)dt (2.16)

de sorte que f est de classe C' et Vf = G sur B(zg,10). Le résultat cherché
étant de nature locale, sa preuve en est achevée.
O

Comme corollaire immédiat du résultat précédent, on a :
Lemme 2.17 Soit Q un ouvert connexe de R¢ et T € D'(Q) telle que VT = 0

alors il existe une constante C' telle que T = {C'}.

Exercice 2.6 Montrer que S ne possede pas d’élément neutre pour .
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2.4 Transformation de Fourier

Définition 2.9 Soit f € L' := LYR"), la transformée de Fourier de f est
la fonction notée f (ou F(f)) définie pour tout & € R par

FE) = (&) = / e f(2)da,

R4

Dans la définition précédente, x - £ est le produit scalaire usuel de x et &.
On rencontre dans la littérature un certain nombre d’autres définitions de la
transformée de Fourier, consistant par exemple & considérer e~27*< plutot
que e~<¢ dans la définition précédente, ou encore & diviser I’expression de
F(f) donnée ci-dessus par (2m)% ou (27)%2... 1l s’agit 1a d'une affaire de
convention ou de commodité d’écriture sans grande importance.

En notant Cy = Cy(R?) I'espace des fonctions continues sur RY tendant
vers 0 a 'infini, on a alors :

Lemme 2.18 Pour tout f € L', on a f € Cy (i.e. f est continue et tend
vers 0 a l'infini) et

1 flloe < I1£ 11

Preuve:
La continuité de f découle immédiatement du théoreme de convergence do-
minée de Lebesgue et I'estimation uniforme est évidente. Seul le fait que f
tend vers 0 a l'infini (c’est le lemme de Riemann-Lebesgue) est réellement a
démontrer. Un calcul immédiat donne le résultat dans le cas ou f est l'in-
dicatrice d’'un pavé, on conclut le cas général par densité des combinaisons
linéaires de telles indicatrices dans C, puis par densité de C, dans L'.

O

Notons que pour f € L', on n’a pas en général f € L. En effet, si f est
I'indicatrice de [—a, a]?, un calcul immédiat donne

sin(&;a)

]E(f) = Qdﬂle 3

qui n’est pas (Lebesgue) intégrable.

Un changement de variable et le théoreme de Fubini impliquent immédiatement
que si f et g sont dans L'(R?) on a 'identité :

F(fxg)=F(f)F(9) (2.17)
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Lemme 2.19 (Dérivation et transformée de Fourier) Soit f € L*(R?) telle
que z;f € LY(R?) alors F(f) admet une dérivée partielle par rapport a &; et
Flx;f) = i0; F(f).-

Soit f € LY(RY) telle que 0;f € L*(R?) alors F(0,f) = i&F(f).

Preuve:
Le premier point découle simplement du théoreme de Lebesgue de dérivation
sous le signe somme. Pour le second point, on raisonne par approximation

et on se contente de montrer le résultat pour f € C}(R?), dans ce cas en
effectuant une intégration par parties on a

F@,1)(€) = / €0, f(x)dx = i, / e [ () .

R4 R4
O

Lemme 2.20 (Transformée de Fourier de la gaussienne) Soit > 0 et
fo(z) == e 1P/ o e R, alors on a

A 01¢|2

fo(€) = (2m0)Y2e™ 757, VE € RY

Preuve:
Par produit et un argument d’homogénéité, il suffit de démontrer le résultat
pour d = 1 et # = 1, dans ce cas on considere I’équation différentielle ordinaire
linéaire :

J(x)+xg(x) =0, z€eR (2.18)

dont les solutions sont de la forme C'f;. En utilisant le lemme 2.19 on a

0=F(fi +zf1) =i(EF(fr)+ F(f1))

ainsi F(f1) résout (2.18) et donc est de la forme Ce=¢*/2 on conclut en notant

que
C = fl(()) = / fi :/e_z;dx =27,
R R

O

Lemme 2.21 Soit f et g dans L*(R?), on a

[ ess@ane = [ fergta+ i, va e e

et donc en particulier

| J©@a©)de= | J(©g(€)de.
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Preuve:
Comme (y,&) — g(y) f(€) € L', on appliquant le théoréeme de Fubini on a :

[ e<aenene= [ ([ o) s

-/ ( / e“‘”‘y)’ff(é)dﬁ) 9(y)dy

9 Fly —2)g(y)dy = N F(&)g(z + €)de.
O

Théoreme 2.3 (Inversion de la transformation de Fourier) Soit f € L'(R?)
telle que f € LY(R?) on a alors

f(x> N # /Rd eixlgf(f)d€>V$ eR?

si bien qu’en particulier f € Co(R?).

Preuve:
2‘ ‘2

Pour € > 0, soit g.(x) := e~ 2, avec les lemmes 2.21 et 2.20, on a :

[ e

ge [z 4 &)d¢

Comme f € L', il découle du théoréme de convergence dominée de Lebesgue
que

e f(€)de.

Par ailleurs, il est facile de voir (en procédant par approximation comme au
lemme 2.3) que

lim eEF(€)e

e—0T JRrd Rd

v [ e fla+ey)dy
Rd

converge dans L' vers (27)%2f quand £ — 0F, ce qui achéve la preuve. O

On notera aussi que que la formule d’inversion de la transformée de Fou-
rier peut s’écrire sous la forme

FoF(f)=2n)if, Vf e LYRY) : F(f) € L.
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avec f(x) = f(—x), Vo € R
On rappelle que I'espace de Schwartz est défini par :

S={feC®RY) : sup(1+ |z*)|0°f(x)| < co,Vk € N,V € N¢}.

z€R4

On munit, comme au chapitre 1, S de la famille de semi normes

fsup(1+ |z|")|0°f(2)|, k €N, B € N},

rcR4

Il est facile de voir que les applications suivantes sont des endomorphismes
continus de S :
[0 (BeN), fraf(veN),
fredf @eS), fr(1+P)f(seR).
Il résulte du lemme 2.19 que la transformée de Fourier d’un élément de l'es-
pace de Schwartz S est encore dans S et que pour tout f € S et a € N? on

a

F(xof) = ilo°F(f), F(0*f) =i F(f). (2.19)

Autrement dit, F échange la dérivation 0% et la multiplication par £*. Par
ailleurs il est facile de voir que F est un automorphisme continu de § et il
découle du théoreme 2.3 que

FoF(f)=(2n)'f, VfeS.

Proposition 2.3 (Formule de Parseval) Soit f € S et g € L*, alors on a :
fg=@n~" [ fg.
R4 R4

(Formule de Plancherel) En particulier, pour tout f € S on a

1f 172 = @)~ f )12

Preuve:
En utilisant le lemme 2.21 et la formule d’inversion de la transformée de
Fourier dans S on a :

[ o= [ 7 0F@ =G [ F 1

(271_)51 R (_§)§<€)d€: " (27T)d

F©)g(=€)de
et on conclut en remarquant que g(—¢) = g(€).
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a
La formule de Plancherel permet de prolonger la transformée de Fourier
a L?. En effet, en notant J I'injection (continue et dense) de S dans L?, on a

I(T o F)(F)llze = )2 fllr2, V€S

de sorte que J o F est une application linéaire de § munie de la topologie
trace de L? dans L?. Par densité de S dans L?, J o F admet un unique
prolongement linéaire continu & L? que lon notera encore F (ou f avec
f € L?) et qu'on appelle transformée de Fourier dans L?. Pour f € L? N L',
F(f) est évidemment défini par

F()(©) = / e f(2)da

Rd

mais cette formule intégrale n’a pas de sens si f est seulement L2, dans ce
cas F(f) est la limite dans L? de F(f,) avec (f,) suite de S convergeant
dans L? vers f. Par prolongement /densité, on obtient immédiatement que la
transformée de Fourier dans L? hérite des propriétés suivantes :

Proposition 2.4 F est un automorphisme bicontinu de L* et l'on a la for-
mule dinversion :

FoF(f)=@2m)'f, Vf € L*(R)
Pour tous f et g dans L? on a

(f.9) 12 = 2m) " (F(f), F(9)) 2 (avec (f, g) 12 = [pa fT)

et donc en particulier

1fllze = @m) 2| F ()]l 22

Notons qu’il peut parfois étre utile d’écrire la formule d’inversion de la trans-
formée de Fourier sous la forme plus explicite :

FUf) = @m) ' F(f).

Nous avons vu que la transformée de Fourier est un automorphisme bicon-
tinu de S, la transformée de Fourier sur &’ est donc définie par transposition
comme suit :
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Définition 2.10 Soit T' € S’ on appelle transformée de Fourier et [’on note
F(T) ouT la distribution tempérée définie par

(F(T),¢) = (T, F(¢)), Vo e S.

On vérifie sans peine les propriétés suivantes de la transformée de Fourier
dans S’ :

Proposition 2.5 F est un automorphisme (faiblement) bicontinu de S’ et
l'on a la formule d’inversion :

FoF(T)=2r)'T, VT € &'
(avec <T, g0> = (T, ), Vo €S8). Pour tout T € S' et « € N, on a :

F(2°T) = ™o F(T), F(0°T) = il™l¢> F(T).

Evidemment si 7" € L! les transformées de Fourier dans L' et dans &’
coincident. Plus généralement si T est une mesure bornée, sa transformée
de Fourier est définie par

T(€) = /Rd e "8dT (x), V¢ € RY

et 'on vérifie sans peine que T e Cy(RY) et que pour T mesure bornée, la
définition précédente coincide avec F(T') au sens de §’. Un calcul immédiat
donne en particulier 50 = 1 ce qui montre que la transformée de Fourier d’une
mesure n’est généralement pas dans Cp(R?).

Nous avons vu que le fait que la transformée de Fourier d’une fonction
possede des moments finis se traduit en terme de dérivabilité. On peut donc
(dans un cadre L?) définir des dérivées fractionnaires par transformée de
Fourier, c’est ce qui motive la définition suivante. Pour tout s € R, on définit
I'espace de Sobolev H* = H*(R?) par

H :={ueS : (1+ > e L*}

on vérifie sans peine que H® est un espace de Hilbert séparable muni du
produit scalaire

(1,00 = [ WETED) (1-+1€P)’ de
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et la norme associée

1/2

lull s = 11+ [€*)2all 2 = [/Rd () (1+1¢7)" de

On a évidemment que H® = L? et pour s € N on vérifie sans peine que H*
défini précédemment coincide avec 1'espace de Sobolev W2

Hf=W%*={fecL* . 0°fcL? VYa: |a| <s}.
Pour (s,t) € R? on définit

([—A)t/2 . Hs+t — HS
T — F (1 + [¢)°T)

Pour T' € H*'" on a alors par définition :

17 = APz = |1+ [€[*) 2T 2 = || T

Hs+t

de sorte que (I —A)!/? est une isométrie linéaire de H*** dans H® pour tout s
(et donc en particulier de H' sur L?). On vérifie immédiatement que I'inverse

de (I — A)*/? est (I — A)75/2,

Exercice 2.7 Montrer que pour s > d/2, H* C Co(R?) avec injection conti-
nue.

Exercice 2.8 Montrer que g € H® dés que s < —d/2. Montrer que l'injec-
tion de H® dans 8’ est continue et dense. Soit s; > so montrer que [’injection
de H®' dans H*®* est continue.

Exercice 2.9 Montrer que siu € H® et f € S alors uf € H®. Montrer que
siu € H® alors 0%u € H*™1*. Montrer que & C UyH*® et NyH* C £.

Exercice 2.10 Soit m € N* montrer que T € H_,, si et seulement T =
D laj<m 0°To pour des T, dans L.
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2.5 Solution fondamentale du Laplacien

L’objet de ce paragraphe est de montrer comment ce que nous avons vu
dans ce chapitre (convolution et transformée de Fourier notamment) permet
de résoudre quelques EDP’s linéaires "modele”.

Théoreme 2.4 Soit d un entier d > 3 et

1
f(z) = = 2,Vx€Rd

alors on a

—Af = (d —2)s460 dans D'(RY)

avec 54 la mesure superficielle de la sphére unité S (sq = d|wq| avec wy la
mesure de Lebesgue de la boule unité). Pour d = 2, soit

g(z) == In(|z]), Vo € R?
alors on a

—Ag = 27wy dans D' (R?).

Preuve:
On se contentera ici de démontrer le cas d > 3, le cas d = 2 étant similaire.
Pour z # 0 on a, 9;z| = z;/|z| et donc 8;f(x) = (2 — d)|z|~%x;, O%f(zx) =
(2 —d)|x|7¢ — d(2 — d)|z|~?22?, de sorte que

Af(z) =d2—d)|z|™ = d(2 — d)|z| " 2|z|> =0, V2 e RY\ {0}. (2.20)

Comme f € Li ., on a pour ¢ € D(R?),

locy

(“Af.g) = — /Asofzhm NS

e—0t |z|>e

comme f est C* sur R?\ B., en utilisant la formule de Green et (2.20), on
a:

8]‘ I -4 _2-49¢
— Apf = ( —)daz/ < d—2)e " —e""— ) do.
/|m|>s || =¢ 671 on (o] =e (p( ) on

On conclut en remarquant que

lim sl_d/l_ pdo = sdgp(O),/ g—ida = O(e?h).

e—0t
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O
Le Théoreme précédent nous ayant fourni la solution fondamentale du
laplacien :

1 1

() = g Inlly). 9uly) = (=g

d>3,

nous pouvons en déduire qu'une solution au sens des distributions de I’équation
—Au = f, dans D'(R?)

avec f € &£ est donnée par convolution avec la solution fondamentale, c’est
a dire u = gg * f. En effet, A(gq* f) = (Agq) x f = 0o x f = f. Notons que
I’on n’a pas unicité de la solution au sens des distributions pour I’équation
précédente (ajouter a u déterminée précédemment une fonction harmonique
quelconque). Si f a davantage de régularité, par exemple f € S, alors u € £
et on a la formule explicite :

uw) = 5= [ wlle = sy

:27r

en dimension 2 et

u() = —— / L )y

(d—2)sa Jpa o —y|"?

en dimension supérieure.

Considérons maintenant 'EDP linéaire :
—Au+u=f

avec f € § et dont on cherche une solution dans S. En prenant la transformée
de Fourier de cette équation on obtient une équation algébrique en 4 :

(1+IgPya = f

dont la solution est évidemment donnée par u = F~((1+|£[2)~1f). Notons
que 'on a & € S et donc on a bien u € §. Pour calculer effectivement u, on
utilise le fait que (1 + [£]*)7' € S’ et I'identité

FHgh)=F Hg)xFH(h), Vg € S, Vhe &
de sorte qu’en définissant B (noyau de Bessel) par :
Bi=F((1+E*)7) = m) ™ F (L + 1))
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on a
u= Bxf.

Pour clore ce chapitre, indiquons formellement comment les notions vues
dans ce chapitre permettent également de résoudre certaines équations d’évolution
linéaires standard (mais importantes) comme 1’équation de la chaleur. Nous
nous bornerons ici au cas de 1’équation de la chaleur et a une description heu-
ristique pour ne pas avoir a introduire le cadre fonctionnel rigoureux mais
un peu lourd permettant de traiter la variable temporelle. Le probleme de
Cauchy pour ’équation de la chaleur homogene s’écrit

Ou — Au =0
u(0,.) = uo,

avec une condition initiale uy € L% En prenant la transformée de Fourier de
cette équation par rapport a la seule variable spatiale on obtient une équation
différentielle ordinaire pour t — (¢, ) :

Ot = —[&[*a

et donc
i(t, &) = a0, e "
de sorte que
u(t,z) = (Gy*xup)(x) = Gi(z — y)uo(y)dy avec Gy = ]:_1(6_”5‘2).
Rd

On a l'expression explicite suivante pour G; (noyau de la chaleur) :

1 : 2 1 |2
— ’LI{ _t|6‘ > e
Gi(x) 2y /Rde e "l de (47Tt)d/26 1

d’ou la formule de représentation pour la solution de I’équation de la chaleur :

1 _Jz—y|?
U(t,l‘) = W /Rd e 4t uo(y)dy

Le fait que le noyau de la chaleur soit la densité d’une gaussienne centrée de
variance t ne doit rien au hasard étant donné le lien tres étroit entre cette
équation (et plus généralement les équations paraboliques) et le mouvement
Brownien (et plus généralement les processus de diffusion).
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Chapitre 3

Espaces de Banach et
topologies faibles

3.1 Topologie faible

Soit E' un espace de Banach et E’ son dual topologique, muni de sa norme
duale. La topologie faible sur E est alors définie de la maniere suivante :

Définition 3.1 La topologie faible sur E, notée o(E, E') est la topologie la
moins fine (i.e. ayant le moins d’ouverts) rendant continus les éléments de
E'.

La topologie faible sur E, o(FE, E'), est donc un cas particulier de topolo-
gie la moins fine rendant continues une famille d’applications définies sur E a
valeurs réelles. La construction de telles topologies a déja été vue dans le cours
de topologie. Rappelons-en simplement les grandes lignes. Il est clair que la
topologie o(F, E') est la topologie la moins fine contenant (ou encore la to-
pologie engendrée par) la famille A := {f~'(w), f € E’, w ouvert de R}. La
topologie engendrée par cette famille est formée par les réunions quelconques
d’intersections finies d’éléments de A. Pour montrer que cette nouvelle fa-
mille est effectivement une topologie (et donc la moins fine contenant A), il
suffit de montrer qu’elle est stable par intersection finie, ce qui résulte de :

n(une)- u (ne.ne.)

k=1,2 \i€l jeJi i1,i2) €11 X 12 jeJ JEJ2

Lemme 3.1 Soit X un espace topologique et ¢ une application de X vers
E, alors ¢ est continue pour la topologie o(E, E') si et seulement si pour tout
fE€FE, fop estcontinue sur X.
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Preuve:
Si @ est continue de X dans (F,o(E, E')) comme par définition tout f € E’
est continue pour (E,o(F, E')) alors par composition pour tout f € E’, fop
est continue sur X. Réciproquement, supposons que f o ¢ soit continue sur
X pour tout f € E', il s’agit de montrer que ¢ est continue de X dans
(E,o(E, E")). Pour cela, il s’agit de montrer que ¢~ (U) est un ouvert de X
pour tout ouvert U pour o(E, E’). Or nous savons que U est de la forme :

U= U ﬂ fiH (W)

j€Ji€l;

ou chaque I; est fini, f; € E' et w; est un ouvert de R. On a alors

e ) = N fiow) (@)

jeJ i€l;

qui est bien ouvert puisque chaque f; o ¢ est continue.
O

Lemme 3.2 Soit v € E, un systéme fondamental de voisinages de v € E
pour la topologie faible o(E, E') est donné par les ensembles de la forme :

Vinigo =lyeE |filz—y)|<e i=1,....k}
avece >0, k € N* et f1,..., fr € (E')*.

Preuve:
Par définition de la topologie o(E, E'), V. 4, s, est un ouvert de la topologie
faible contenant z. Soit maintenant U un voisinage de = pour o(E, E’), il
existe alors un ensemble fini 7, des formes linéaires continues (f;);cr et des
ouverts de R, (w;)ie; tels que fi(x) € w; et Nierf; *(w;) C U. On choisit alors
e > 0 suffisamment petit pour que (f;(z) — ¢, fi(z) +¢) C w; pour tout ¢ € I
de sorte que V:={y € FE : |filr —y)| <e, Yie I} CU.

O

La topologie o(F, E') est ainsi une topologie d’evtlc puisqu’elle peut de
maniere équivalente étre définie par la famille de semi-normes {py, f € E'}
avec ps(z) = |f(x)] pour tout (z,f) € E x E'. Nous avons déja vu au
chapitre 1 qu’il résulte du théoreme de Hahn-Banach que :

Lemme 3.3 La topologie o(E, E') est séparée.
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Par définition méme tout ouvert pour la topologie faible est ouvert pour
la topologie forte et 1’on vérifie sans peine que les deux topologies coincident
lorsque E est de dimension finie (pour s’en convaincre, il suffit de considérer
la base duale d’une base de E). Lorsque E est de dimension infinie, les deux
topologies sont distinctes et il existe toujours des fermés ”fort” (i.e. pour la
topologie de la norme) qui ne sont pas fermés faibles (i.e. pour o(E, E")).
En effet, supposons E de dimension infinie et définissons S := {x € E
||z|| = 1} la sphere unité de F, alors S n’est pas faiblement fermée est plus
précisément 'adhérence de S pour o(FE, E’) contient la boule fermée Bpg
toute entiere. En effet soit zp € E avec ||zg]| < 1 et soit V' un voisinage
de zg pour o(E, E’), on peut sans perte de généralité supposer que V est
de la forme V = {y € E : |fi(ly — x0)| < &, = 1,....;k} pour un certain
g > 0 et une famille finie d’éléments de E’, f1,...., fr. Comme E est de
dimension infinie il existe yo € F, yo # 0 tel que fi(yo) = 0 pour i = 1,....k
(faute de quoi F s’injecterait dans R¥). On peut alors choisir ¢ € R tel que
To + typ € S comme xg + tyg € V on en déduit bien que zy est adhérent a
S pour o(E, E"). En dimension infinie, il convient de retenir de I’argument
précédent que les parties d’intérieur non vides pour o(E, E’) ” contiennent
toujours un sous-espace affine (de dimension infinie!) de E, et donc sont non
bornées. En particulier tout borné de E est d’intérieur vide pour o(E, E').

Pour A C FE, on notera A7) I’adhérence de A pour la topologie faible et
A son adhérence pour la topologie forte, comme les fermés faibles sont fermés

. — —o(E,E") ... . , ‘s .
forts on a toujours A C A , I'inclusion étant en générale stricte. Pour
les sous-ensembles convexes toutefois on a le résultat suivant :

Proposition 3.1 Soit C un convexe fermé de E alors C' est faiblement
fermé.

Preuve:
Soit x € E'\ C' il s’agit de montrer que E'\ C est voisinage de x pour o(E, E")
or il résulte du théoréme de Hahn-Banach 1.11 qu’il existe f € E' et € > 0
tels que le voisinage de x pour o(E, E"), V :={y € E : |f(z) — f(y)| < €}
ne rencontre pas C'.

O

Par la suite nous dirons qu’une suite (z,) de E converge faiblement vers
x € E (ouausens de o(FE, E')), ce que nous noterons z,, — x lorsque f(x,) —
f(z) pour tout f € E’. Passons en revue quelques propriétés élémentaires de
la convergence faible :

— si (z,) converge faiblement sa limite faible est unique,

- six, — xalors z, =z
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— toute suite faiblement convergente de E est bornée (conséquence immédiate

du théoreme de Banach-Steinhaus),

— siz, — zalors||z|| <liminf, ||z,| (utiliser le fait que ||z|| = sup{f(x), f €

ES | flle <1},

— siz, = xetsi f, — f dans E’ alors f,(z,) — f(x).

On se persuade aisément que la convergence faible n’entraine en général
pas la convergence forte (sauf en dimension finie et dans quelques cas ” patho-
logiques” comme celui de ['). On a cependant comme premiere conséquence
de la proposition 3.1 :

Lemme 3.4 (Lemme de Mazur) Soit (z,,) une suite convergeant faiblement
vers x dans E alors il existe une suite (y,) avec chaque vy, combinaison
conveze des {xy, k > n} convergeant fortement vers x dans E.

Preuve: )
Posons C,, := co({xx, k > n}) comme x,, = x on a x € C_nG(E’E) pour tout
n. Comme C), est convexe, il découle facilement de la proposition 3.1 que l'on
aC_nJ(E’E/) = C, et donc z € C, il existe donc y,, € C, tel que ||z —y,| < 1/n
ce qui acheve la preuve. O

Une autre conséquence de la proposition 3.1 est donnée par :

Proposition 3.2 Soit f : E — RU{+00} une fonction convezxe s.c.i pour la
topologie forte de E alors f est s.c.i. pour o(E, E'). En particulier, si x, — x
alors

f(z) <liminf f(z,).

Preuve:
Il suffit de remarquer que les sous-niveaux de f (i.e. {f < A}, A € R) sont
convexes fermés donc faiblement fermés. Le deuxieme point résulte du fait
que la semi-continuité inférieure faible implique la semi-continuité inférieure
faible séquentielle.

O

Si E est un espace de Banach de dimension infinie, la topologie faible
o(E, E") n’est jamais métrisable. C’est 1'objet de l'exercice suivant :

Exercice 3.1 Soit E un espace de Banach de dimension infinie dont on sup-
pose que la topologie faible o(E, E') est métrisable par la distance d. Montrer
qu’il existe alors une suite x, telle que ||z, || — +oo et z,, — 0 et conclure.

70



Exercice 3.2 Soit E un espace de Banach de dimension infinie, montrer
que toute base algébrique de E est non dénombrable (utiliser le théoréme de
Baire). Supposons maintenant que o(E, E') soit métrisable montrer que ceci
implique 'existence d’une famille au plus dénombrable de E' engendrant E'.
Conclure.

Exercice 3.3 Soit E un espace de Banach, (x,) € EN et v € E tels que
x, — x. Montrer que pour tout n, il existe z, € co({xg, k < n}) tel que z, —
x (on pourra raisonner par l'absurde et utiliser un argument de séparation).

Exercice 3.4 Soit E un espace de Banach, (x,) € EN et v € E tels que
T, — x. Pour tout n > 1 on pose z, :=n"' (3.1, x;), montrer que z, — x.

Proposition 3.3 Soit E et F' deux espaces de Banach et T une application
linéaire de E dans F. Alors T' est continue de E (fort) dans F (fort) si et
seulement si elle est continue de (E,o(E, E'")) dans (F,o(F,F")).

Preuve:
Supposons d’abord T continue de E fort dans F' fort. Pour tout f € F’, foT
appartient a E’ et donc est continue pour o(F, E’), on en déduit que T est
continue de (F,o(E, E")) dans (F,o(F, F")) grace au lemme 3.1.

Supposons maintenant que 7" est continue de (E,o(E, E')) dans (F, o (F, F"))
alors son graphe est fermé pour o(E x F, E' x F') et donc aussi fortement
fermé dans E x F. Comme FE et F sont de Banach, grace au théoreme du

graphe fermé (voir chapitre 4) on en déduit bien que T est continue de E
fort dans F' fort. O

3.2 Topologie faible-x

La topologie faible-x sur E’, est définie comme suit :
Définition 3.2 La topologie faible-x sur E', notée o(FE', E) est la topologie
la moins fine (i.e. ayant le moins d’ouverts) rendant continus les formes
linéaires f — f(x) pour tout x € E.

Il est a noter qu’on dispose désormais de trois topologies sur E’ : la topo-

logie forte, la topologie faible-x, o(E', E) et la topologie faible o(E’, E").
En dimension finie, évidemment ces trois topologies coincident. De plus
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comme FE s'injecte continiment dans E”, o(E’, F) est toujours moins fine
que o(E', E").

En transposant ce que nous avons vu sur la topologie faible o(FE, E’), on
montre aisément qu’'un systeme fondamental de voisinages de f € E’ pour la
topologie faible x o(E, E’) est donné par les ensembles de la forme :

Vieroa, =4{9€FE :|(g— )| <e,i=1,...,k}

avec € > 0, k € N* et xy,...,x, € E*. La topologie faible-x sur £’ est donc
une topologie d’evtlcs sur E’ associée a la famille de semi-normes f € E' +—

¢2(f) = [f(2)], pour z € E.

On a naturellement une notion de convergence pour la topologie faible-x
sur £’ qui se définit comme suit. On dit qu’une suite (f,), de E’ converge
faiblement-* vers f, ce que l'on note f, — f si et seulement si f,(z) —
f(z), pour tout x € E. On vérifie sans peine les propriétés suivantes de la
convergence faible-x :

— si (f,) converge faiblement-x, sa limite faible-* est unique,

— sl fn - f (i'e' ||fn - f” - 0) alors fn = fa

—si f, = f pour o(E', E") alors f, = f,

— toute suite faiblement-* convergente de E’ est bornée,

—si f, = falors ||f|| < liminf, || f.]],

—si f, = fetsiz, — 2 dans E (fort) alors f,(z,) — f(x).

Le résultat de compacité suivant découle du théoreme de Banach-Alaoglu-
Bourbaki que nous avons établi au chapitre 1 dans le cadre plus général des
evtle :

Théoréme 3.1 (Banach-Alaoglu-Bourbaki) La boule unité fermée de E’,
Bpgr est compacte pour la topologie faible x o(E', E).

Terminons ce paragraphe par un critere utile de fermeture faible % dont
on omettra ici la preuve (le lecteur pourra consulter par exemple [22])

Théoréme 3.2 (Krein-Smulian) Soit E un espace de Banach et C' un conveze
de E' tel que C NrBg soit fermé pour la topologie faible x pour tout r > 0,
alors C' est fermé pour la topologie faible *.

3.3 Espaces réflexifs
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Etant donné un espace de Banach E (ou plus généralement un evn), on
rappelle que E s’injecte dans son bidual E” via 'injection canonique J :
E — E” définie par :

J(z)(f) = f(z), Ve e E, Vf e E'.

I1 résulte du corollaire 1.2 que J est une isométrie de £ sur E”, en particulier
J est une injection continue.

Définition 3.3 On dit que l'evn E est réflexif si J est surjective.

Autrement dit, dire que F est réflexif revient a dire qu’on peut identifier
E" a E. Evidemment tout espace de Hilbert est réfexif (ceci découle du
théoreme de Riesz qui permet d’identifier un espace de Hilbert a son dual
topologique). Pour tout p € (1,00) les espaces [P, LP et W1P(§2) sont réflexifs.
Par contre !, L', Wbt [ L>* Wh* (CO les espaces de mesures ne sont
pas réflexifs.

L’importance fondamentale de la réflexivité provient du résultat de com-
pacité énoncé dans le théoreme de Kakutani 3.3 plus bas. Avant d’énoncer
et de démontrer ce résultat important nous aurons besoin de deux lemmes
préliminaires :

Lemme 3.5 (Helly) Soit E un espace de Banach, fi,...., f, dans E' et aq, ...., ay,
des réels on a équivalence entre les assertions suivantes :

1. pour tout € > 0, il existe x. € By tel que
|fi(ze) —ay) <e, Vi=1,..,n

2. pour tout By, ...., 0, € R™ on a

1> Bl <1 Bifill
i=1 =1

Preuve:
Supposons d’abord 1., et soit 31, ..., 3, € R?, on a alors

1> Bl <D Bifiz)l +e> 1B
=1 =1 i=1
< Zﬁz’fi“ + 52 53]
=1 i=1
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d’ou 'on déduit 2. en faisant tendre € vers 0.

Pour établir la réciproque remarquons que 1 signifie exactement que
a = (aq,....,a,) € F(Bg) avec F(z) := (fi(z), ..., fu(z)) pour tout =z € E.
Supposons donc que « ¢ F(Bg), comme F(Bg) est convexe fermé dans R,
en utilisant le théoreme de séparation stricte, il existe 1, ..., 3, € R"et vy € R

tels que

Zﬁifi(x) <7< Zﬁiai, Vr € Bg
i=1

i=1

ce qui implique en particulier

| Zﬁz‘fz‘” < |Zﬁz‘0@'|
=1 i=1

contredisant ainsi la seconde assertion.
O

Lemme 3.6 (Goldstine) Soit E un espace de Banach, alors J(Bg) est dense
dans Bgr pour la topologie o(E", E").

Preuve:
Soit n € Bg» et V un voisinage de n pour o(E", E'), il s’agit de montrer que
V N J(Bg) # ). Sans perte de généralité, on peut supposer qu’il existe n,
e>0et fi,..., fn € (E")™ tels que

V={ec B [€~n)(f)| < Vi=1,..n).

Posons «; := n(f;) pour i =1,...,n et soit (1, ..., 5, € R, on a alors puisque

ne BEH .
|Zﬁz‘04i| = |77(Zﬁifz‘)| < Z@ﬁ”
i=1 i=1 i=1

On déduit alors du lemme 3.5 qu’il existe z. € By tel que |fi(z.) — ay] < ¢
pour i = 1,...,n ce qui signifie exactement que J(z.) € V et donc on a bien
VN J(Bg)#0.

O

Théoréme 3.3 (Kakutani) Soit E un espace de Banach alors E est réflexif
si et seulement si Bg est compacte pour o(E, E').

Preuve:
Supposons d’abord que E est réflexif on a alors J(Bg) = Bpgr et il résulte du
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théoreme de Banach-Alaoglu-Bourbaki que Bg» est compacte pour o(E”, E').
1l suffit donc de montrer que J~! est continue de (E”,o(E", E")) vers
(E,o0(E,E")) pour en conclure que Bg est compacte pour o(E, E’). Avec
le lemme 3.1, il s’agit donc de montrer que pour tout f € E’, fo J ! est
continue pour o(E”, E"). Or si n € E” il existe x € F tel que n = J(z) on
a donc f(J7Y(n)) = f(z) = n(f) et comme f € E’, on en déduit bien que
f o J™! est continue pour o(E", E').

Réciproquement, supposons que B soit compacte pour o(F, E'). Comme
J est continue de E (fort) dans E” (fort), il découle de la proposition 3.3
que J est continue de (E,o(E, E")) vers (E”,o(E", E")). Comme o(E", E')
est moins fine que o(E", E"), J est aussi continue de (F,o(FE,E")) vers
(E",o(F",E")). Cela implique que J(Bg) est compact pour o(E”, E') mais
comme, par le lemme 3.6, J(Bg) est dense dans Bg» pour o(E”, E’) on doit
avoir Bg» = Bg et donc B = J(E).

O

Examinons maintenant quelques conséquences du théoreme de Kakutani.

Corollaire 3.1 Soit E un espace de Banach réflexif et F' un sev fermé de E
alors F' muni de la topologie induite par la topologie forte de E est réflexif.

Preuve:
11 est facile de voir que la topologie faible o(F, F”) coincide avec la trace de
o(E,E") a F de sorte que Br est compacte pour o(F, F’) car F est fermé
pour o(E,E') et Bg est compacte pour o(FE, E'). D’apres le théoreme de
Kakutani, F' est donc réflexif. O

Corollaire 3.2 Soit E un espace de Banach, alors E est réflexif si et seule-
ment si E' est réflexif.

Preuve:
Supposons d’abord E réflexif. Il résulte du théoreme de Banach-Alaoglu-
Bourbaki que Bp: est compacte pour o(E’, F) mais comme E est réflexif,
o(E',FE) = o(E',E") donc on déduit du théoreme de Kakutani que E’ est
réflexif.

Si E' est réflexif alors d’apres ce qui précede E” est réflexif. Comme J
est une isométrie de E sur E”, on vérifie facilement que J(E) est un sev
fermé de E” et donc que J(E) est réflexif. Comme J~! : J(E) — F est un
isomorphisme isométrique entre espaces de Banach on en déduit aisément
que E est réflexif.

O
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Corollaire 3.3 Soit E un espace de Banach réflexif et K une partie convexe
fermée bornée de E alors K est compacte pour o(E, E').

Preuve:
K est fermé faible en vertu de la proposition 3.1 et inclus dans une boule
fermée laquelle est faiblement compacte en vertu du théoreme de Kakutani.
O

Corollaire 3.4 Soit E un espace de Banach réflexif, C' un convexr non vide
fermé de E, f : C — RU-+o00 une fonction conveze s.c.i. non identiquement
égale a +oo, si C est bornée ou st

f(z) = +o0 quand x € C, ||z|| — +o0. (3.1)
alors il existe T € C' tel que f(T) < f(x), Vx € C.

Preuve:
Soit x € C tel que f(z) < +ooalors A:={y € C: f(y) < f(x)} est compact
pour o(F, E') d’apres le corollaire 3.3 et f est faiblement s.c.i. sur A d’apres
la proposition 3.2; f atteint donc son mimimum sur A qui est aussi son
minimum sur C.

O

3.4 Espaces séparables

Définition 3.4 On dit que l’espace de Banach E est séparable si et seule-
ment si B posséde une partie dénombrable dense.

Proposition 3.4 Soit E un espace de Banach tel que E' soit séparable alors
E est séparable.

Preuve:
Soit (fn)nen € E™ dense dans E’. Pour n € N, soit z,, € E tel que |z,] =1
et

falzn) = S| fall-

Soit F' ’ensemble des combinaisons linéaires a coefficients dans Q de {x,,, n €
N}. Notons que F' est dénombrable, montrons maintenant que F' est dense
dans E. Pour cela, comme F' est dense dans G := vect({z,, n € N} il suffit de
montrer que G est dense dans E. D’apres le corollaire 1.6 il suffit de montrer
que si f € E' vérifie f(x) = 0 pour tout z € G alors f = 0. Soit donc f
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vérifiant la propriété précédente € > 0 et n € N tel que || f — f.]| < &/3, on
a alors

€ € € €
7S 5+ 1all 54+ 2fan) = S 4200 = Plwn) < S+ 2000 = fl < 2

comme € > 0 est arbitraire, on, en déduit bien que f = 0.

O

Il est a noter que la séparabilité de F n’entraine généralement pas celle
de E' (par exemple L'(Q) est séparable tandis que son dual L°°(£2) ne lest
pas, nous renvoyons le lecteur au chapitre 5 pour plus de détails). Dans le
cas ol F est réflexif on a cependant :

Corollaire 3.5 Soit E un espace de Banach alors E est réflexif et séparable
si et seulement si E' est réflexif et séparable.

Preuve:
Si B’ est réflexif alors E aussi (proposition 3.4) et si E’ est séparable alors
E aussi (corollaire 3.2). Réciproquement si E est réflexif et séparable alors
E" = J(FE) est réflexif et séparable et donc £ aussi. O

Théoreme 3.4 Soit E un espace de Banach alors E est séparable si et seule-
ment si la trace de la topologie faible-x o(E', E) a Bg: est métrisable.

Preuve:
Le fait que si E est séparable alors la trace de la topologie faible-x o(E’, E)
a Bps est métrisable résulte de la proposition 1.1.

Réciproquement supposons que la distance d métrise o(E’, F) sur Bp.
Pour tout n € N*, B(0,1/n) :== {f € Bg : d(0,f) < 1/n} est un voisi-
nage de 0 pour o(F’, F) de sorte qu’il existe ¢,, I, fini et (z;)cs, tels que
Vo ={f € B : |f(x;)] <en, Vi el,} C B(0,1/n). Pour montrer que E
est séparable il nous suffit de montrer que ’espace vectoriel engendré par
Un{z;, i € I,}, F est dense dans E. Soit f € Bg telle que f(z) = 0 pour
tout © € F alors f € V,, pour tout n € N et donc d(0, f) = 0 de sorte que
f =0, on conclut alors avec le corollaire 1.6.

O

De maniere symétrique on a :

Proposition 3.5 Soit E un espace de Banach, si E' est séparable alors la
trace de la topologie faible o(E, E') 4 Bg est métrisable.
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La réciproque est également vraie mais sa démonstration est plus difficile.
Noter que la proposition précédente n’est pas contradictoire avec le fait que
o(E, E') ne soit jamais métrisable sur F tout entier lorsque E est de dimen-
sion infinie. La métrisabilité de la topologie faible-* sur les bornés combinée
au théoreme de Banach-Alaoglu-Bourbaki fournit immédiatement le résultat
de compacité séquentielle suivant :

Corollaire 3.6 Soit E un espace de Banach séparable et soit (f,,), une suite
bornée de E', alors (f,), posséde une sous-suite qui converge pour la topologie

faible-x o(E', E).

Preuve:
Sans perte de généralité nous pouvons supposer tous les f, dans B qui est
un compact métrisable pour o(E’, E), d’ou le résultat.

O

Dans le cas ou E est réflexif, on a de méme le résultat de compacité
séquentielle suivant :

Théoréme 3.5 Soit E un espace de Banach réflexif et (x,,), une suite bornée
de E alors (x,,), posséde une sous-suite qui converge faiblement.

Preuve:
Soit M := vect{x,, n € N}, M est un sev fermé de E donc est réflexif (corol-
laire 3.1) et M est séparable par construction. Ainsi M’ est séparable et donc
pour tout r > 0, o(M, M’) est métrisable sur By, qui est compacte pour
o(M, M) d’apres le théoreme de Kakutani. La suite (x,), admet donc une
sous-suite convergente pour o(M’, M), cette sous-suite est aussi évidemment
convergente pour o(E’, E) (par restriction des éléments de E' a M).

O

3.5 Espaces uniformément convexes

Définition 3.5 Soit E un espace de Banach, on dit que E est dit uni-
formément conveze si pour tout € > 0 il existe & > 0 tel que pour tout x
ety dans Bg si |z — y|| > ¢ alors

r+vy

|<1-a
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La définition précédente est de nature géométrique et exprime le fait que
la boule unité de E doit étre "bien ronde”. Cette propriété n’est pas stable
par passage & une norme équivalente (R? est uniformément convexe lorsque
muni de la norme euclidienne il ne l'est pas lorsque muni de la norme 1
ou de la norme du max). Tout espace de Hilbert est uniformément convexe
(conséquence facile de l'identité du parallélogramme), les espaces LP et [P
sont uniformément convexes pour 1 < p < oo, L', I', L™ et [* ne sont pas
uniformément convexes.

Théoréme 3.6 (Milman-Pettis) Tout espace de Banach uniformément conveze
est réflexif.

Preuve:
Supposons £ uniformément convexe et montrons que J(Bg) = Bgr. Comme
J(Bg) est clairement fermée, il suffit par homogénéité de montrer que J(Bg)
est dense (fort) dans Sgv := {n € E” :|n| = 1}. Soit n € Sgr et € >
0 montrons qu’il existe x € Bpg tel que ||J(x) — n|| < e. Comme E est
uniformément convexe, il existe € (0, 1) tel que ||z +y|| < 2 — 2§ pour tout
(z,y) € B% tels que ||z — y|| > . Choisissons f € E’ tel que

J

Il =1etn(f) 215

d’apres le lemme de Goldstine, il existe © € Bg tel que

J

() — f@) < 5.

Supposons que n ¢ B(J(x),¢e) alors comme E” \ B(J(x),¢) est ouvert pour
o(E", E'), il résulte du lemme de Goldstine qu’il existe y € Bg tel que

)
1(y) = J(@)| = llz = yll > e et [n(f) = fFy)| < 5
on a alors d’une part
1
sle+yll=1-9
2
et d’autre part
) 1 o 1 0
_ < Z <z Z
-5 <nlf) <gflet+y)+3 <s5llz+yl+3

d’ou la contradiction recherchée. O

79



Théoréme 3.7 Soit E un espace de Banach uniformément convezxe et (x,)
une suite convergeant faiblement vers x dans E, si ||x,|| converge vers ||z||
alors (x,) une suite converge fortement vers x dans E.

Preuve:
Si x = 0, le résultat est évident, on peut donc sans perte de généralité
supposer = # 0. En posant \,, := max(||z,||,|z|), on a A, — ||z]| > 0. En
définissant alors y,, := A\, 'z, et y := z/||x||, on a (y, +y)/2 — y et donc

ly]| = 1 < liminf

yn+yH

et comme ||y,|| <1 on aen fait [|“5] — 1. Avec I'uniforme convexité de E
ceci implique que ||y, — y|| — 0 ce qui implique aussi que ||z, — z|| — 0.
O
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Chapitre 4

Opérateurs linéaires,
opérateurs compacts

On rappelle dans ce chapitre un certain nombre de résultats, pour la
plupart déja vus au premier semestre dans le cours de Frédéric Paulin, sur
les opérateurs linéaires dans les espaces de Banach et en particulier sur les
opérateurs compacts. Dans tout ce chapitre F et F' désigneront des espaces
de Banach, nous noterons L(E, F) (respectivement £(E)) I'espace des appli-
cations linéaires continues de E dans F' (respectivement des endomorphismes
continus de £) muni de sa norme d’opérateur habituelle.

4.1 Généralités

Par la suite pour f € E’ et © € F, nous noterons parfois (f,z) au lieu
de f(z). Soit T € L(E, F) l'adjoint de T noté T™* est 'opérateur linéaire
F'" — E’ défini par :

(T f,z) = (f,Tx), Vf € F',Vz € E.

On vérifie immédiatement que 7% € L(F', E’) (et que T et T* ont méme
norme). Pour A C E, on note

At ={fecE : f(x)=0, Vo € A}
et de méme pour B C E’, on note
Bt ={zcFE: f(x)=0, Vf € B}
Notons que si T' € L(E, F) on a
ker(T) = (Im(T*))*, ker(T*) = (Im(T))* (4.1)
et de plus :
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Lemme 4.1 Soit T € L(E, F) alors Im(T') est fermé si et seulement si

Im(T) = (kerT*)*. (4.2)

Preuve:
Si (4.2) a lieu alors Im(7") est évidemment fermé. Par ailleurs, I'inclusion

Im(T) C (ker(T™))*

est évidente. Supposons Im(T") fermé et que I'inclusion précédente soit stricte,
alors il existe y € (ker(7%))* \ Im(7). Par le théoreme de séparation stricte,
il existe alors f € F” telle que f(y) > 0 et f = 0 sur Im(7") c’est a dire
f € ker(T™) ce qui contredit le fait que y € (ker(7*))*+. O

Le lemme 4.1 découle évidemment de I’énoncé (légerement) plus général :

Exercice 4.1 Soit A une partie de E, montrer que (A+)+ = vect(A).

Exercice 4.2 Soit B une partie de E', montrer que vect(B) C (B*)*. Mon-
trer qu’il y a égalité dans le cas ou E est réflexif, est ce le cas en général ?

Caractériser dans le cas général (BY)* en terme de la topologie faible *
o(E'E).

4.2 Conséquences de la théorie de Baire

On rappelle dans cette section quelques résultats sur les applications
linéaires continues entre espaces de Banach qui ont déja été vus et résultent
du théoreme de Baire.

Théoréme 4.1 (Banach-Steinhaus ou principle of uniform boudedness) Soit
E un espace de Banach, F un evn et (f;)icr une famille d’éléments de
L(E,F). Si,
Vo € E,sup || fi(z)|lr < +oo
iel
alors

suP ||f,~||£(E7F) < 400.
i€
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Preuve:
Soit B, :={x € E : |fi(x)|lr < n, Vi € I}, chaque E,, est fermé et par
hypothese on a U, F,, = E. 1l résulte donc du théoreme de Baire qu’il existe
ng tel que E,, soit d’intérieur non vide : soit donc r > 0 et zy € E tels que

||fl<l'0 +TU)”F S no,Vi & E,\V/U - BE

Pour tout u € Bg et tout j € I, on a alors

1
150 < 3 (o sup ele).

1€
O

Une autre conséquence du théoreme de Baire est le théoreme de 'appli-
cation ouverte :

Théoréme 4.2 (Théoreme de l'application ouverte) Soit E et F' deux es-
paces de Banach et soit f € L(E, F) surjective. Alors f est une application
ouverte au sens ot pour tout U ouvert de E, f(U) est un ouvert de F.

Preuve:
Par linéarité de f, il suffit de montrer qu’il existe ry > 0 tel que Br(0,79) C
f(Bg(0,1)). Soit F,, ;== nf(Bg(0,1)), comme f est surjective, F' = U, F,, et
donc il résulte du théoreme de Baire qu’il existe ng tel que F;,, soit d’intérieur
non vide. Ainsi, il existe yo € E et p > 0 tels que Br(yo, p) C f(Bgr(0,n0)),
par linearité, on a aussi Br(—vo, p) C f(Bgr(0,n¢)) de sorte que Br(0,p) =
—yo + Br(vo,p) C f(Bg(0,2n0)). Par homogénéité, on a donc Br(0,r) C
f(Bg(0,1)) avec r = p/2ny.

Prouvons maintenant que Br(0,7) C f(Bg(0,2)). Soit y € Bg(0,r),
il existe x; € Bg(0,1) tel que y — f(z1) € Bp(0,7/2), comme Bg(0,r/2) C
f(Bg(0,1/2)), il existe zy € Bg(0,1/2) tel que y— f(x1)— f(xs) € Br(0,7/4).
En itérant I’ argument, on construit une suite (z,), de E telle que ||z,||g <
127 et |ly — f(z1 + oo + 2)||lr < 7/2" pour tout n. Comme la suite
des sommes partielles x; + .... + x,, est de Cauchy sequence, elle converge
vers un certain x € Bg(0,2) et par continuité y = f(x), ce qui prouve que
BF(O,T) C f(BE(O,Q)) C f(BE<O, 5/2)) et donc BF((),T()) - f(BE(O,]_))
avec 1o = 2r/5.

O

Une application immédiate du théoreme précédent est que si ' est de
Banach muni de n’importe laquelle des deux normes ||.||; et ||.||2 et s’il existe
C > 0 tel que ||.|[1 < C|.||2 alors ||.||1 et ||.]]2 sont en fait équivalentes. Une
autre conséquence du résultat précédent est le théoreme suivant de continuité
automatique du a Banach :
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Théoréme 4.3 (Théoreme de continuité de l'inverse de Banach) Soit E et
F deux espaces de Banach f € L(E,F) une bijection alors f~' € L(F, E).

Une conséquence classique du théoreme de Banach nous est fournie par :

Théoréme 4.4 (Théoreme du graphe fermé) Soit E et F' deuz espaces de
Banach, f € L(E, F) tel que le graphe de f soit fermé dans E X F (muni sa
structure d’evn produit) alors f € L(E,F).

Preuve:
Soit G le graphe de f muni de la norme induite par celle de E x F', comme
G est fermé dans E x F' c’est un espace de Banach. L’application linéaire
(x,y) = (z, f(x)) € G > z est une bijection linéaire continue, il résulte donc
du théoreme de Banach que son inverse : x € E — (x, f(x)) est continue, la
continuité de f en découle trivialement.

O

Le résultat suivant est classique mais peut s’avérer utile :

Proposition 4.1 Soit I un espace de Banach et f € L(E) tel que || f|| zg) <
1 alors id + f est inversible avec

[e.9]

(id+ f)~ Z

k=0

Preuve:
Comme L(FE) est de Banach et || f||zg) < 1, la suite des sommes partielles

k=0

étant de Cauchy, elle converge. De plus S, o (id + f) = id + (=1)"f""!, ce
dont on tire le résultat voulu en faisant tendre n vers co. O

4.3 Opérateurs compacts, alternative de Fred-
holm

Par la suite, nous noterons Bg la boule unité fermée de F.

Définition 4.1 Soit T € L(E,F) on dit que T est un opérateur compact si
et seulement si T'(Bg) est relativement compact. On note IC(E, F') l’ensemble
des opérateurs compacts de E vers F' et IC(E) l’ensemble des endomorphismes
compacts de E.
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Il découle immédiatement de la définition précédente que la composition
(a droite ou & gauche) d’'un opérateur compact et d'un opérateur linéaire
continu est compacte.

Lemme 4.2 K(E, F) est un sous-espace vectoriel fermé de L(E, F).

Preuve:
Le seul point a établir est la fermeture de IC(E, F'). Supposons donc que T, €
K(E,F)etT, — T,il s’agit de montrer que T'(Bg) est relativement compact.
Comme F' est complet, ceci revient & montrer que T(Bg) est precompact.
Soit € et n tel que |1, — T'|| < €/2, comme T,, est compact, il existe k et
Y-,y € F* tels que T,,(Bg) C UY_B(yi,¢/2) de sorte que T(Bg) C
Ur_ B(yi,e). O

Proposition 4.2 Soit E et F' deuz espaces de Banach et T € K(E, F') alors
si (z,) est une suite de E convergeant faiblement vers x, Tx, converge for-
tement dans F vers Tx.

Preuve:
Comme (z,,) est bornée et T' est compact, Tx, prend ses valeurs dans un
compact (fort) de F. Comme par ailleurs T'x,, converge faiblement vers Tx
on en déduit que Tz est I'unique valeur d’adhérence forte de la suite (T'z,,)
et donc que toute la suite converge fortement vers Tx. O

Les opérateurs de rang fini (i.e. dont I'image est de dimension finie) sont
évidemment compacts et donc les limites dans L(FE, F') d’opérateurs de rang
fini sont des opérateurs compacts. Réciproquement, il n’est pas vrai en général
qu'un opérateur compact soit limite d’opérateurs de rang fini (mais cette
propriété est vraie dans les espaces de Hilbert).

Théoréme 4.5 Soit T € K(E, F) alors T* € K(F', E"). Réciproquement, si
T € K(F',E') alors T € K(E, F).

Preuve:
Soit (v,) une suite de B il s’agit de montrer que T*(v,) possede une sous
suite convergente (ou de maniere équivalente, de Cauchy) dans E’. Soit K :=

T(Bg), K est un compact de F', et posons

fn(y) = <vnay>7 Vy € K.

Comme les v, sont dans Bp, chaque f,, est 1-Lipschitzienne sur K et f,(0) =
0 de sorte qu’avec le théoreme d’Ascoli, la suite (f,,) posséde une sous-suite
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(encore notée f, par simplicité) convergeant uniformément sur K vers f €
C(K,R). Par construction, on a

1T 0 = T vl < sup [(fu = fin) (¥)]

yekK

si bien que la suite (T*v,,) est de Cauchy dans E'.

Réciproquement, si T* € K(F’, E’), on déduit de ce qui précede T** €
K(E",F") c’est-a dire que T**(Bg») est relativement compact dans F”.
Comme T'(Bg) C T**(Bgr) et F est fermé dans F”, on en déduit bien que

T(Bg) est relativement compact dans F.
|

Lemme 4.3 (Lemme de Riesz) Soit E un evn et F' un sev fermé strict de
E, pour tout € € (0,1), il existe u € E tel que ||u|| =1 et d(u, F) > 1—¢.

Preuve:
Soit v ¢ F, d:=d(v,F) >0 (car F est fermé) et ug € F tel que

d<lv— < 4.3
< v — woll < —— (43)
posons alors
UV — U
U= —-
[ — |

et montrons que d(u, F') > 1 —¢e. Soit f € F', on a alors en utilisant (4.3) et
le fait que up + ||v — wol|f € F:

=11l = o= w0 = o = ol > = > 1 -

lv = ol

O

Théoréme 4.6 (Alternative de Fredholm) Soit T € K(FE), alors on a :
1. ker(I —T) est de dimension finie,
2. Im(I —T) est fermé et

Im(I — T) = (ker(I — T%))*,

3. ker(I —T) = {0} si et seulement si Im(I —T) = E,
4. dimker(I —T') = dimker( — T%).

86



Preuve:
1. Soit F:=ker(I —T) on a Bp = T(Bp) C T(Bg) et donc By est relative-
ment compacte ce qui implique que F' est de dimension finie.

2. Soit f,, := u, — T'u,, une suite de Im(I — T") convergeant vers f € FE,
montrons que f € Im(/ — 7). Comme ker(/ —T') est de dimension finie, il
existe v, € ker(I —T') tel que

|un — vp|] = d(un, ker(I —T)).
Et évidemment on a
Jn = Up — vp — T<un - Un)- (44)

Montrons que (u,, — v,) est bornée, si tel n’était pas le cas, a une extraction
pres, on aurait ||u, — v,|| — co. En posant w,, := (u, — v,)/||un, — v,||, et en
utilisant (4.4) et le fait que f,, est borné, ceci implique que w,, — T'w,, — 0.
Comme T est compact, on peut, a nouveau a une extraction pres supposer
que Tw, converge vers z € E et donc w, — z et z € ker(I — T'). Mais par
ailleurs, on a :

d(wy, ker(I —T)) = d(up, ker(I —T)) =1

[
et donc en passant a la limite quand n — oo, on obtient d(z,ker(/ —T)) =1
ce qui est absurde. Ainsi, on a bien que (u, — v,) est bornée, comme T est
compacte on peut a une extraction pres supposer que 1'(u, — v,) converge
vers un certain ¢ € E de sorte que u, — v, converge vers f + g et donc
f=(+9)—T(f+g) €Im(I—T). Comme Im(I —T) est fermé, on déduit
du lemme 4.1 que
Im(I —T) = (ker(I —T%))*.

3. Supposons d’abord que ker(I — T') = {0} et supposons par 1’absurde
que By :=Im(/ —T) # E. OnaT(E,) C E; et il découle du point précédent
que E est fermé et donc que T'|g, est compact. Posons E, := (I —T)*(E) =
(I —T)(Ey), comme (I —T) est injective Ey est un sev strict de E; et est
fermé d’apres le point 2. ; en posant E,, := (I —T)"(E), E,, est ainsi une suite
strictement décroissante de sev fermés de E. Il résulte du lemme de Riesz
qu’il existe x,, € E, tel que ||z,|| =1 et

d(xp, Enir) > 1/2. (4.5)
Soit n > m, on a

Ty —Txy, =Txy — Tpm — (Tx, — 2n) + Ty — Ty,
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et par construction, les vecteurs T'x,, — x,,, T'x, — x,, et z,, appartiennent a
E,i1, de sorte qu’avec (4.5), on a :

1
||T$m - TINH > d($m7Em+1) > 5

ce qui est absurde puisque 7" est compact et (z,,) est bornée.

Réciproquement supposons que Im(I —7') = E, il découle alors du lemme
4.1 que ker(I—T*) = {0} et donc, en utilisant ce qui précede, Im(/ —T*) = E’
et donc avec (4.1) :

ker(I — T) = (Im(I — T%))*= = {0}.

4. Posons d := dimker(I — T) et d* := dimker(/ — T™) et montrons
tout d’abord que d* < d. Supposons par l'absurde que d < d*. Comme
ker(I — T') est de dimension finie, il existe un projecteur continu P de E
sur ker(I — T') (voir [2] pour les détails). De plus Im(I — T) = ker(I — T™*)*
est de codimension finie d* et admet donc un supplémentaire F fermé de
dimension d* dans E. Comme d < d*, il existe un opérateur linéaire A :
ker(I — T) — F injectif et non surjectif. Posons alors S := T + Ao P, S
est un opérateur compact car A o P est de rang fini. Soit u € ker(I — 95) :
0= (u—Tu)— (Ao P)(u) on a alors u—Tu € Im(I —T)N F et donc
u—Tu =0 et A(Pu) = 0. Comme u € ker(/ —T), Pu = u et donc u =0
car A est injective. On a donc ker(I — S) = {0} si bien, qu ’en vertu du
point 3., Im(I — S) = E. Soit f € F avec f ¢ Im(A), sl existait u € E tel
que (I = S)(u) =u—Tu— (Ao P)(u) = f alors on aurait u —Tu € F et
donc u — T'u = 0 ce qui impliquerait que f € Im(A). Donc (I — S) n’est pas
surjective ce qui constitue la contradiction cherchée. On a donc bien d* < d.
Appliquant le méme argument que précédemment a 7™, il vient

dimker(/ —77) < dimker(/ — T*) < dimker(/ —T)

comme par ailleurs il est évident que ker(I —T') C ker(I — T**), ceci permet
d’en conclure que d = d*.

O

Le théoreme précédent appelle quelques commentaires. Tout d’abord le
point 3. exprime que les opérateurs de la forme (I — T') avec T' compact
sont injectifs si et seulement si ils sont surjectifs, cette propriété (automa-
tique et familiere en dimension finie) est remarquable en dimension infinie.
Ensuite, I'alternative de Fredholm proprement dite concerne la solvabilité de
I’équation v — Tu = f. Elle exprime que :

— ou bien pour tout f € E, I'équation u — T'u = f possede une unique

solution
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— ou bien 'équation homogene u — Tu = 0 possede d = dimker(/ — T')
solutions linéairement indépendantes et dans ce cas, I’équation non ho-
mogene u—Tu = f est résoluble si et seulement si f vérifie d conditions
d’orthogonalité correspondant & f € ker(I — T*)*.

4.4 Décomposition spectrale des opérateurs
compacts autoadjoints

Pour la preuve des résultats de ce paragraphe et en particulier I'important
théoreme spectral, nous renvoyons le lecteur au cours de Frédéric Paulin [15].
Soit T' € L(F), I'ensemble résolvant de T', p(T') est donné par définition
par :
p(T) :={X € R: T — A bijective}.

Le spectre de T', noté o(T') est le complémentaire de ’ensemble résolvant
de T. On dit que A € R est une valeur propre de 7" (notation : A € VP(T))
si et seulement si (7" — AI) n’est pas injective et dans ce cas on appelle
ker(T — M) # {0} V'espace propre associé & la valeur propre \.

On a toujours VP(T) C o(T) mais (hormis évidemment en dimension
finie) I'inclusion est en général stricte. Par exemple pour T' € L(I?) défini par
T((xn)n) = (0,20, 1, ....), 0 est dans le spectre de T car T n’est pas surjective
mais n’est pas valeur propre de T car T' est injective.

Proposition 4.3 Soit T € L(F), le spectre de T est un ensemble compact
inclus dans Uintervalle [—||T||, ||T]].

Pour un opérateur compact en dimension infinie on a :

Théoreme 4.7 Soit E un espace de Banach de dimension infinie et soit
T € K(E). Alors on a :

1. 0 eo(T),
2. a(T)\ {0} = VP(T) \ {0},
3. l'une des situations suivantes
— ou bien o(T) = {0},
— ou bien o(T) \ {0} est fini,
— ou bien o(T) \ {0} est une suite qui tend vers 0.

Dans le cas ou E = H est un espace de Hilbert, pour 7' € L(H), en
identifiant H" & H, on peut identifier 7% a un élément de L£(H). Dans ce
cadre Hilbertien, les opérateurs autoajoints sont alors définis par :
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Définition 4.2 Soit H un espace de Hilbert et T € L(H) on dit que T est
autoajoint si T* =T c’est-a-dire st

(Tu,v) = (u, Tv), V(u,v) € H x H.

Une premiere propriété spectrale des opérateurs autoadjoints nous est
fournie par la

Proposition 4.4 Soit H un espace de Hilbert et T € L(H) un opérateur
autoadjoint. On pose

m = 1inf{(Tu,u), uw e H, ||u|| <1}, M :=sup{(Tu,u), ue H, |lu| <1}.
Alors o(T) C [m, M] et (m, M) € o(T)>.

On termine ce chapitre avec une propriété fondamentale des opérateurs
compacts et autoadjoints :

Théoréme 4.8 (Théoreme spectral pour les opérateurs compacts autoad-
joints) Soit H un espace de Hilbert séparable et T un opérateur autoadjoint
compact de H, alors il existe une base hilbertienne de H formée de vecteurs
propres de T.
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Chapitre 5

Espaces LF

On suppose le lecteur familier avec les résultats de base de la théorie de
la mesure. On se limitera dans ce chapitre aux espaces de Lebesgue pour la
mesure de Lebesgue (ce qui signifie que dans ce chapitre quand on parlera de
" presque partout”, ce sera au sens de la mesure de Lebesgue) sur un ouvert )
de R?, en laissant le soin au lecteur de généraliser les résultats a des espaces
plus généraux. Enfin, on notera |A| la mesure de Lebesgue de la partie A de
R? et x4 son indicatrice. On note L'(€2) I'espace des fonctions intégrables
a valeurs réelles (en fait des classes d’équivalence pour la relation d’égalité
presque partout, c’est a dire que 1’on identifie naturellement deux fonctions
intégrables qui coincident presque partout). Pour f € L'(Q) on note

£l IZ/Q\f(:L’)]d:U.

Quand cela n’engendrera pas de confusion, on notera simplement par la suite
L' (et de méme pour L) plutdt que L'(Q2) et pour f € L'(€), on notera [ f
au lieu de [, f(x)dx.

5.1 Rappels d’intégration
Passons en revue quelques résultats de base qu’il faut absolument connaitre.

Théoréme 5.1 (Théoreme de convergence monotone de Beppo Levi) Soit
(fn)n une suite croissante d’éléments de L. Si sup, [ f, < oo alors (fn)
converge presque partout vers f = sup,, fn. De plus f € L' et || f, — f|lpr — 0
quand n — oo.
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Lemme 5.1 (Lemme de Fatou) Soit (f,,) une suite de fonctions L' telle que
chaque f, est positive et sup,, [ f, < oo. Alors f:=liminf, f, € L' et

/ f < liminf / fo.

Théoréme 5.2 (Théoreme de convergence dominée de Lebesgue) Soit (f,,)x
une suite d’éléments de L'. Si (fn(x)) converge p.p. vers une limite f(z) et
s’il existe g € L' telle que pour tout n, |f,| < g p.p. (on dit qu’un tel g est
une majorante intégrable de (f,)) alors f € L' et ||fn — fllzr — 0 quand
n— o0.

Lemme 5.2 (Densité des fonctions continues a support compact) Soit f €
LY (), pour tout € > 0, il existe g € C.(Q) tel que || f — gz < e.
Par convolution avec un noyau régularisant, on en déduit immédiatement

Théoréme 5.3 (Densité des fonctions C*° a support compact) Soit f €
LY(2), pour tout € > 0, il existe g € C(Q) tel que ||f — gl < e.

Soit maintenant 2 et U respectivement des ouverts de R? et R? et f une
fonction mesurable Q x U — R. Dans ce qui suit, on notera g(z) € L. au

lieu de z — g(x) est dans L'. On a alors

Théoréme 5.4 (Fubini) Si f € LY(QxU) alors pour presque tout x, f(x,y) €
Ly(U) et [, f(z,y)dy € LL(Q) et on a

/Q/Uf(x,y)dxdyZ/ﬂ(/Uf(x,y)dy) da.

Théoréme 5.5 (Tonelli) Si pour presque tout x, f(x,.) € Ly(U) et

/Q (/U |f(x,y)|dy> dr < 400

alors f € LY(Q x U).
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Exercice 5.1 Soit f € L'(RY) montrer que

+o00
[Faipa —/0 {|f] > t}|dt.

Exercice 5.2 Soit f € L'(Q) montrer que pour tout € > 0, il existe 6 > 0

tel que
/|f| <e
A

pour tout mesurable A tel que |A| < 6.

5.2 Propriétés élémentaires des espaces L?
Soit p : 1 < p < 00, on définit :

LP(Q):={f : Q=R : f mesurableet |f[? € L}(Q)}

1/p
1l = ( / |f|p) .

Pour p = 0o, L™ est par définition I’ensemble des fonctions mesurables f
telles qu'il existe C' > 0 tel que |f| < C p.p. et pour f € L™

et pour f € LP(Q)

[fllzee :=nf{C = |f] < C pp.}.

Notons que si f € L*> alors on a p.p :

[f(@)] < [ fllpe.

Nous vérifierons ultérieurement que ||.||z» est bien une norme sur L?, cela
est évident pour p = 1 et p = oo mais aussi pour p = 2 car dans ce cas, |||z
est la norme associé au produit scalaire (f,g) — fQ fg.

Pour p : 1 < p < o0, on note p’ 'exposant conjugué de p. Pour p €]1, oo

1 n 1
p 7 p—1
et évidemment 1’ = oo, o0’ = 1.
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Théoréme 5.6 (Inégalité de Holder) Soit f € LP et g € L alors fg € L'
et
gl < [[fllzellgll Lo

Preuve:
La conclusion est évidente si p = 1 ou p = oo supposons donc 1 < p < oc.
Par concavité de log on a pour a et b strictement positifs

1 1
log (—ap + —/bp> > log(ab)
p p

et donc ] .
ab < —a” + b
p p

cette inégalité étant évidente pour a = 0 ou b = 0. On a donc (en supposant
f et g non nulles, ce qui est le cas ol 'inégalité de Holder n’est pas triviale) :

|ﬂ@ﬂ@|<yﬂﬂw+lM®W
Aleliglr — 2 I 2 Jlgll",

on en déduit que fg € L' et on obtient en intégrant 1'inégalité précédente :

| fal <1
o Ilfllzellgll e
O

Théoréme 5.7 Soit p € [1,00], LP(Q) est un espace vectoriel et ||.||r est
une norme sur LP(S2).

Preuve:

A nouveau, la conclusion est évidente si p = 1 ou p = oo supposons donc
1 < p < 00. Soit donc f et g dans LP on a par convexité de t — t¥ :

£ (@) + g(@)I” < (|f(@)] + lg@))) < 22 f (@) + |g()I")

de sorte que f+ g € LP. Pour montrer que ||.||z» est une norme sur L?(2), il
nous suffit de montrer 'inégalité triangulaire. Soit f et g dans L” | on a

1549l = [ 17 +ap7 ol < [17+0p701+ 17+

94



et comme |f 4 g[P~! € LP/?P=D) = [V il résulte de I'inégalité de Holder que

(p—1)/p
1+ gl < (1l + lgllor) ( / |f+g|”)

= (Ilflze + gllzo) I + g7

de sorte que 1’'on a bien

If =+ glle <[ fller + llgllze-

O
Avant d’aller plus loin, voici quelques applications ou variantes faciles
mais qu’il est bon de connaitre de I'inégalité de Holder :

Exercice 5.3 Soit Q un ouvert de R de mesure finie, p > q¢ > 1 et u €
L9(Q) montrer que

Exercice 5.4 Soit g; € L (QQ) pour i = 1,....k avec > ,1/p; = 1 montrer
que g = gy....qx € L' () avec

k
lgllze < T llgille:-
i=1

Montrer que si f; € LPi(QY) pouri = 1,....k avec Y ,1/p; = 1/p < 1, alors
f=fife € LP(Q) avec

k
||f||LP < H ||fz||Lm
=1

Exercice 5.5 Soit f € LP(Q) N LYQ) (1 < p < q < o0). Montrer que
f €L (), pour tout r € [p,q| et que

1A < NN

ou « € [0,1] satisfait
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Théoréme 5.8 LP(Q) est un espace de Banach pour tout p, 1 < p < co.

Preuve:
Traitons d’abord le cas p = oo. Soit (f,) une suite de Cauchy de LP, pour
tout £ € N* il existe ny tel que pour tout m et n > n; on a

1
Hfm - fn||L°° < E
Ceci implique qu’il existe Ej négligeable tel que
1
| fm(@) = fa(z)] <

Ainsi pour tout & € Q\ Ej, (fu(x)), est de Cauchy et converge donc vers
une limite notée f(z). En posant E = Ui E), (de sorte que E est négligeable)
et en passant a la limite m — oo dans (5.1) on a

1
k
ce qui prouve que f — f, (et donc f) est dans L™ et que ||f, — f||z~ tend
vers 0 quand n — oo.

, Vm,n > ny, Yo € Q\ Ej. (5.1)

= =l

f(z) = fulz)| < -, Vn > n Vo € Q\ E

Supposons maintenant 1 < p < oo et soit (f,,) une suite de Cauchy de L.
Pour montrer que (f,,) converge dans L?, il nous suffit de montrer que (f;,)
possede une valeur d’adhérence dans LP. Soit (f,, ), une sous-suite vérifiant

1
||fnk+1 - fnk”LP S 2_k’ vk 2 1. (52)

Posons alors gy, := f,, et

3

hy, = |9k+1 - gkl'
k=1

Par construction, (h,) est une suite croissante vérifiant

||hn||Lp S 1, Vn

I résulte du théoreme de convergence monotone de Beppo-Levi que (h,)
converge p.p. vers h € LP. Pour m >n > 2 on a

|9m (%) = gn(2)] < h(z) = hnoa(2) (5-3)

et donc pour presque tout z, (g,(z)) est une suite de Cauchy de limite g(z).
En faisant m — oo dans (5.3), on a

|9n — g] < h p.p. (5.4)
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et comme h € LP, on déduit du théoreme de convergence dominée de Le-
besgue que ||g, — gl|zr — 0 ce qui acheve la preuve.

O

Il convient de distinguer le cas p = 2, en effet L*(2) est un espace de
Hilbert pour le produit scalaire

(f.9) / F(@)g(x)de, V(f.g) € Q) x LX().

Proposition 5.1 Soit (f,), une suite de LP et f € LP. Si f, converge vers
f dans LP alors (f,) posséde une sous-suite qui admet une majorante LP et
qui converge vers f presque partout.

Preuve:
Le cas p = oo étant évident on suppose p €]1, oo[ et on construit comme dans
la preuve précédente (gi) = (fn,) de sorte que (5.2) soit satisfaite. Comme
dans la preuve précédente on a (5.4) avec h € LP et (g,) converge vers g p.p.
et dans LP. On a donc f = g et il résulte de (5.4) que |g,| < h+ |f| € L ce
qui fournit la majorante LP recherchée.

O

5.3 Dualité, réflexivité, séparabilité
Lemme 5.3 (Inégalité de Clarkson) Soit p € [2,00], pour tout f et g dans
LP, on a:

Preuve:
On commence par remarquer que t — (t2 + 1)?/2 — P — 1 est croissante sur
R, et donc

" < (171 + ).

PH1<(E+1)P2 vt>0

(en remplacant ¢ par t/s dans I'inégalité précédente) il en résulte que
4+ sP < (2 + )PPV >0, Vs >0

et donc pour tout (f,g) € R? :

< (heg)”

2
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en utilisant la convexité de ¢ — t?/2 pour p > 2, il vient donc
f+g‘p ‘f—g‘p 1 1
LA LI < ZiFP L D glP
A+ <51+ 5l
et I'inégalité recherchée en découle immédiatement.
O
Notons que p = 2 est un cas limite dans lequel I'inégalité de Clarkson est

une égalité (c’est I'identité du parallélogramme!). On déduit immédiatement
du lemme précédent :

Lemme 5.4 LP est uniformément convexe pour 2 < p < oco.

Preuve:
Soit € > 0, f et g dans LP avec ||f|lrr < 1, ||lgller < Let ||f — gllzr > ¢, il
résulte du lemme 5.3 que

15
2
ce qui prouve LP est uniformément convexe.
O
Dans le cas ot 1 < p < 2, LP est également uniformément convexe,

la preuve est cependant un peu plus compliquée et repose sur l'inégalité
suivante :

E:p 1/])
<1-4, avecé:l—(l——)
op

Lp

Lemme 5.5 (Inégalité de Hanner) Soit p €]1,2], pour tout f et g dans LP,
on a:

p p
(17120 + lglan) "+ |1 ze = lglas|” < 07+ gll5 + 15 = gl

Preuve:
On commence par remarquer que la fonction F : (z,y) € Ry X Ry —
F(z,y) = (27 4 y'/P)P 4 |21/P — ¢y1/P|P est convexe et homogene de degré 1.
On a donc par I'inégalité de Jensen :

zw/uw/%m>s/iwﬂﬂm%
c’est a dire :

(181 + sler)" + 181 = Nles|” < [ (1114 1)+ [ 11 =1al]

on conclut en remarquant (en distinguant le cas ou f et g ont méme signe
de celui ou f et g sont de signes opposés) que 'on a

(171+19)" + 171 = 19| =1 + g +1f = g
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Lemme 5.6 L? est uniformément convere pour 1 < p < 2.

Preuve:
Soit € > 0, f et g dans L? avec ||f|lor < 1, [|gllze < L et ||f — gllzr > €.

Appliquant ’inégalité de Hanner a (f + g)/2 et (f — g)/2, il vient
i ) P
< I fIZe+llgllze < 2.

(Ex 1L
(5.5)

Posons ¢(t) := t? pour tout t > 0, soit a > b > 0, la formule de Taylor avec
reste intégral donne

=

*|

Lp

2

1 1 v
3ola+8)+ gela=b =p@ + 5 [ (1=0" @+ ) + (o~ th)ds
0
1
1
=a’ +p(p — 1)b2/ (1-— t)§((a +tb)P7% + (a — th)P~?)dt
0
utilisant le fait que comme p < 2, s > 0 +— sP~2 est convexe, il vient donc
que pour a > b>0,0on a:

1 1 — 1)b%aP2
§(a+b)p+§(a—b)p2ap+p(p 2)“ .

(5.6)

Dans le cas ou ||f + g|lzr > ||f — gllzr, avec (5.5) et (5.6), il vient donc

p—2

f+g
2

12Hf+gp +p@—1Wf—g
9 9 2

Lp

2
Lr

r

en multipliant par ||%||i;p on obtient

2- 2 _ —an2
1>Hf+ﬂ P>‘f+g‘ +p@ 1Wf g‘
- 2 e 2 Lp 2 2 Lp
de sorte que
2 _ 2
Hf+g‘ cq_ Pp—1)e
2 r 8

Dans le cas ou ||f + g|lzr < ||f — gl|Lr, on tire immédiatement de (5.5) que

1=
2

p 1—
< 2lp
Lp
ce qui acheve la preuve.
O

Pour résumer, on a donc établi :
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Théoréme 5.9 Pour tout p €]1,00[, LP(Q) est uniformément conveze.

On vérifie trés facilement "3 la main” que L' et L ne sont pas uni-
formément convexes. Il résulte du théoreme précédent et du théoreme de
Milman-Pettis 3.6 :

Théoréme 5.10 LP(Q2) est un espace réflexif pour tout p, 1 < p < oc.

Une autre conséquence utile en pratique de l'uniforme convexité de L
nous est fournie par le théoreme 3.7 qui ici se traduit par :

Théoréme 5.11 Soit p €]1,00[, (f,) une suite de LP(QY) et f € LP(Q). Si
(fn) converge faiblement vers f dans LP et si

tim |, = [

alors (f,) converge fortement dans LP vers f.

Exercice 5.6 Monter que le résultat précédent est faur dans L' (faible) et
L> (faible x ).

Le résultat de représentation suivant montre que si 1 < p < 0o, on peut
identifier (LP) & L¥ :

Théoréme 5.12 (Théoreme de représentation de Riesz) Soitp : 1 < p < o0
et soit p € (LP(Q)) alors il existe un unique u € LP tel que

(o, 1) = /Q uf, Vi € 1(Q)

de plus on a
lell@ry = llullgo-

Preuve:
Définissons T : L¥ — (LP) par

(Tu, f) = / uf,Yu € LV, Vf € LP.
Q
Il résute de l'inégalité de Holder que T' est continue et plus précisément :

|Tul| ey < [Jull e, Yu € LP.
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Soit u € L¥, u # 0, alors f := |u[P"~2u appartient & LP et donc

J fu
1f1lze

On en déduit donc que 7' est une isométrie de LP' dans (LP). En particulier,
T est injective, ce qui montre I'unicité. Pour 'existence il s’agit de montrer
que T est surjective, T(LP) étant fermé, il suffit de montrer que T(LP') est
dense dans (LP). Soit h € (LP)" tel que h = 0 sur T(L?) comme LP est
réflexif, on peut identifier h a un élément (encore noté h) de LP, en prenant
u := |h|P"2h € L¥, on a alors

[ Tull ey = = [l o

<Tu,h>:0:/|h|p:O

et donc h = 0 ce qui montre que T'(L?) est dense dans (LP)'.
O

S’agissant du dual de L! on a le théoréme de représentation suivant :

Théoreme 5.13 Soit ¢ € (L'(Q)) alors il existe un unique u € L™ tel que

(o, f) = / uf, Vf € L'(9)

de plus on a
el ey = llullze.

Preuve:
Montrons l'existence d'un u dans L* représentant . Soit K un compact
inclus dans Q, pour f € L? on a

[ (o xw ) | < ey 112 £l 2

de sorte que f € L?* — (¢, xkf) est dans (L?)’ = L2 Par le théoréme de
Riesz pour les Hilbert ou le théoréme 5.12, il existe donc ux € L? telle que

(go,fo):/quK,VfELz

on vérifie aisément que ux est nécessairement de la forme ux = xxu avec

u € LE .. En particulier on a

(o0 f) = /Q uf, Vf € Cu(9). (5.7)
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Montrons que u € L* et plus précisément que |u| < ||¢||(z1y p-p.; si tel
n’était pas le cas, il existerait § > 0 tel que

As = {Jul > [l¢llzry + 6}

soit de mesure strictement positive, ceci entrainant qu’il existe K compact
inclus dans €2 tel que K5 := K N Ay soit aussi de mesure strictement positive.
Soit alors f := xk,sg(u) on a alors

el [l = ol 1|

D= fur=J

> \K51<Hsﬁ|l(u)f +9)

ce qui constitue la contradiction recherchée. On a donc u € L™ et ||ul|p~ <
l¢llzry. Par densité de C,(2) dans L' avec (5.7), on a donc

(o0 f) = / uf, ¥f € L'()

ce qui implique aussi ||| (L1 < ||| g . Enfin I'unicité de u € L™ représentant
¢ découle immédiatement du lemme 2.7.

O

Le résultat précédent précédent prouve en particulier que L est un
dual topologique, on pourra donc en particulier lui appliquer le théoreme
de Banach-Alaoglu-Bourbaki.

Théoréme 5.14 Soit p € [1,+00[, D(R2) est dense dans LP(£2).

Preuve:
Soit T € (LP)" tel que T'(¢) = 0, pour tout ¢ € D. Il résulte des théoremes
5.12 et 5.13 qu’il existe u € L” (en particulier u € L] ) représentant T', on a
alors {u} = 0 dans D’ et donc u = 0 p.p. en vertu du Lemme 2.7. On a donc
T =0, on en conclut que D(S2) est dense dans LP(Q2) grace au corollaire 1.6
O

Théoréme 5.15 LP(Q2) est séparable pour tout p € [1,00].
Preuve:
Soit F l’ensemble des combinaisons linéaires a coefficients dans Q d’indi-

catrices de pavés de la forme I1¢,]z;, y;| inclus dans Q et avec les z;, y; a
coordonnées rationnelles. Par construction E est dénombrable, il nous suffit
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donc de montrer que E est dense dans LP(2). Soit f € LP(Q2) et £ > 0, on
commence par choisir g € C,(Q2) tel que || f —g||rr) < €/2. Soit w un ouvert
borné contenant supp(g), en utilisant 'uniforme continuité de g, on construit
facilement h € E tel que supp(h) C w et ||g — Al < £/(2|w|'/P), de sorte
que l'on a [|g — hl|zr) < €/2 et donc aussi || f — h||r@) < €.

O

Notons que L? est un Hilbert séparable. En particulier, L? admet des bases
Hilbertiennes, mieux encore : on peut appliquer le théoreme de décomposition
spectrale dans L?, nous reviendrons sur ce point plus en détail par la suite.

Comme L' est séparable et L> = (L'}, on déduit du corollaire 3.6 du
théoreme de Banach-Alaoglu-Bourbaki :

Théoréme 5.16 Toute suite bornée de L™ (£2) posséde une sous-suite conver-
gente pour la topologie faible-x o(L>, L').

Nous avons laissé en suspens la question de la réflexivité de L' et L™, &
cette question, la réponse est négative :

Théoreme 5.17 L'(Q) et L°(Q) ne sont pas réflexifs.

Preuve:
Comme (L') = L, en vertu du corollaire 3.2, il nous suffit de montrer que
L' n’est pas réflexif c’est a dire que L' # (L), Soit xy € Q et ¢ la forme
linéaire sur C.(£2) définie par

<907 f> = f<x0>7 \V/f S CC(Q>

comme (@, f) < || fllz~, Vf € C.(2), grace au théoreme de Hahn-Banach, on
peut prolonger ¢ en un élément de (L>)" (qu’on notera encore ¢). S’il existait
u € L' représentant ¢, on aurait en particulier {u} = 0 dans D'(Q\ {zo})
ce qui avec le lemme 2.7 entrainerait f = 0 p.p. sur Q \ {2} et donc aussi
f =0 p.p. sur 2, on aurait alors ¢ = 0 ce qui est absurde.

O

Le résultat qui suit va nous permettre de répondre négativement a la
question de la séparabilité de L :

Lemme 5.7 Soit E un evn, s’il existe, (O;)icr une famille d’ouverts non
vides de E vérifiant I non dénombrable et O; N O; =0 si (i,5) € [* et i # j
alors E n’est pas séparable.

Preuve:
Supposons par 1’absurde que (u,,) soit dense dans E alors pour chaque i € I,
il existe n = n(i) tel que ;) € O;. Comme i € I +— n(i) est injective on en
déduit que I est au plus dénombrable, d’ou la contradiction recherchée.

O
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Proposition 5.2 L n’est pas séparable.

Preuve:
Soit x € Q et r, < d(z, R\ Q), posons u, := X B, €t

1
0, = {uELOO e — ugllpe < 5}

On vérifie facilement que la famille (O, ),cq vérifie les hypotheses du lemme
5.7 dans L™ et donc que L™ n’est pas séparable.
O

Exercice 5.7 Soit (p,) une suite régularisante et f € LP(RY) montrer que
pn % f converge vers f dans LP(RY).

Exercice 5.8 Soit ) un ouvert borné de R et p : 1 < p < oo. Soit (uy)
une suite de LP(Q) et u € LP(Q) tels que u, — u pour o(LP, L*") et il existe
A >0 tel que [{|u,| > A} — 0 quand n — +o00. Montrer que u € L* avec
HU”Loo S A.

Exercice 5.9 (Théoréme de Lusin) Soit Q un ouvert borné de R? et f me-
surable Q@ — R. Montrer que pour tout € > 0, il existe g € C.(Q) tel que
H{f # g} < e. Dans le cas ot f € L™ montrer que g peut étre choisie
satisfaisant en plus ||g||p= < || f||Le

Exercice 5.10 (Théoréme d’Egorov) Soit 0 un ouvert de R de mesure fi-
nie, (fn) et f mesurables telles que (f,) converge vers f p.p. Montrer que
pour tout € > 0, il existe A. C Q mesurable tel que |2\ A| < € et (fn)
converge uniformément vers f sur A..

Exercice 5.11 Soit p € [1,00] et f € LP(RY), montrer que
lim [|7,f = fll» =0

(on rappelle que T, f(x) := f(xz + h)).
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5.4 Compacité dans L?

Nous avons déja vu que LP est réflexif pour 1 < p < oo il résulte donc du
théoreme de Kakutani que les parties bornées de LP sont faiblement relati-
vement compactes et du théoreme 3.5 (ou du fait que LY est séparable) que
les suites bornées de LP admettent des sous-suites faiblement convergentes :

Théoréme 5.18 Soit p €|1,00[. Toute partie bornée de LP est faiblement
relativement compacte. Toute suite bornée de LP posséde une sous-suite qui
converge faiblement o(LP, LP").

Pour p = oo, comme L> = (L')" on a comme conséquence immédiate du
théoréme de Banach-Alaoglu-Bourbaki d’une part et de la séparabilité de L*
et du corollaire 3.6 d’autre part :

Théoreme 5.19 Toute partie bornée de L™ est faiblement * relativement
compacte. Toute suite bornée de L™ posséde une sous-suite qui converge fai-
blement -+ o(L>, L1).

Pour la compacité forte, on a le critere suivant :

Théoréme 5.20 (Théoreme de compacité de Riesz-Fréchet-Kolmogorov) Soit
p € [1,00[ et F une partie bornée de LP(Y). Si d’une part pour tout e > 0 et
tout w CC Q il existe § : 0 < < d(w, R\ Q) tel que

sup | 7f — fllorw) <&, YheR? ¢ |n] <6
feFr

et d’autre part pour tout € > 0 il existe w CC § (i.e. w ouvert, @ compact et
inclus dans Q) tel que

sup || fllzrw) < €
feFr
alors F est relativement compact dans LP(S).

Preuve:
Comme LP(Q)) est complet il suffit de montrer que F est précompact dans
LP(€2). Soit donc € > 0, il s’agit de montrer que F peut étre recouvert par un
nombre fini de boules de rayon € de LP(€2). On commence par choisir w CC 2
tel que

5
sup || fll e ) < 3 (5.8)
fer
c’est a dire
€
sup || f — fxwllze@) < 3 (5.9)
I
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Par hypothese, il existe n € N* tel que n™! < d(w,R?\ Q) et

€
sup | 7nf — fllr) < g,‘v’h eR? . |h| <nh (5.10)
feF

Soit p, un noyau régularisant (C°, positif, & support dans B(0,n"!) et
d’intégrale 1) et

Fow = pn*f) |z, f€F}
Pour fe Fetxz e ona

(nr =N [ pulr-af@) = Fla)ldn
B(0,n—1)
et donc avec I'inégalité de Jensen
purd =P@P< [ | oWlraf@) = Sl
0,n—
et donc en utilisant le théoreme de Fubini et (5.10) on a

lowf = Flin < |

B(0,n—1)

pulW)I7-nf = Flpth < (5)

ainsi

. (5.11)

Wl ™

sup |[pn x f = fllorw) <
fer

Pour f € F on a
[lon % fllzee )y < llonll o 1F 1| o
et
IV (o x Pl @) < IV ullpo [ f1] o

de sorte que F,, est uniformément bornée et équilipschitzienne et donc, en
vertu du théoreme d’Ascoli, relativement compact dans C(@) et donc aussi
dans LP(w). Il existe donc N et gy, ..., gy dans LP(w) (qu’on prolonge par 0
en dehors de w) tel que
N
£
fn,w C Z:LJIB(Q“ 5)

Grace a (5.9) et (5.11) on en déduit que

N
./Tn,w C U B(gl,é')

i=1

ce qui acheve la démonstration.
O
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Exercice 5.12 Montrer que les conditions sur F dans le Théoreme de Riesz-
Fréchet-Kolmogorov sont en fait aussi nécessaires pour la relative compacité

de F.

Exercice 5.13 Soit g € L', F une partie bornée de LP(RY) et w un ouvert
borné de R, montrer que {(g* f)Xw, f € F} est relativement compact dans
LP(w). Le résultat précédent est-il vrai quand on remplace w par R4 2

5.5 Compacité faible dans L'

Définition 5.1 Soit Q un ouvert borné de R% et F une partie bornée de
LY(2), alors F est dite uniformément intégrable si Ve > 0, 3§ > 0 tel que

/ |f| < e, pour tout f € F et tout A C Q tel que |A| <. (5.12)
A

Le théoreme de Dunford-Pettis énonce que I'uniforme intégrabilité est une
condition nécessaire et suffisante de relative compacité faible dans L'. Nous
nous contenterons ici de démontrer le caractere suffisant pour la compacité
faible séquentielle, la preuve du caractere nécessaire étant a priori moins utile,
nous renvoyons le lecteur intéressé a [6] pour plus de détails.

Théoréme 5.21 (Dunford-Pettis) Soit Q un ouvert borné de RY et F une
partie bornée de L*(QQ), alors si F est uniformément intégrable, de toute suite
de F, on peut extraire une sous suite convergeant pour a(Ll7 L>).

Preuve:
On commence par remarquer que 1’on peut supposer les éléments de F positifs

(écrire f = fy — f_ et remarquer que {fy, f € F} sont uniformément
intégrables). Soit (f,) une suite de F, pour tout k € N* on pose f* :=

faX{fo<ky- Soit C' = sup,, [ fn, on a

Oz/fnzk\{fn>k}|

il résute donc de I'uniforme intégrabilité de F que

lim sup / fn=0
Fooe n Jifa>k
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et donc que

8 = sup || fu = fullr = sup/ fn — 0 quand k — oo. (5.13)
n {fn>k}

n

On remarque ensuite que comme (f¥),, est bornée dans L™, elle admet une
sous-suite qui converge pour o(L>, L) et donc a fortiori pour o(L!, L>)
(c’est ici quintervient le fait que Q2 soit borné). On applique alors le procédé
habituel d’extraction diagonal de Cantor. Pour tout k, il existe ¢y, strictement
croissante de N dans N et il existe f* € L™ tels que (f fzk (n)) converge vers f*
pour o (L', L>) quand n — oo (et on choisit ;1 de la forme i1 = @r oYy,
avec 1y strictement croissante de N dans N de sorte que ( fik(n)) converge
vers f! pour [ < k). On a

et de plus (f*) est croissante par rapport & k (passer a la limite dans [ g(f**'—
%) > 0 pour g > 0, g € L™®). 1l résulte donc du théoréme de convergence
monotone de Beppo-Levi que (f*) converge fortement dans L! vers f. Il nous
reste maintenant a montrer que (fym)) (avec ¢(n) := ¢,(n)) converge vers f
pour o(L', L>). Soit g € L™, & > 0 et kq tel que

19lloo (Grg + 175 = Fllze) <

DO ™

on a alors
| [ ot = D] =] [ ottun = 10y + 150 = 14 50— )
<5+ | [t -

et comme (f* ), converge faiblement dans L' vers f*, on a pour n assez
¢(n) ’

grand
)/g<f<p(n) —f)|<e

ce qui acheve la preuve.
O

Exercice 5.14 Montrer que l'uniforme intégrabilité est aussi une condition
nécessaire a la relative compacité faible séquentielle.
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Exercice 5.15 Soit F une partie bornée de L*(Q2). Montrer que F est uni-
formément intégrable si et seulement si

sup/ |lfl — 0, quand M — 4.
fer J{IfI>M}

Exercice 5.16 (Critére de de La Vallée-Poussin) Soit F une partie bornée
de L'(Q). Montrer que F est uniformément intégrable si et seulement s’il
existe une fonction g : Ry — Ry croissante (et que l’on peut en outre choisir
conveze) et telle que g(t)/t — +o0 quand t — oo et

sup/ﬂg(|f(x)])da: < 4o00.

fer

Pour les suites bornées de L' (mais non nécessairement uniformément
intégrables) on a le résultat suivant que nous donnons ici sans démonstration :

Lemme 5.8 (Biting Lemma) Soit Q un ouvert borné de R? et (f,) une suite
bornée de L*(Q2). Il existe une suite décroissante d’ensemble mesurables (Ey,)
telle que |Ep| — 0 et une sous suite de (fn), (fn,) tels que (Xo\g, fn,) SO
uniformément intégrable.

Nous évoquerons au prochain chapitre le principe de concentration-compacité

de Pierre-Louis Lions qui donne précisément les différents comportements
possibles des suites de mesures de probabilité sur R

109



Chapitre 6

Espaces de mesures

6.1 Rappels sur les espaces de fonctions conti-
nues

Rappelons a toutes fins utiles le théoreme d’Ascoli-Arzela que nous avons
d’ailleurs déja utilisé a plusieurs reprises

Théoréme 6.1 (Théoreme d’Ascoli-Arzela) Soit (K, d) un espace métrique
compact et F une partie bornée de C(K) uniformément équicontinue c’est a
dire vérifiant : pour tout € > 0, il existe § > 0 tel que pour tout (v1,z5) € K>
st d(z1,x9) < 6 alors

[f(x1) = f(z2)] <&, Vf e F.
Alors F est relativement compacte dans C(K).

En pratique, pour montrer I'uniforme équicontinuité d’une famille F on
montre souvent (et c¢’est équivalent !) qu’elle possede un module de continuité
uniforme c’est a dire une fonction croissante w tendant vers 0 en 0 et telle
que

’f(xl) - f($2)| < W(d(afly-TQ)), V(ﬂfl,ﬂfg, f) c K?x F.

Pour w(t) = Ct, on a une famille équilipschitzienne, pour w(t) = Ct* avec
a < 1, une famille équi-Holderienne d’exposant a....

Proposition 6.1 (Lemme d’Urysohn) Soit (X, d) un espace localement com-
pact (c’est a dire dont tout point possede un voisinage compact) soit K une
partie non vide compacte de X et V un ouvert contenant K alors il existe
f € Ce(X) tel que xre < f < xv-
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Preuve:
Il est facile de voir qu’il existe O, voisinage ouvert et relativement compact
de K contenu dans V. En posant :

d(z, X \ O)

X
Ao )+ dw, X\ 0y "©€

flz) =

il est clair que f a les propriétés requises.
O

Proposition 6.2 (Partition de l'unité) Soit (X, d) un espace localement com-
pact, K une partie compacte de X et Vi, ..., V,, un recouvrement ouvert de K .
Il existe g1, .., gn € Co(X)™ vérifiant 0 < g; < 1, supp(g;) C V; et

Zg,(:p) =1, Vz € K.
i=1

La famille g1, .., g, s’appelle partition de 'unité subordonnée au recouvrement

Vi, ...V, de K.

Preuve:
Pour tout z € K, il existe W, un voisinage ouvert de z tel que W, soit
compact et inclus dans 1'un des V;. Par compacité de K, on peut le recouvrir
par les ouverts W, j = 1,...,p. On définit alors pour i = 1,...,n

K= |J W,
j:ijCVi

On déduit du Lemme d’Urysohn qu’il existe f; € C.(X), tel que g, < fi <
Xv;. Définissons

g1 = f1, g2 = fo(1 — fl), ceeny Gn 1= fn(l - fnfl)----(l - f1)
on a alors

o) = 1= (1= fi(@)-(1 = (@)

orsiz € K, z € K; pour un certain i et donc » ., g;(x) = 1.
O

Théoréme 6.2 (Prolongement de Tietze) Soit (K,d) un espace métrique

compact, F' un fermé de K et f € C(F), alors f admet un prolongement
continu a K.
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Preuve:
Soit w un module de continuité de f sur F' (correctement défini car I est
compact et donc f est uniformément continue sur F') qu’on suppose sans
perte de généralité sous-additif (w(s +t) < w(s) + w(t)). Pour tout x € K

posons
g(w) = it {f(y) +wld(z,y))}

on vérifie sans peine que g prolonge f et admet w comme module de conti-
nuité. O

Théoréme 6.3 Si (K,d) est un espace métrique compact alors C(K) est
séparable.

Preuve:
K étant compact, il est séparable; soit donc {z;},en dense dans K. Pour
tout ¢ € N et n € N, on déduit du lemme d’Urysohn qu’il existe f;,, € C(K)
vérifiant
XB(zs2-n-1) < Jim < XB(ai,2—)-

Pour tout n, il existe I,, C N fini tel que

K= U (25,2771

ZEIn

on pose alors pour tout n € N et tout 7 € I,

() = fi,n(x)
Gin(T) Zjeln fj,n(l’_)’

On vérifie sans peine que l'espace vectoriel sur QQ engendré par la famille
{gim, n €N, i € I,,} est dense dans C(K).

O

On déduit des résultats précédents que si I'espace métrique (X, d) est o-
compact (i.e. réunion d’une suite croissante de compacts K,,) alors C.(X)
(limite inductive des espaces Ck, (X)) est séquentiellement séparable.

Vo € K.

6.2 Théoreme de Riesz et mesures de Radon
dans le cas compact

On rappelle que si (X, d) est un espace métrique (ici on ne considerera
par simplicité que ce cas méme si la plupart des résultats de ce chapitre
s’étendent au cas séparé), sa tribu Borélienne, By, est par définition la tribu
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engendrée par ses ouverts. Une mesure borélienne sur X est une mesure
définie sur la tribu borélienne de X (c’est a dire une application o-additive
de By a valeurs dans [0, oc]). Nous omettrons parfois par la suite le terme
borélienne, étant entendu implicitement que nous ne considererons que des
mesures boréliennes. On dit en outre que p est finie si u(X) < 400 et que p
est o-finie s'il existe une suite croissante de Boréliens B, telle que X = J, B,
et u(B,) < 400 pour tout n. Les mesures boréliennes régulieres sont définies
comme suit :

Définition 6.1 Soit (X,d) un espace métrique et p une mesure borélienne
sur X alors p est dite régquliére si pour tout A € Bx on a

w(A) = inf{u(O) : O ouvert, A C O}

et
p(A) = sup{u(K) : K compact, K C A}.

Si (X, d) est compact et p est une mesure borélienne finie alors la forme
linéaire 7, définie par

T(f) = /X fdu, Vf € C(X)

est continue (|7, (f)] < || fllu(X)) et positive au sens ou T},(f) > 0 pour tout
f>0. Comme on a 7),(1) = pu(X) on a:

1Tullocxy = m(X).

Le théoreme de représentation de Riesz énonce (entre autres) que réciproquement
toute forme linéaire continue et positive sur C'(X) se représente par une me-
sure borélienne finie.

Théoréme 6.4 (Théoreme de représentation de Riesz, cas compact et posi-
tif) Soit (X, d) un espace métrique compact et T une forme linéaire conti-
nue et positive sur C(X). Il existe une unique mesure borélienne finie et
réguliere p sur X telle que T'=1T),.

Preuve:
Nous allons diviser la preuve (qui n’est pas compliquée mais relativement
longue si I'on veut en donner tous les détails) en plusieurs étapes.

Etape 1 : unicité
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Si deux mesures (positives) boréliennes y et v représentent 7 on a [ < fdp =
Jx fdv pour tout f € C(X). Soit K un fermé (donc un compact) de X
et V, ={zr € X : d(z,K) < 1/n}, par le lemme d’Urysohn, il existe
fn € C(X) tel que xx < fr < xv,, on a donc

K)g/xfndu:/xfndVSV(V)

,u(K)<hmV —y<ﬂV>—1/

et donc

On en déduit que p et v coincident sur les fermés, un argument classique de
classe monotone permet d’en déduire que p = v.

Etape 2 : définition et propriétés de p sur les ouverts et sur les
compacts

Pour tout ouvert V' de X on pose

u(V) :==sup{T'(f), f € C(X), 0 < f <xv}. (6.1)

Par construction p est positive et monotone au sens ou si Vi et V5 sont
des ouverts et si Vi C Vi, alors u(Vy) < u(Va). Soit (V,), des ouverts de
X et feCX)tel que0 < f < xu,v, comme supp(f) est compact, il
existe N tel que supp(f) C UN_,V,,. Soit gi, ..., gy une partition de 'unité
subordonnée au recouvrement V7, ..., V. Utilisant la linéarité de T et le fait
que 0 < fg, < xv,, on a alors

T(f)=) T MSX: SESINA

passant au supremum sur tous les f € C(X) tels que 0 < f < xy,v, on en

déduit . -
ugyﬁsme. (6.2)

Soit maintenant V; et V5 ouverts disjoints et € > 0 et pour i = 1,2, f; € C(X)
tel que 0 < f; < xy, et

15
T(fi) =2 p(Vi) — B
on a alors 0 < fi + fo < Xy + Xv, = Xwuw, de sorte que

p(ViuVa) > T(fi + fa) = (Vi) + p(V2) — &
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On a donc p(Vy U Vy) = u(Vy) + u(Vz) pour tout couple Vi, Vo d’ouverts
disjoints. On en déduit qu’on a la propriété d’additivité sur les ouverts :
pour toute famille finie d’ouverts disjoints Vi, ..., Vy on a :

u( ij V) = ﬁju(vn» (6.3)

Pour tout compact (i.e. fermé) K de X, on pose
p(K) :=inf{u(V) : V ouvert, K C V'}.

Evidemment, p ainsi définie sur les compacts est monotone pour l'inclusion
(et par monotonie, on vérifie sans peine que si K est a la fois ouvert et fermé
alors les deux définitions de p(K') coincident). Soit K et K deux compacts,
e > 0 et V;, V5 deux ouverts tels que K1 C Vi, Ky C V5 et

p(VA) < pu(E) + 5, lVe) < () + 5

on a alors avec (6.2)

p(K1 U Ks) < p(ViUVa) < (Vi) 4 u(Va) < p(Kq) + p(Ks) + &

Supposons maintenant que les compacts K; et K, sont disjoints. Soit
e > 0 et V ouvert contenant Ky U K tel que u(V) < pu(K1UKy) +¢, il existe
alors V] et V5 ouverts disjoints contenant respectivement K, et Ky tels que
ViUV, CV et donc

WL U K) > (V) — & > p(UVh) — e
= (Vi) + p(Va) — & > p(K) + (i) — €

on a donc p(Ky3UK>s) = p(K7)+ p(Ksy) pour tout couple K7, Ky de compacts
disjoints et par suite, pour toute famille finie de compacts disjoints K7, ..., K

A@Kazﬁmm» (6.4)

Etape 3 : mesure intérieure, mesure extérieure
Pour tout A C X, on définit

ps(A) :=sup{u(K) : K compact, K C A}

et
p*(A) :==1inf{u(V) : V ouvert, A C V}.
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Il est facile de voir que u, < p* et que p, et p* sont monotones pour I'inclu-
sion. On pose ensuite

B:={ACX : p(A)=p"(A)}

et 'on définit © = p, = p* sur B. Notons que par construction, les com-
pacts appartiennent a B. Montrons que B contient aussi les ouverts. Par
construction, pour tout ouvert V on a u(V) = p*(V) > p. (V). 1l s’agit de
montrer I'inégalité inverse, soit donc f € C(X) tel que 0 < f < yy, posons
K := supp(f) et soit W un ouvert contenant K, d’adhérence incluse dans
V. D’apres le lemme d’Urysohn, il existe g € C'(X) tel que xx < g < xw-
Comme W est compact et inclus dans V' et par monotonie de T on a donc

Tf<Tg<pu(W)<pW) < p(V)

passant au supremum sur f on a obtient u(V) < u. (V). Ainsi B contient les
ouverts de X.

Etape 4 : premieres propriétés de o-additivité

Soit (A,), € BY disjoints on se propose de montrer que

G Ay € Bet i G An) = iu(An). (6.5)

Soit € > 0 et pour tout n soit K,, un compact inclus dans A,, tel que
€

on a alors (en utilisant la monotonie de p,, le fait que les K, soient disjoints

et (6.4))

(Ua) 2 (Ua)=n(Un)

et donc

u(UA> Zu (6.6)

n=1

Soit V,, un ouvert contenant A,, et tel que

(V) < p(An) + 2—n
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on a alors en utilisant (6.2)

(. U 4,) < u(n@lvn) <3,

3
—_

Avec (6.6), et le fait que p, < p*, on en déduit bien (6.5).
Etape 5 : B est une c-algebre contenant les boréliens.

Avec ce qui précede, il est facile d’établir que
B={ACX : Ve>0,3K (compact) C ACV (ouvert) et u(V \ K) <e}

on en déduit immédiatement que B est stable par complémentaire et donc,
avec Iétape 4 que B est une g-algebre. Comme B contient les ouverts (étape
3), B contient les boréliens. En outre, il résulte de 1'étape 4 que p est o-
additive sur B et par construction u est réguliere (ou plus précisément sa
restriction a By est réguliere).

Etape 6 : ;1 représente T'.

Soit f € C(X), montrons que T(f) = [y fdu, par linéarité notons qu’il
suffit de montrer T'(f) < [, fdu. Comme T(1) = p(X), on peut sans perte
de généralité (ajout d’une constante a f et homogénéité) supposer que 0 <
f<1.Soite>0et N=N,= "'+ 1, pour tout k € {0, ..., N} posons

Ap:={ze X : (k—1)e < f(x) < ke}.

Pour tout k soit Vi, un ouvert contenant Ay, et tel que u(Vi\ Ax) < e/(N+1),
sans perte de généralité on peut supposer que f < (k+1)e sur V. On a alors

N
/fdu SO0k — Den(Ay) >
k=1

Soit gp, ..., gy une partition de I'unité subordonnée au recouvrement de X
par les V}, on a alors

N N N
:ZT(fgk Zk:—i—laTgk Zk—l—lgqu;

et donc on obtient bien que T'(f) < [ « fdu en faisant tendre € vers 0.
O

Mz

k—1Deu(Vi) —
k=1
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Corollaire 6.1 Toute mesure borélienne finie sur un métrique compact est
réquliere.

Définition 6.2 Soit (X,d) un espace métrique compact, on appelle mesure
de Radon sur X toute forme linéaire continue sur C'(X). On note M(X) :=
C(X) lespace des mesures de Radon sur X et pour tout T € M(X) :

1T mexy = TNy = sup{T(f), fe CX), [[fIl <1}

Evidemment pour une mesure de Radon positive 7" =T, on a

1T || amexy = T(1) = p(X).

Le théoreme de Riesz nous a permis d’identifier les mesures de Radon po-
sitives sur X aux mesures boréliennes finies. Le résultat suivant permet de
décomposer toute mesure de Radon en partie positive et négative et ce de
maniére canonique (minimale en un certain sens) :

Proposition 6.3 Soit (X, d) un espace métrique compact et T une mesure
de Radon sur X. Définissons pour tout f € C(X), f >0 :

TH(f):=sup{T(g9) : g€ C(X)0<g< f},
T(f)=-inf{T(g) : g€ C(X)0<g< f}
et, pour tout f € C(X) (en posant f, = max(f,0) et f- = max(—f,0)) :
TH(f) =T (f4) =T(f-), T°(f) =T (f+) =T (f-)

alors TT et T~ sont deur mesures de Radon positives (appelées respective-
ment partie positive et négative de T). On a T =TT =T~ et

1Tl ey = 1T ey + 1T oy = T7(1) + T7(1). (6.7)

De plus la décomposition de T = T+ — T~ est minimale en ce sens que i
T =T, — Ty avec Ty et Ty, mesures de Radon positives alors Ty > T et
T, >T".

Preuve:
Montrons d’abord la linéarité de TF. Soit f; et fo dans C(X), positives, on
a

T (f1) + T (fo) = sup{T(g1 + 92), g: € C(X), 0< g; < f;} < TH(f1 + fo).
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Soite >0etge C(X),0<g< fitfotelque TH(fi+/f2) <T(9)+e. Ona

alors g = min(g, f1)+(g— f1)+ et comme 0 < (g— f1)+ < f2, min(g, f1) < f1,
on a

TH(fi+ f2) < T(min(g, /1)) +T((g — f1)+) +e <T (1) +TT(fo) + ¢

de sorte que
TY(fi+ fo) = T(f1) + TT(f2),Vfi1, f2 continues et positives.

Soit fi et fy dans C(X), positives, et f := f1 — fo = fi — f_, il découle de
ce qui précede et de fi1 + f- = fo + f+ qu'on a

TT(f) +TT(f<) =T (f2) + T (f+)

et donc

TH) =T (fr— fo) =T (f+) = TT(f-) =T7(f1) = T"(f2)

en particulier comme T7(0) = 0ona Tt (—f) = =T (f) et comme TT(\f) =
ATH(f) pour tout A > 0 la linéarité de T'" est établie. La continuité de T'F
découle immédiatement de sa positivité (TH(f — ||f|]) < 0 et donc T (f) <
NAIT*(1) < | FINT || amcx))- Ensuite, on remarque que si f € C(X) et f >0
alors

(TT =T)(f) =sup{T(g— f) : 0<g<f}
=sup{—T(h) : 0<h < f}=T"(f)

on a donc T~ (f) =T(f) —T(f) pour tout f > 0 et ceci est également vrai
pour tout f € C(X) (écrire f = f. — f_). La linéarité et la continuité de 7"~
en découlent (sa positivité est évidente) ainsi que U'identité T'=T+ — T~

D’une part, si f € C(X) et ||f]| < 1onaT(f) =T"(f)—T (f")+
T=(f7) <T*T(1)+ T (1) et donc ||T||pmex)y < TH(1) + T~ (1). D’autre part,
on a

TH)+T-(1) =sup{T(f—g) : 0< fg<1}
<sup{T'(h) : he C(X), [|hl <1} = [T mx)

on a donc bien (6.7).
Enfin, montrons que la décomposition T = T — T~ est minimale. Si
T=T,—"1TyonaT <T; et donc pour tout f > 0 on a

TH(f) <sup{Ti(g) : g€ C(X), 0<g < f}=Ti(f)
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et donc Ty < Tj.

O

En particulier 7, — T est l'unique décompostion de T" comme différence
de mesures de Radon vérifiant la propriété (6.7). On déduit immédiatement
de la proposition précédente et du théoreme de Riesz 6.4 le théoreme de
représentation suivant :

Théoréme 6.5 (Théoreme de représentation de Riesz, cas compact) Soit
(X, d) un espace métrique compact et T une mesure de Radon sur X, alors il
eziste deux mesures boréliennes (positives) finies p11 et po telles que T =T,
T,,. En outre, il existe une unique représentation sous la forme précédente
vérifiant

[T mexy = pa(X) + p2(X).

Autrement dit, le théoreme de Riesz 6.5 permet d’identifier les mesures
de Radon sur X aux mesures signées c’est a dire différences de deux mesures
boréliennes (positives) finies. Si p est une mesure signée s’écrivant 1 = g — puz
avec p1 et po positives, la proposition 6.3 fournit une maniere minimale
de décomposer p en partie positive et négative : on décompose T' = T, =
T,, — T,, en sa partie positive et négative T'= T+ — T~ =T, — T,  avec
[y et p_ représentant respectivement TF et T~. On vérifie immédiatement
que g = py — p—, iy et p_ s’appellent respectivement partie positive et
négative de p. La décomposition ¢ = py — p— est minimale au sens ou si
(b= j1 — po avec p; positive alors py > py et po > p_. Intuitivement quand
on décompose (= ji; — o en iy — f— on a retiré la masse commune a fuq et
[2; on s’attend donc a ce que py et p_ n’aient pas de partie en commun en
un certain sens. On peut donner un sens précis a cette intuition au travers
de la notion de mesures étrangeres :

Lemme 6.1 Soit i une mesure signée sur le compact (X,d) de partie posi-
tive puy et de partie négative p_. Alors py et pu_ sont étrangéres : il existe
un borélien A de X tel que p4(A) = py(X) et u—(A) =0 (autrement dit ji4
est portée par A et p_ par X \ A).

Preuve:
Nous savons que

supl [ fdp = [ fdu s £ € COOIAI= 1) = e (3X) + - (X)

et donc pour tout k > 1, n > 1, il existe f;,, € C(X), tel que ||f;m|| <let
i (X) + / Fondiie — / -
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en posant Vi, := {fr., > 0} on a donc

()40 < [ i [ (o= + 5

k2n
< i (Vien) + (X \ View) + 5
et donc 1
e (X \ Vi) + p— (Vi) < Ton” (6:8)
Posons

AU

il découle de (6.8) que p—(A) =0et puy (X \A)=0.0

Soit ;1 = py — p— une mesure signée sur X et A, borélien tel que u_(A) =
p (X \ A) = 0. La mesure positive |u| := us + pu_ est appelée mesure de
variation totale de la mesure p. Pour tout B € Bx on a

p+(B) = py (BN A) = (BN A) = |u|(BNA),
p-(B) = p-(B\ A) = —pu(B\ A) = [u|(B\ A).

On appelle variation totale de p et 'on note ||u||ry la norme ||7),|| p(x) :

llloy = sup / Felp = 10 () + u(X) = 1] ().
IfI<tJx

Enfin, on aurait tout aussi bien pu définir les parties positive et négatives
de la mesure signée p comme étant 'unique couple de mesures positives
étrangeres dont la différence est p.

Exercice 6.1 Montrer que ||p||rv est le sup sur les familles finies de Boréliens
disjoints (A;) de X de la quantité

Z |1 ( A7)

6.3 Mesures de Radon dans le cas localement
compact

Dans tout ce paragraphe, nous supposerons que (X, d) est un espace
métrique localement compact et o-compact au sens ou il existe une suite
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strictement croissante de compacts (X, ), d’'intérieur non vide tels que X,,, C
int(X,,+1) pour tout m et et X =J, X,, (autrement dit X,, est une suite
exhaustive de compacts de X'). Notons que ces hypotheses impliquent que X
est non compact (sans quoi on pourrait extraire un recouvrement fini du re-
couvrement de X par les ouverts int(X,,) ce qui contredirait le fait que X,
est strictement croissante). Notons également que tout compact de X est
contenu dans X, pour m assez grand. Le cadre localement compact couvre
naturellement le cas ou X = R? ou plus généralement X, ouvert de R?. Tou-
tefois, I'hypothese de compacité locale peut s’avérer restrictive et élimine de
fait certaines applications intéressantes en dimension infinie, ce qui explique
qu’on préfere parfois travailler dans le cadre plus général des espaces Polonais
(métriques séparables et complets), nous renvoyons le lecteur intéressé aux
notes de cours de Cédric Villani [21].

Exercice 6.2 Soit (X, d) vérifiant les hypotheses de ce paragraphe, montrer
que X est séparable et complet.

Comme X n’est pas compact, on est naturellement amenés a distinguer
différents espaces de fonctions continues sur X (et a nous intéresser tout
particulierement a leur dual topologique respectif) :

— C.(X), l'espace des fonctions continues a support compact : c’est la

réunion des espaces Cy, (X) des fonctions continues a support dans
X, Ce(X) est muni de sa topologie limite inductive des espaces C,, (X),
ainsi une forme linéaire T est continue sur C,(X) si et seulement si pour
tout m, il existe une constante C' = (), telle que

T(Hl<C sup |f(x)], Vf € C(X) @ supp(f) C Xy

ce qui revient aussi a dire que pour tout compact K de X, il existe une
constante C' = Ck telle que

()] < ng}glf(x)h Vf e C(X) : supp(f) C K

On appelle espace des mesures de Radon (localement finies) sur X et
I'on note My.(X) le dual topologique de C.(X),

— Cy(X) est l'espace des fonctions continues bornées sur X, muni de la
norme uniforme, c’est un espace de Banach (non séparable),

— Cy(X) est 'espace des fonctions continues sur X, tendant vers 0 a
'infini, ¢’est a dire des fonctions f € C'(X) telles que pour tout € > 0 il
existe m tel que | f(x)| < e pour tout z € X'\ X,, (ce qui est évidemment
équivalent a : pour tout € > 0 il existe un compact K de X tel que
supgex\i [f(2)] <€) 5 Co(X) est un sev fermé de Cy(X) et donc est de
Banach pour la norme uniforme.
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Exercice 6.3 Montrer que Cy(X) est séparable mais que Cy(X) ne lest pas,
que Co(X) est fermé dans Cy(X) et que Co(X) est dense dans Co(X) (pour
la norme uniforme).

Nous allons commencer par traiter le cas de C.(X) et de son dual. Rappe-
lons que C.(X) muni de la topologie limite inductive des espaces C,, (X) est
complet et séquentiellement séparable. Comme dans le paragraphe précédent
on dit que la forme linéaire T" sur C.(X) est positive si T'(f) > 0 pour tout
f € CuX), f > 0. On vérifie facilement que toute forme linéaire positive
sur C.(X) est une mesure de Radon. On adapte facilement les arguments
du paragraphe précédent pour montrer que toute mesure de Radon sur X se
décompose en la différence de deux mesures de Radon positives. En adaptant
les arguments du cas compact, on obtient alors le résultat de représentation
suivant :

Théoréme 6.6 (Théoreme de représentation de Riesz, cas non compact)
Soit T une mesure de Radon sur X alors il existe couple de mesures boréliennes
(positives) jiy et u_, finies sur les compacts de X telles que

7(0) = [ g = [ g, vt e )

Autrement dit, les mesures de Radon sur X se représentent par des mesures
signées sur X de la forme p, — pu_ avec puy et p_ positives et finies sur les
compacts (par la suite nous appellerons simplement de telles mesures mesures
signées). On a I'unicité dans la représentation précédente si on impose en plus
que les restrictions de p+ a tout compact sont étrangeres. Si €2 est un ouvert
de R?, les distributions d’ordre 0 sur €2 sont donc les mesures boréliennes
signées, finies sur les compacts.

On déduit des résultats généraux du chapitre 1, un premier résultat utile
de compacité séquentielle :

Proposition 6.4 Soit (T,,) une suite de mesures de Radon sur X telle que
(T.(f))n est bornée pour tout f € C.(X) alors il existe une mesure de Radon
T et une sous-suite de (1,,) de (1) telles que

T (f) = T(f), VI € Ce(X).

Preuve:
11 résulte du théoreme de Banach-Steinhaus (sous la forme de la proposition
1.7) que

f€C(X) —p(f) = sup To(f)]
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est une semi-norme continue sur C,(X). Comme C.(X) est séquentiellement
séparable, le résultat cherché découle du théoreme de Banach-Alaoglu-Bourbaki
(sous la forme du théoreme 1.6).

O

On peut évidemment traduire cette propriété de compacité en termes de
mesures signées. Tout d’abord, on définit la convergence vague comme suit

Définition 6.3 Si (u,), et p sont des mesures signées sur X, on dit que
(in) converge vaguement vers X si

/deunﬁ/xfdu, Vf € C.(X).

Ensuite la proposition 6.4 traduit le fait que si ([, fdu,) est bornée pour
tout f € C.(X) alors (u,) possede une sous-suite qui converge vaguement.
Par exemple, toute suite de mesure de probabilité possede une sous-suite
qui converge vaguement (mais sa limite n’est pas forcément une mesure de
probabilité, il peut y avoir perte de masse comme le montre I’exemple p,, = 9,
sur R qui converge vaguement vers 0).

On va maintenant s’intéresser au dual topologique de ’espace de Banach
Co(X) et montrer qu’il peut s’identifier a 'espace des mesures signées finies
(i.e. de le forme py — p_ avec pr > 0 et pse(X) < 400).

Lemme 6.2 Soit T une forme linéaire positive sur Co(X) alors T est conti-
nue.

Preuve:
Si T n’était pas continue on pourrait pour chaque n trouver f,, € Cy(X) telle
que T(fn,) > n et ||fu]| < 1, quitte & remplacer f, par sa partie positive on
peut en outre choisir les f,, positifs. La série > n=2f,, converge normalement
dans Cy(X) et donc converge car Cy(X) est de Banach, notons f sa somme
on a alors pour tout

N N
1 1
T(5)2 Y ST() 2 30 F oo quand ¥ o
n=1 n=1

ce qui est absurde.
O

En procédant comme pour la proposition 6.3 on a
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Lemme 6.3 Soit T € Co(X)', il existe un unique couple (T*,T~) de formes
linéaires positives sur Co(X) telles que T =T+ =T~ et

HT”CO(X)’ = HT+”CO(X)/ + HT_HCO(X)

Il est clair que si g = p4 — p— est une mesure signée finie alors 7}, :
feCy(X)—Tuf) = [y fdus — [ fdpu— est une forme linéaire continue et
que | Tylleoxy < p|(X) = ps(X) + p—(X). Si en outre, on impose que 4
et p_ sont étrangeres alors

I Tullcoxy < 1ul(X) = p (X) + p(X).

Le théoreme suivant énonce que réciproquement tout élément de Cy(X)' se
représente par une mesure signée finie :

Théoréme 6.7 (Théoreme de représentation de Riesz, cas non compact,
dual de Cy(X)) Soit T' € Co(X)', alors il existe couple de mesures boréliennes
(positives) finies . et p_, telles que

Tf)—/de,qu—/de,u, Ve Co(X).

Preuve:
Comme T € C.(X), il découle du théoreme 6.6 qu’il existe des mesures
boréliennes p, finies sur les compacts telles que

() =THO~T7() = [ faue = [ fan ¥5 e Cux). (69)

Montrons que gy et p_ sont finies. Supposons par I'absurde que py(X) =
5 b (X \ X = 3 (105 (0X,) 11 (i1 (X0) \ Ko 1) = 00 de sorte que
I'une des séries de terme général 1, = 14 (0X,,) ou 1, = pog (int (X, ) \ Xo—1)
diverge. Supposons que Y 7, = 400 avec Ny, = 4 (0X,,). Soit alors V,,
des voisinages ouverts de 0X,, deux a deux disjoints et g, € C.(X) tel
que Xox,, < gm < Xxv,,.- Comme » 7, = 400, il existe une suite ¢,, > 0,
cm — O telle que Y ¢y = 400 (choisir my, strictement croissante telle que
Dot "0 > 1ot ¢, = k7 pour m € {my, ..., mpp1 — 1}). On pose alors
g =Y. Cmgm comme les g, ont des supports disjoints et comme ¢,, — 0
on a g € Cy(X) et donc

cmTJr

m=1 m=1

Cm/~L+ aX

s
M:
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ce qui constitue la contradiction recherchée. Si > 1, = +oo avec n,, =
py (int(X,) \ Xpno1), on choisit pour chaque m un compact K, C int(X,,) \
X1 tel que py (Kp) > 0 — 2771 puis g, € Cu(X) tel que g, < gm <
Xint(X,m)\Xm_; €t I'on procede exactement comme dans le cas précédent.

Comme p- sont finies, le fait que pu, — pu_ représente effectivement T
découle de (6.9) et de la densité de C.(X) dans Cy(X).

O

Comme dans le cas compact, on a unicité de p4 et p_ si 'on impose en
outre

[Tullcoy < pl(X) = py (X)) + p-(X).

Attention : dans le cas ou X n’est pas compact, et en notant Cp(X)
I'espace des fonctions continues bornées sur X (muni de la norme uniforme
qui en fait un espace de Banach), on ne peut identifier les formes linéaires
continues sur Cy(X) & des mesures. En effet soit F' le sev de Cp(R) formé
par les fonctions ayant une limite en +oc et soit T'(f) := lim,, f pour tout
f € F. Comme T(f) < || f]| pour tout f € F, on peut, grace au théoréme
de Hahn-Banach prolonger 7" en un élément (encore noté T') de Cp(R)’. Si T
était représenté par une mesure p, comme 7'(f) = 0 pour tout f € C.(R) on
aurait ¢ = 0 et donc aussi 7' = 0, ce qui est absurde.

Définition 6.4 On dit qu’une suite de mesures (finies) () sur X converge
étroitement vers une mesure (finie) p sur X si

/deuna/xfdﬂ, Vf € Cp(X).

L’important théoreme suivant (qui présente certaines analogies avec le
théoreme de Dunford-Pettis) donne un critere (la tension, propriété qui assure
que la masse "ne part pas a l'infini” et qui exclut en particulier les cas du
type pun, = 9, dans R) de compacité séquentielle pour la convergence étroite
dans les mesures positives

Théoréme 6.8 (Théoreme de Prokhorov) Soit (u,) une suite de mesures
positives sur X, si pu,(X) est bornée et si (u,) est tendue au sens ou pour
tout € > 0, il existe un compact K tel que

sup fin (X \ K) < e

alors () posséde une sous-suite qui converge étroitement vers une mesure

finie.
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Preuve:

Grace a la proposition 6.4, on peut supposer (a une extraction encore notée
(in) pres) que (u,) converge vaguement vers g € Mio.(X). Pour tout m, on
a alors u(X,,) < liminf, u,(X,,) < C et donc u(X) = sup,, u(X,,) < C de
sorte que p est finie. Soit £ > 0, comme pu(X,,) tend vers p(X), il existe m
tel que u(X) < pu(X,,) + ¢, ce qui montre que p est tendue. Soit maintenant
f € Cy(X), e >0et K un compact de X vérifiant sup,, (X \ K) < € et
p(X \ K) <e. Soit g € Ce(X) tel que xg < g <1, on a alors

( /de(/v‘n - u)‘ <| [ fgd(pn —p)| + ‘ /X F(1 = g)d (i, — u)(

X

= | | fodtn =] +| [ F(1=g)d(pn— )|

X

<| ] fodlun— )| + 2]

X\K

et on conclut en remarquant que puisque fg € C.(X), on a [ < fodpn —
Jx fgdp quand n — oco.

O

Pour comprendre l'intérét de la tension et du théoreme de Prokhorov
prenons 'exemple d'une suite de mesures de probabilité. Nous savons déja
qu'une telle suite possede (en sous-suite) une limite vague (positive) mais
que cette limite vague n’est pas forcément de masse 1. Si la suite est en outre
tendue, cette limite vague est une mesure de probabilité (prendre 1 comme
fonction-test dans la convergence étroite).

Mentionnons pour clore ce paragraphe I'important principe de concentration-
compacité di a Pierre-Louis Lions. Nous renvoyons le lecteur aux articles
célebres ([14]) pour la preuve et les applications de ce principe en calcul des
variations. Soit (11,) une suite de mesures de probabilité sur R? (pour faire
simple) alors il y a trois comportements possibles :

— I’évanescence :

VR > 0, lim sup p,(B(z, R)) =0,

" zeRd

— la concentration : il existe (x,) tel que pour tout € > 0, il existe R > 0
tel que pour tout n, on ait u,(B(z,, R)) > 1 —¢,

— la dichotomie : il existe a €]0, 1] tel que pour tout & > 0 il existe R > 0,
R, — oo et (z,) tels que pour tout n

|t (B(2, R) — | < € et pun(B(x,, R,) \ B(x,, R)) < e.
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6.4 Théoreme de Radon-Nikodym, désintégration
des mesures

Soit (X, B) un espace mesurable, v une mesure (positive) sur (X, B) et f
une fonction mesurable et positive, 'application

BGBH/de
B

est g-additive en vertu du théoreme de convergence monotone, c’est donc
une mesure p notée sous la forme dy = fdv. On dit que deux mesures u
et v sont étrangeres, ce que 'on note p L v si elles sont portées par deux
ensembles mesurables disjoints i.e. s’il existe A et B dans B et disjoints tels
que (X \A) =0 et v(X \ B) = 0. On appelle mesure signée finie toute
fonction de B dans R de la forme y = puy — p_ avec uy et p_ mesures
(positives) finies sur (X, B) et étrangéres. Notons que si gy et p— ne sont
pas finies alors on ne peut définir u, — p_ pour les B € B tels que 4 (B) =
p—_(B) = +oo la définition g = py — p_ est alors purement formelle. Le
théoreme de Hahn permet d’identifier les fonctions o-additives sur B a valeurs
dans R aux mesures signées finies, nous nous limiterons donc ici aux mesures
signées finies. On dira qu'une mesure signée finie p = p, —p_ est absolument
continue par rapport a une mesure v (ce que I'on notera p < v) si u(B) =0
pour tout B € B tel que v(B) = 0. Evidemment toute mesure de la forme
dyp = fdv = frdv—f_dv avec f € L'(v) est absolument continue par rapport
a v, le théoreme de Radon-Nikodym énonce précisément la réciproque. On dit
que la mesure signée finie p = py — pu_ est portée par A € B si et seulement
si pour tout B € B on a u(B) = u(B N A) et que deux mesures signées
finies p1 et po sont étrangeres (notation gy L po) si py et po sont portées
par deux ensembles mesurables disjoints. Notons que si la mesure signée finie
p = py — p_ est portée par A alors py, u— et || aussi. Enfin notons que si
i est une mesure signée finie et v une mesure alors

ULV = Uy LV, o L v

et
plvetp<v=p=0.

Exercice 6.4 Soit i et v deur mesures positives finies montrer que i <K v
si et seulement si pour tout € > 0 il existe 6 > 0 tel que pour tout B € B si
v(B) <0 alors p(B) < e.
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Théoréme 6.9 (Théoreme de décomposition de Lebesgue) Soit (X, B) un
espace mesurable, v une mesure positive o-finie et p une mesure signée finie
sur (X, B). Il existe un unique couple (f, u®) tel que f € L'(v), u® est une
mesure signée finie et

dp = fdv +dp®, avec pu’® L v.

Preuve:
Montrons d’abord 'unicité, supposons que

dp = frdv +dpi = fodv + dps3,
avec f; € L'(v) et ui L v pouri=1,2, on a alors (f; — fo)dv = du§ — dus et
cette mesure est a la fois étrangere a v et absolument continue par rapport
A v et par suite ui = u3 et fi = fo dans L'(v).
Pour l'existence, on peut sans perte de généralité supposer p positive et

v finie et 'on procéde comme suit (I’argument est dia & Von Neumann). On
définit la forme linéaire T sur I'espace de Hilbert L?(u + v) :

T(p) == / pdp, Yo € L (u+v)
X
en utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on a pour tout ¢ € L?(u + v)

7o) < llllzzgusnyn(X)"?

de sorte que T' est continue. Le théoreme de représentation de Riesz (dual
d’un Hilbert) permet d’en déduire I'existence de g € L*(iu + v) tel que

/ pdp = / pgd(u+v), Vo € L*(n+v) (6.10)
b'e b's
en particulier en prenant ¢ = xg pour B € B on en déduit
dp = gd(p+v).
Il est facile d’en déduire que 0 < g <1 (u + v)-p.p.; posons ensuite

S:={g=1}, T:={g <1},

et
p(B):=u(BNT), p*(B) :=u(BNS), VB € B
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on a bien sir p = pu®*+ p® et p® portée par S. Comme u(S) = u(S)+v(S) on
av(S) =0et donc p® L v. Il ne nous reste plus qu’a montrer que du® = fdv
avec f € L*(v). Réécrivons (6.10) sous la forme

/90(1—9)dM:/ pgdv,, Yo € L*(ju+v).
X X

Soit B € B, n € N en prenant ¢, := xpar(l + .... + ¢") dans l'identité
précédente il vient

/ xr(l— g"“)d,u = / xrg(l+ ...+ ¢")dv
B B

par le théoreme de convergence dominée le membre de gauche converge vers
u(BNT) = p*(B) et par convergence monotone celui de droite converge vers

/XT g dv
B l—yg

on en déduit que du* = fdv avec

g 1
= L )
f XTl_gG (v)

O
On en déduit comme corollaire immédiat :

Théoréme 6.10 (Théoreme de Radon-Nikodym) Soit (X, B) un espace me-
surable, v une mesure positive o-finie et ;i une mesure signée finie. Si p << v
alors il existe un unique f € L'(v) tel que du = fdv.

La fonction f € L'(v) dans le théoreme de Radon-Nikodym s’appelle
densité de Radon-Nikodym de p par rapport a v et se note souvent sous la
forme

=

v
Une conséquence utile du théoreme de Radon-Nikodym est le théoreme
de désintégration des mesures sur un espace produit. Nous nous limiterons ici
aux mesures de probabilité car c’est ce cas qui nous sera utile pour le trans-
port optimal (il existe des théoremes de désintégration bien plus généraux
nous ne traitons ici qu'un cas simple mais illustratif). Soit donc (X7, B) et
(X3, By) deux espaces mesurables et munissons X; x X, de la tribu produit
o(By x By). Si 7y est une mesure de probabilité sur (X; x Xy, 0(B; x By)), on

définit les marginales (ou marges) de ~y, w17y et moy par

Ty (A1) == (A x Xa), my(Az) = v(Xy x Ap)

pour tout A; € By et tout Ay € By. On vérifie immédiatement que 7,7y est
une mesures de probabilité sur (X, B;).
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Théoréme 6.11 (Désintégration d’une probabilité par rapport a 'une de
ses marges) Soit X; et Xy des espaces métriques compacts munis de leur
tribu borélienne. Soit v une mesure borélienne de probabilité sur X; x Xo
et = m~y alors il existe une famille de mesures de probabilité (y*').,ex,
mesurable au sens ot x1 +— Y (Ag) est pu-mesurable pour tout Ay € By et
telle que v = y™* @ p c’est a dire

A(Ar x Ay) = / 71 (Ag)dp(y)

Ay

pour tout Ay € By et tout Ay € Bs.

Preuve:
Nous n’allons donner que I'idée de départ, la preuve complete s’avérant assez
longue (cf. Villani [21]). Fixons B € By, et définissons

up(A) :=~(Ax B), YA € By,

alors pup est une mesure borélienne positive sur X; et ug < p de sorte que
I’on peut définir

dps
fB = 0

et I’on a bien
V(A x B) = / Fo(z)du(z) YA € B,.
A

La difficulté est que fp n’est définie qu’ a un ensemble p-négligeable pres qui
dépend de B on ne peut donc pas définir directement 4% (B) := fp(x) car By,
n’est généralement pas dénombrable (c’est 1a qu’interviennent les hypotheses
de métrisabilité et de compacité sur X; et X5 qui permettent de se ramener
a une famille dénombrable de mesurables, on renvoie au chapitre 10 du cours
de Villani [21] pour une démonstration complete).

O

En termes probabilistes, en interprétant v comme la loi d’un couple de
variables aléatoires (X7, X3), 7% n’est autre que la probabilité condition-
nelle de X5, sachant X; = x,. Terminons ce paragraphe par une application
immédiate du théoreme de désintégration.

Lemme 6.4 (Dudley’s gluing Lemma) Soit X;, i = 1,2,3 des espaces métriques
compacts munis de leur tribu borélienne, et pu; une mesure borélienne de pro-
babilité sur X;. Soit 12 (resp. Yo3) une mesure borélienne de probabilité sur
X; X Xo (resp. Xo X X3) de marges py, i (resp. po, pu3), alors il existe une
mesure borélienne de probabilité v sur X; x Xy x X3 telle que w7y = 712 et

237 = 723-
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Preuve:
On désintégre ;5 et 13 par rapport a leur marge commune fi5 :

T2 =N @ pa, Yoz = 02 @ o

puis l'on définit v par

YAy x Ay x Ay) = / 7 ()87 (As)dpis (2)

pour tous boréliens Ay, Ay, As. On vérifie sans peine que ~ vérifie les pro-
priétés requises.
O

6.5 Dualité convexe et transport optimal

L’objectif de ce paragraphe est triple :

— donner un bref apergu du transport optimal, sujet qui a connu un essor
considérable ces dernieres années tant sur le plan théorique que du
point de vue applicatif (voir a ce sujet les excellents ouvrages de Cédric
Villani),

— en déduire des métriques explicites métrisant la topologie faible * sur les
mesures de probabilité : les distances de Wasserstein (il est a noter qu’il
en existe beaucoup d’autres telles que la métrique de Lévy-Prokhorov)

— fournir une introduction a la dualité convexe qui est un outil utile dans
divers contextes notamment en calcul des variations.

Encore une fois, par souci de simplicité nous nous restreindrons au cas
compact et laisserons au lecteur le soin de généraliser ce qui suit a des cas
plus généraux. Les données du probleme du transport optimal de Monge-
Kantorovich sont deux espaces métriques compacts X et Y, une fonction de
cotit de transport ¢ € C(X xY') et deux mesures de probabilités (Boréliennes)
pet vsur X et Y respectivement. On note II(u, v) 'ensemble des plans de
transport (entre p et v) c’est a dire 1’ensemble des probabilités Boréliennes
sur X X Y ayant p et v comme marginales. Autrement dit, ~y, probabilité
Borélienne sur X x Y est un plan de transport si :

/X Y@(:c)dv(:c,y) I/Xgo(x)d,u(x)’ Ve € C(X)

et
b(y)dy(z,y) = /X b(y)duly), Vo € C(Y).

X XY
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Notons que II(y,v) est non vide car p ® v € I(u,v) et compact pour la
topologie faible % des mesures. Le probleme de Monge-Kantorovich s’écrit
alors

inf /X Yc(x,y)dv(x,y) (6.11)

eI (1)

L’existence d’une solution découle immédiatement de la compacité de IT(p, v/)
et du fait que l'objectif est donné par une forme linéaire continue (il s’agit
d’un probléme de programmation linéaire en dimension infinie).

Un ingrédient important dans la théorie du transport optimal est sa for-
mulation duale. Nous allons présenter ici un théoreme général de dualité
convexe qui a son intérét en soi et a d’autres applications en calcul des varia-
tions, c’est également I'occasion d’insister une fois de plus sur I'importance de
la convexité. Le probleme de Monge-Kantorovich étant un bon exemple d’ap-
plication de la dualité convexe, ceci justifie de nous éloigner provisoirement
du transport optimal pour y revenir plus en détail plus tard.

Soit E et F' deux evn, A € L(E, F) et f et g deux fonctions convexes sci,
F:FE—-RU{+00}et G: F — RU{+0c0} quon supposera propres c’est-
a-dire non identiquement égales a +00. On appelle transformée de Legendre
de f et I'on note f* la fonction définie par

*(q) ==sup{{qg,z) — f(x)}, Vg € E'

zeE

on définit de meéme la transformée de Legendre de G par
9" (p) == sup{{p.y) —g(y)}, Vp € I"
yeF

On s’intéresse alors au probleme d’optimisation :
inf {/() + g(Ar)} (6.12)
ainsi qu’a son probleme dual :

sup{—f*(=A"p) — g"(p)}- (6.13)
peF’

Avant d’énoncer et de démontrer le théoreme de dualité convexe de Fenchel-
Rockafellar, nous aurons besoin de quelques préliminaires d’analyse convexe.
Etant donné f: E — RU {400}, convexe sci propre et en notant f* sa
transformée de Legendre (dans la littérature on rencontre aussi le terme de
transformée de Fenchel, de polaire ou de fonction convexe conjuguée), on a
par définition méme l'inégalité de Young :

f(@)+ f*(q) = {q,2), Y(q,7) € E' X E, (6.14)
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et donc pour tout x € E :

f(x) = [ (x) = sup{{q, z) — f*(q)}. (6.15)

qEE'’

Lemme 6.5 Soit f : E — R U {400}, convexe sci propre, alors f* est
convexe sct propre sur E*.

Preuve:

Le fait que f* soit convexe sci provient du fait que par définition c’est un
supremum de fonctions affines continues et qu'une fonction est convexe (sci)
si et seulement si son épigraphe est convexe (fermé). Il s’agit donc simplement
de montrer que f* n’est pas identiquement égale a +00. Soit donc xg € E tel
que f(zg) < 400 et A\g < f(zo) de sorte que (A, xo) & Epi(f) := {(\, z) €
Rx E : X> f(x)}. Comme f est convexe sci, Epi(f) est convexe fermé, on
peut donc séparer strictement (Ao, zo) de Epi(f) : il existe (k,p) € R x E’ et
e > 0 tels que

ko — (p,z0) < kA — (p,z) — e, V(A x) € Epi(f) (6.16)

ceci implique que £ > 0 et par homogénéité on peut donc supposer que k£ =1
on a donc en particulier

f(p) = igg{m z) — f(z)} < (p, ) — Ao — € < +00.

O
Notons que le le lemme précédent implique que f admet une minorante
affine continue (z — (p,z) — f*(p) avec f*(p) < +o0)

Exercice 6.5 Soit f : E— RU{+o0}, f # oo montrer que f** est la plus
grande fonction convexe s.c.i minorant f (f** s’appelle ’enveloppe convexe
sci de f). En déduire que f est convexe sci si el seulement si f = f**.

Théoréme 6.12 (Théoreme de dualité de Fenchel-Rockafellar) Supposons
qu’il exziste g € E tel que f(xg) < +o00 et g est continue en A(zg) et que
Vinfimum du probléme (6.12) soit fini, alors on a :

inf{f(x) +g(Az)} = max{—f"(-A"p) — g"(p)}-

(En particulier le sup du probléme dual (6.13) est atteint).
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Preuve:
Désignons par « et 3 respectivement U'infimum dans (6.12) et le supremum
dans (6.13). Par I'inégalité de Young pour tout (z,p) € E x F’ on a :

f(x) > (=A"p,z) — f*(=A"p), g(Ax) > (p, Az) — g"(p)

en sommant ces inégalités, on obtient donc o > (5.

Posons
C={N\z,y) eRxEXY : A>gAzx—y)}

et notons A U'intérieur de C' (lequel est non vide car g est continue en Azg),
on vérifie sans peine que C' est convexe et dense dans A. Soit maintenant :

B:={(1t,2,0) : peR, z€e E, a—u> f(z2)},

B est convexe non vide et, par définition de a, AN B = ). On peut ainsi
séparer au sens large B de A (et donc de C' par densité) : il existe (k,q,p) €
R x E" x F"\ {(0,0,0)} et a € R tels que

KX+ (g, z) + (p,y) > a > kp+(q,2), Y\, z,y) € C, V(u, 2,0) € B. (6.17)

On en déduit que k£ > 0 (faute de quoi le membre de gauche de (6.17) ne
serait pas minoré). Si k = 0 alors toujours par continuité de g en Az on
aurait pour tout u € E et v € F' suffisamment petits

(q,u) +(p,v) 20

ce qui entrainerait p = 0 et ¢ = 0, ce qui est absurde. On a donc k > 0 et
sans perte de généralité on peut supposer k = 1. Ainsi, (6.17) se réecrit :

(x’ygng{g(Ax—y)—F(q,!L’>+<p, yt>a> oz+§telg{<q,Z>—f(2)} = a+f*(q).
(6.18)

En particulier, pour tout v € E on a

(q,u) + (p, Au) > a — g(Axo)

et donc ¢ = —A*p, le membre de gauche de (6.18) se réecrit alors
inf Az —y) — (p, Az — =—g"
o nf L9z =)= {p Av—y)} = —g"(p)

avec (6.18) on a donc
9" (p) = [(=Np)za=>p
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ainsi a = (3 et p est solution de (6.13).

O

Il est a noter que le probleme précédent fournit un théoreme d’existence
de solutions pour le probleme dual a partir d’hypotheses sur le probleme
primal, notons aussi que la preuve repose sur le théoreme de séparation (et
pas sur un argument de compacité). Le lecteur intéressé par la dualité convexe
consultera avec profit 'ouvrage classique d’Ekeland et Temam [7] sur le sujet.

Revenons maintenant au probleme de transport optimal (6.11) et mon-
trons qu’il s’écrit naturellement comme le dual d'un probleme d’optimisation
convexe sur C(X) x C(Y). Soit A : C(X) x C(Y') défini par A(p, ) == p D¢
pour tout (p,1) € C(X) x C(Y) avec

(p & Y)(z,y) = p(x) + ¥(y), V(z,y) € X x Y.

L’adjoint de A, A* est donc l'opérateur linéaire continu M(X x Y) —
M(X) x M(Y) donné par : pour tout v € M(X x Y), A*y = (7x7v, 7y7)
avec pour tout (p,v) € C(X) x C(Y) :

/X><Y pla)dy(e,y) :/ p(x)d(mxy)(z),

X

b(y)dy(z,y) = /X $(y)d(my 1) ()

XxY

Autrement dit, mx7y, et myy sont les marges de 7.

On considere maintenant le probleme :

inf  f(A(p,¥)) + gl ) (6.19)

(py)eC(X)xC(Y)

avec, pour tout § € C(X xY)

g(e):_{o sif <c

+o00 sinon

fle1) 1=—/Xg0d,u—/yz/zdy.

Un calcul immédiat donne que

+o00 sinon

f*(—A*’Y) — { 0 si (WX’)/?WY’Y) = (:u’ V)

136



() fXXchv siy >0
9°(7) { 400 sinon

de sorte que le dual de (6.19) est

sup — / cdy = — inf / cdry
~ETI(11,v) XxY YE(wy) Jx <y

en appliquant le théoreme de Fenchel-Rockafellar on obtient donc que (6.11)
possede des solutions (ce que nous savions déja) et qu’on a la relation :

Théoréme 6.13 (Dualité de Kantorovich pour le probleme de transport
optimal)

min / c(z,y)dy(z,y) = sup / pdp - / Pdv.
vell(pwy) Jx xy (p)EC(X)XC(Y) : pp<c J X Y

Exercice 6.6 Montrer sous les hypothéses de ce paragraphe (X et'Y com-
pacts et ¢ continue) que (6.19) posséde des solutions (se ramener & une suite
maximisante bornée et uniformément équicontinue en utilisant ['uniforme
continuité de c et conclure par le théoréeme d’Ascoli-Arzela).

Exercice 6.7 Dans le cas X =Y C R? montrer que

inf : |z — yldy(x,y) = sup {/ ud(p—v) @ u 1—Lipschitz} :
b

ye(p,v

Généraliser au cas d’une distance quelconque.

Intéressons nous maintenant au cas particulier ot X =Y (métrique com-
pact pour simplifier) et ol ¢ est une puissance convexe de la distance d. Pour
it et v des mesures de probabilité boréliennes sur X et p > 1, on définit la
p-distance de Wasserstein entre p et v par

Wy,(p,v) = ( inf /X><X d(x,y)pd’y(a:,y)>l/p (6.20)

yEIl(p,v)

Le fait que W, soit effectivement une distance sur I’ensemble des proba-
bilités sur X et une propriété qui en justifie (entre autres) 'intérét nous sont
fournis par le
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Théoréme 6.14 Soit (X, d) un métrique compact. Pour tout p > 1, W, est
une distance sur M{(X), ensemble des mesures de probabilité sur X. De
plus si (fin)n €t p appartiennent o M7 (X) alors (u,) converge faible * vers
p si et seulement st Wy(pin, ) — 0 quand n — oo.

Preuve:
Pour établir que W), est une distance, seule I'inégalité triangulaire requiert

vraiment une preuve. Soit donc yuy, o et uz dans M (X) soit 12 € T(py, o)
et o3 € [(pa, p13) tels que

Wp(m,m)l’:/ d(xl,fz)pd’)’u(ﬂ,%),

X2

WP(IM% /L3>p = /2 d('x% $3)pd723<x27 1'3)-
X

On déduit du lemme 6.4 qu’il existe v € M (X?) tel que T2y = 712 et
o3y = Y13 de sorte que yi3 = mzy € I(ug, pu3) on a donc en utilisant
I'inégalité triangulaire et l'inégalité de Minkowski :

1/p
Wy (1, p3) < </ d(ﬂflviﬁs)pd%?)(ﬂfbl"s))
XxX
1/p
</ x17$3 d7<x1,$2>$3)>
1/p
/ (21, 22) + d(zg, x3))? d7($17$2,$3)>
XS
1/p
/ d 56'1,902 d7(371,$27963))
X3
1/p
</ d(z2, x3)) d7($1,$2,$3)>
XS
1/p
/ d(x17=r2 d712($1,$2))
X2

1/p
d 332, 5U3 d723(96’27$3))
X2

Wi (1, p2) + Wi(pa, p3).

I/\

| A\

Supposons que W, (i, 1) tende vers 0. Soit v, € Iy, 1) tel que

Wt 1) = / Az, y)dn.

XxX
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Soit maintenant ¢ € C'(X) et soit w un module de continuité de ¢ on a alors

’/Xgod( ’— ‘/ Y))dvn(z,y)
< /X el )iy ()
et donc
lim sup )/Xgpd(gn - u)‘ < limsup/XXXw(d(x,y))d’yn(x,y)

on extrait enfin de (+y,) une sous-suite (encore notée 7, ) qui converge faible
vers une limite 7 et telle que la limsup dans le membre de droite de 'inégalité
précédente est en fait une limite. On a alors

/X Xd(%y)”dv(x,y):O
et donc
lim sup /X ). 9) = /X )i (eg) =0

ce qui montre bien que (j,,) converge faible-* vers p. Réciproquement, suppo-
sons maintenant que (/1,,) converge faible- vers p et montrons que W, (p,, pt) —
0. Tout d’abord quitte a diviser d par diam(X) on peut supposer que d < 1
et donc que W2 < Wi. 1l suffit donc de montrer que Wi (fi,, 1) — 0. Or (en
utilisant I'exercice 6.7) on a l'expression duale suivante pour Wi :

Wi (i, v) = sup{ / ¢ d(pn — )+ p-1-Lipschitz}
X

on déduit aisément du théoreme d’Ascoli-Arzela qu’il existe ¢, 1-Lipschitz
tel que

Wi (ftn, v) = /X Ond(ftn — 1)

on peut en outre supposer que @,(xg) = 0 avec xy un point fixé de X de
sorte que (¢,) est uniformément bornée et uniformément équicontinue. En
appliquant a nouveau le théoréme d’Ascoli-Arzela, on peut supposer (a une
extraction pres) que (p,) converge uniformément vers un certain ¢ et que
Wi (e, ) converge vers lim sup Wy (u,, ) on a alors, grace a la convergence

faible-x de (u,) vers (u)

lim sup Wi (i, ) = lim / Ond(pin, — 1) = 0
X

ce qui acheve la preuve.
O
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Exercice 6.8 Soit Q un ouvert conveze borné de R? et f et f_ deux densités
de probabilités L' sur Q, montrer que

sup{/Q u(fy—f-): w 1-Lip. sur Q} = inf{||o|z : o € LYQ)%, div(e) = f,—f_}.
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Chapitre 7

Espaces de Sobolev et EDP’s
elliptiques linéaires

7.1 Cas de la dimension 1

Soit p € [1,00], I un intervalle ouvert de R, on définit

WP(I):={u€ L?:3g€ L /u ¢ = —/gg&, Vo € CH(I)}.
I

1

Par densité on peut dans la définition ci-dessus remplacer "V € C}(I)” par
"V € D(I)". Autrement dit u € WP(I) si u € LP et v’ € LP, la fonction
g intervenant dans la définition ci-dessus est évidemment unique ; on la note
alors simplement g = u. WP = WHP(]) est un espace vectoriel que 1'on
munit de la norme

lullwre = |ullze + |t/ 2o, Yu € WHP.

Pour p = 2 on note H' := W12 et 'on munit H' du produit scalaire
(u,v) := /(uv + '), V(u,v) € H' x H'.
I

On vérifie sans difficulté les propriétés suivantes :
Théoréme 7.1 WP est un espace de Banach. WP est réflexif pour 1 <

p < 0o et séparable pour 1 < p < co. H' est un espace de Hilbert séparable.

Exercice 7.1 Soit (u,) une suite de W'*. On suppose que (u,) converge
vers u dans LP et que (u!)) converge dans LP, montrer que u € WP et que
(un) converge vers u dans WP,
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Exercice 7.2 Soit u € W'P(I) et ¢ € CHI) montrer que up € WP et
(up) = ' + uy'.

Le résultat suivant permet d’identifier en un certain sens les fonctions
WP aux primitives de fonctions L” :

Théoréme 7.2 Soit w € WP alors u admet un représentant que nous no-
terons encore u € C(I) tel que

u(y) — u(z) = /y o' (t)dt,Vz,y dans I°. (7.1)

Preuve:
Soit xg € I et

v(z) == /I u'(t)dt, Vo € 1.

o

Soit ¢ € C1(I) et [a,b] un segment inclus dans I et contenant supp(y) on a
alors

/Ivgo’ = /ab v = — /:0 (/:O u’(t)dt> ¢ (z)dx + /xj </$: u’(t)dt)go’(:c)dx

avec le théoreme de Fubini, il vient donc :

/I vy = — / ( / t ¢ (@)d ) (1)t + / b ( /t bcp’(m)dx)u’(t)dt
:—/Iu/goz/lugo/.

on a donc {v —u} = 0 et donc il existe une constante C telle que v —u = C
p.p., ce qui prouve (7.1).
Pour p > 1 et u € WP, on a donc

Yy
u(z) —u(y)| S/ '] < [ zole = g1 = [ ol — 7 (7:2)

ainsi les fonctions de W sont C%® avec a = 1—1/p. Par le méme argument,
pour p = 0o, on obtient que les fonctions WH* sont Lipschitziennes. Pour
p=1letaz,yc€I?ona

u(z) —u(y)] Sw(lz —yl) avec w(t) := A:S}ZI?Q/A |
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(noter que pour p = 1, on n’a pas de module de continuité universel de la
forme ||/||L1w). Dans tous les cas, on a bien que u est uniformément continue
sur I et donc s’étend par continuité de maniere unique & I.

O

Les fonctions v € WP(I) admettant un représentant continu (et ce,
jusqu au bord de I de sorte que si OI # 0, on peut définir sans ambiguité les
valeurs de u sur O0I), dans la suite de ce paragraphe, nous identifierons u a
ce représentant continu.

Proposition 7.1 Soit u € LP avec 1 < p < o0 on a alors les équivalences
entre :

1. ue Whe,

2. 1l emiste une constante C' telle que

A
1

3. il existe une constante C' telle que pour tout ouvert w CC I et tout
h € R tel que |h| < d(w,R\ I) on ait

< Cllell, Yo € Co(D),

HThu — UHLP(w) < C|h|.

De plus, on peut choisir C' = ||t/||L» dans les assertions 2 et 3.

Nous omettons la démonstration de ce résultat car nous démontrerons au
paragraphe suivant sa généralisation a la dimension quelconque.

Exercice 7.3 Montrer que pour p = 1, les assertions 2. et 3. de la proposi-
tion 7.1 sont équivalentes, sont vraies pour v € WY mais n’entrainent pas
que u € WYt Supposons en outre I bornée, les fonctions L' vérifiant les
assertions 2. ou 3. de la proposition 7.1 sont appelées fonction a variation
bornée. Montrer que u est a variation bornée si et seulement s’il existe une
constante C' telle que

n—1

> Jultis) — ulte) < C

k=0

pour toute suite ty < t1... < t,, de I. Montrer que uw est a variation bornée
si et seulement si u est différence de deux fonctions croissantes bornées sur
I et que c’est encore équivalent a dire que la dérivée distribution de u est
une mesure signée finie. Toujours dans le cas ou I est borné, montrer que

143



u € Wt si et seulement si pour tout ¢ > 0, il existe § tel que pour toute
suite d’intervalles disjoints (Ir)k=1,. n, I =|ag, bx[, si | U, Ik| < 0 alors

> Julbr) — ulax)| <e.
k

Exercice 7.4 Montrer que toute suite bornée de Wt posséde une sous-suite
qui converge ponctuellement.

Il peut s’avérer utile (pour la convolution ou la transformée de Fourier,
par exemple) d’étendre les fonctions de WP(I) a R entier, on a alors :

Théoréme 7.3 (Théoreme de prolongement) Il existe un opérateur linéaire
continu P : WHP(I) — WLP(R) tel que Pul; = u, pour tout uw € WHP(I).

Preuve:

Si I est non borné, on peut supposer I =|0,+oc[, on définit alors P en
prolongeant u € W'?(]0,+o00[) par parité (ou par réflexion : c’est a dire
Pu(z) = u(z) si x > 0 et Pu(x) = u(—z) si x < 0) a R entier, on vérifie
immédiatement que || Pullwirm) < 2||ullwirn-

Dans le cas ot I est borné, on peut supposer I =|0, 1[, pour u € Wtr(]0, 1[),
on prolonge u par parité a | — 1, 0[ puis par réflexion par rapport & 1 a U'inter-
valle ]1, 2[, on note @ le prolongement de u a l'intervalle | — 1, 2 ainsi obtenu.
Soit alors g € C}(R) une fonction cut-off vérifiant : xjo1) < g < x[-1/2,3/9 €t
Pu := gt (prolongée par 0 en dehors de | — 1,2[). On vérifie sans difficulté
que P a les propriétés voulues.

O

Exercice 7.5 Soit p € L*(R) et u € WHP(R) montrer que p*u € WIP(R)
et que
(pxu) =pxu'.

Théoréme 7.4 (Théoréme de densité) Soit p € [1,00[ et u € WHP(I), il
eziste (un), € D(R)N tel que u,|; converge vers u dans WHP(I).

Preuve:
Par prolongement si nécessaire, on peut se ramener au cas ou I = R. On
procede alors par troncature et régularisation par noyau convolutif. Soit n €
D(R) tel que x—11] < 1 < X[—22 et 7,(t) := n(n~'t) pour tout t € R, soit
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par ailleurs p,, un noyau régularisant. Soit maintenant v € W1?(R) on pose
Up, := N (pn * u). Par construction, u, € D et

Uy, = 1, (P * 1) + 0y (pn * 0).

On a u, —u = Ny(pn *u — u) + (N, — 1)u; chacun des deux termes dans
I’expression précédente tend vers 0 dans L : le premier car 7, est borné dans
L et p, xu — u dans L” et le second par convergence dominée. Pour les
dérivées, on a :

1
[, = ul < A0 [[zoe o 5 ] =+ |11 % u') =

de la méme maniere que précédemment on en déduit que u), — v’ dans LP
et donc que u,, — u dans Wh?,
O

Théoréme 7.5 (Injections de Sobolev en dimension 1) Soit I un intervalle
ouvert de R, il existe une constante C = C(I) (indépendante de p) telle que
pour tout p € [1,00], et tout u € WHP(I) on ait

[ull e < Clluflwr (7.3)

autrement dit W'P(I) C L™ avec injection continue. Si de plus I est borné,
alors

1. pour tout p > 1, Uinjection WP C C(I) est compacte

2. lingection WH(I) C L(I) est compacte pour tout q € [1, oc0].

Preuve:
Par prolongement, il nous suffit d’établir (7.3) pour I = R. Soit u € C}(R),
pour p =1 on a, pour tout xr € R :

€T

u@l < [ ] < ol
— o0

Pour p €]1, 00 et z € R, comme |u[P~'u € CH(R) avec (|uP~ u) = pluP~tu/,

on a :
T

()P u(z) = / plu(s) [P~ (s)ds

avec 'inégalité de Holder, il vient

[u(@) P < pllul |4 < pllulfy,.
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Utilisant le fait que p'/? < e'/¢ pour tout p > 1, on en déduit que
ull e < €"*[lullwra.

Ainsi (7.3) est satisfaite pour tout u € C}(R). Soit maintenant u € WP et
(u,) dans C}(R) telle que u,, — u dans WP on déduit de ce qui précede
que (u,) est de Cauchy dans L™ et ainsi que u € L*, u,, — u dans L*™ et u
satisfait (7.3).

Supposons maintenant que I soit borné, l'assertion 1. découle de (7.2)
et du théoreme d’Arzela-Ascoli. Pour prouver 'assertion 2., on va montrer
que B, la boule unité de W' satisfait les conditions du théoréme de Riesz-
Fréchet-Kolmogorov dans L4 pour tout ¢ € [1,00[. Soit w CC I et h € R tel
que |h] < d(w, R\ I), nous savons déja (voir exercice 7.3) que

It = ullprcey < Rl x < ], Vu € B.
Avec (7.3) on en tire donc que pour tout u € B on a
170 = w2y < @llullz )R] < (2C)77 (A

de sorte que B vérifie la premiere condition du théoreme de Riesz-Fréchet-
Kolmogorov. Pour la seconde condition du théoreme de Riesz-Fréchet-Kolmogorov,
on remarque simplement que pour tout u € B

lullzoqne) < llullze] I\ w] Y7 < CJT\ w] V0.
O

Exercice 7.6 Montrer que W' C C(I) avec injection continue mais que
cette injection n’est pas compacte (méme dans le cas ou I est borné).

Corollaire 7.1 Si I est non borné, 1 < p < oo etu € WHP(I) on a

u(z) — 0, pour |x| — oo, x € I.

Preuve:
On sait qu il existe (u,) € D(R) telle que u,|; — u dans W et donc avec
(7.3), up|;r — udans L. Pour tout « € I on a |u(x)| < ||u, —u|| g + |un ()],
soit € > 0, pour n assez grand, le premier terme est inférieur a e et pour |z|
assez grand, le second est nul, ce qui montre le résultat voulu.

O

On vérifie par ailleurs facilement :
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Corollaire 7.2 Soit 1 < p < oo, u et v dans WHP(I) alors uv € WP(I)
avec (uv) = u'v+uv' et on a la formule d’intégration par parties

/: w' =~ /: v+ u(y)o(y) — ul@)v(z), V(z,y) e T

Exercice 7.7 Soit G € C'(R) telle que G(0) = 0 et u € W'P(I) montrer
que Gou € WH(I) et que Gou' = (G' ou)u’ (noter aussi que I’hypothése
G(0) = 0 est inutile dans le cas ot I est borné).

Pour 1 < p < oo on note Wy”? = Wy?(I) Padhérence de C'(I) dans
(W ||.|lwrr). On munit Wy ? de la norme de WP, comme, par définition,
VVO1 P est fermé dans WP, c’est un espace de Banach pour la norme WP,
On note aussi H] := WOI’Q. On sait déja que si I = R, C}(R) est dense dans
WP (R) de sorte que Wy *(R) = W(R). Pour I # R, I a un bord non vide
et les fonctions de W, (1) sont les fonctions W'#(I) nulles sur le bord de I :

Théoréme 7.6 Soit u € W'(I) alors u € WyP(I) si et seulement siu = 0
sur OI.

Preuve:
Siu e Wy (I), u est limite dans W' (I) d’'une suite (u,) € D(I)Y, il résulte
du théoreme 7.5 que (u,) converge uniformément vers v sur I et donc u = 0
sur 0I. Réciproquement, si u = 0 sur 91, alors pour tout n € N* {z €
I :|u] > 1/n} est compact, soit alors G € C*(R), impaire, nulle sur [—1, 1]
et telle que G(t) = t pour tout ¢ € R\ [—2,2]. On pose alors u,, = n~'G(nu)
on a u, € Wy car, par construction, supp(u,) C {z € I : |u| > 1/n}. On
vérifie sans peine avec I'exercice 7.7 et le théoreme de convergence dominée
que (u,) converge vers u dans LP(I) et que (u]) converge dans LP, ceci
implique que (u,) converge vers u dans W'?(I) et prouve que u € Wy (I).

O

Exercice 7.8 Soit u € W' et ¢ € R montrer que v’ = 0 p.p. sur {u = c}
(indication : s’inspirer de la preuve du théoréme précedent).

Proposition 7.2 (Inégalité de Poincaré) Supposons I borné. Alors il existe
une constante C' telle que

lullwis < Cllu ||, Yu € Wy(D).
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Preuve:
En notant I =]a,b[ pour u € Wy” et 2 € I on a

u(@)] = |u(zr) = u(a)] < /x | < [l 1

et donc ||ul|p= < ||o/||Lr; on conclut par I'inégalité de Holder.

O

Si I est borné on déduit de I'inégalité de Poincaré que u — ||| 2 est
une norme équivalente (associée au produit scalaire (u,v) — [, u'v') sur H}
a la norme H'! usuelle.

Exercice 7.9 (Inégalité de Poincaré-Wirtinger) Soit I un intervalle ouvert
(borné ou non) et u € WH(I), montrer que

7.2 Définitions et propriétés premieres en di-
mension quelconque
Soit maintenant £ un ouvert de R?, pour tout p € [1, +oc], on définit
WP(Q) == {u e LP(Q) : 0 {u} € LP(Q),i = 1,...,d}

Autrement dit, u € LP(2) appartient & W1P(Q) si et seulement s'il existe
g1, -, ga dans LP(Q) tels que

/U@;QD = —/gigo, Vo € CHQ), Vi=1,..,d
Q Q

(le fait qu’on puisse indifféremment des fonctions-test ¢ dans C}(2) ou dans
D(Q)) dans la définition précédente découle d’'un argument désormais ha-
bituel de densité) on note alors simplement 0;{u} = u = ¢; et Vu =
(v, ..., Oqu)T. On munit WP = WHP(Q) de la norme suivante (ou de n’im-
porte quelle autre équivalente)

ullwro = llulle + [Vl 2o, Yu € WP

Pour p = 2, on pose H! := W12 et 'on munit H* du produit scalaire
(u,v) := /(uv—i—Vu-Vv), V(u,v) € H' x H'.
Q
On a de maniere évidente :
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Théoréme 7.7 WP est un espace de Banach. WP est réflexif pour 1 <
p < 0o et séparable pour 1 < p < co. H' est un espace de Hilbert séparable.

Pour m € N* et p € [1, +00] on définit de maniere analogue :
WmP(Q) == {u € LP(Q) : 0*{u} € LP(Q), Va € N |a| < m}
que 'on munit de la norme suivante (ou une autre équivalente) :

lullwms == llulle + Y 110%ullze, Yu € W™,

a: 1<]al<m

On note W™? := H™ et on le munit du produit scalaire :

{(u,v) ::/uv—I— Z /80‘u 0%, Y(u,v) € H™.
Q Q

1<la|<m

On laisse le lecteur formuler et démontrer 'analogue du théoreme 7.7 pour
les espaces WP,

Théoréme 7.8 (Théoreme de densité de Friedrichs) Soit p € [1,00] et u €
WLP(Q). I existe (u,), € D(RY)N tel que u,|q converge vers u dans LP(Q)
et Vuy,|, converge vers Vu|, dans LP(w) pour tout w CC €.

Preuve:
Soit n € D(RY) telle que xpo.1) <1 < XB(0,2) €t Mu(x) := n(n~'z) pour tout
n € N'et x € R? et soit (p,) une suite régularisante. Pour u € WH?(Q) on
pose
(z) = { u(zr) siz el

0 sinon

et I'on définit u, := n,(p, *%). On a alors u,, € D(R?) et

tn — 2l Loy < |00 (P * U — W) Loway + || (7 — 1)U Lr(ra)
d’ott 'on déduit facilement que u,, — % dans LP(R?) et donc que u,|q — u
dans LP(2).
Soit maintenant w CC €2, on commence par remarquer que pour n assez
grand, on a
V(pp*1) = pp * Vu sur w
puis que
1 .
Vi, = 1,(pn * Vu) + =V (=) (pn * u) sur w
n n
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et donc

IVl e~
IVn =Vl o) < [12(pn x Vi) = Vullire) + == l[ullr@)

ce qui permet d’en déduire que Vu,|, converge vers Vul, dans LP(w).

O

Notons au passage que D(R?) est dense dans W1P(RY) pour p €]1, 00
(considérer wu,, = 1, (pn * u)). Nous verrons ultérieurement que pour 2 suffi-
samment régulier on peut améliorer le résultat précédent.

Proposition 7.3 Soit u € LP avec 1 < p < 00 on a alors les équivalences
entre :

1. ue Whp,

2. il existe une constante C' telle que
| [ wag] < Cliolu, v e Cl@), Vi1,
Q

3. il existe une constante C telle que pour tout ouvert w CC 2 et tout
h € R? tel que |h| < d(w, R\ Q) on ait

||7'hu — UHLP(W) S C|h|

Preuve:
L’équivalence entre les assertions 1 et 2 découle immédiatement des théoremes
5.12 et 5.13 (pour p = o0). Montrons maintenant que 1 implique 3, on com-
mence par supposer que u € C1(R?) et p €]1, 00|, on a alors pour tout z et
h dans R?

1
Imu(z) — u()] < |1 / Vu(z + th)|dt
0
en utilisant 'inégalité de Jensen on en déduit que
1
|Thu(z) — u(x)|P < |h|p/ |Vu(z + th)|Pdt
0

soit maintenant w CC Q et |h| < d(w,R%\ Q) et soit w’ CC Q tel que
w +th C ' pour tout t € [0,1] (par exemple w’ = w + B(0, |h|)), on a alors
avec le théoreme de Fubini :

1
/|7‘hu—u|p§ |h|”/ </|Vu(a:+th)|pdx>dt§ WPV ul? )
w 0 w
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il vient donc
7w = wll oy < 1NVl zoen. (7.4)

On déduit ensuite du théoreme de densité de Friedrichs que (7.4) est satisfaite
par tout v € WP(Q). Le cas p = oo se déduit de ce qui précede en faisant
tendre p vers +oo dans (7.4).

Montrons enfin que 3 entraine 2. Soit donc u € LP(Q2) satisfaisant 3,
v € CHQ), w cC Q tel que supp(p) C w et h € R? avec |h| < d(w,R?\ Q),
il découle de 3 et de I'inégalité de Holder que

| [ (= )e| < Clellel

on remarque ensuite que

[ == [ wola = 1) - o(a)as

11 vient donc

| [ o) 2= =20 < el

en prenant h = te; (avec ey, ...,eq la base canonique de R?) et en faisant
tendre t vers 0 on en déduit exactement l’assertion 2.
O

Exercice 7.10 Soit u et v dans L=(Q)NW'P(Q) montrer que uv € W(Q)
avec
V(uwv) = uVv + vVu.

Exercice 7.11 Soit u € W'(Q) et G € CYR) N W (R) telle que G(0) =
0, montrer que G ou € WHP(Q) avec

V(Gou)= (G ou)Vu.

Exercice 7.12 Soit u € W'P(Q) et ¢ € R montrer que Vu = 0 p.p. sur

{u = c}. Montrer que u,, u_ et |u| appartiennent a WP(Q) et calculer leur
dérivée LP.
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Exercice 7.13 Soit Q) et U deuz ouverts de R? et X un C*-difféormorphisme
bi-Lipschitzien de Q sur U (c’est-a-dire que X et X! sont C* et Lipschit-
ziennes). Soit u € WHP(U) montrer que (uo X) € WHP(Q) et que

d
uoX Z 8u o X) X
7=1

c’est a dire, en notant JX la jacobienne de X et JXT sa transposée :

V(uwo X)(z) = JX (2)"Vu(X () p.p. z € Q.

Exercice 7.14 Soit Q' un ouvert de R, Q_ := 'x]—1,0[ et Q := Q' x] —
1,1[. Pour tout u € WHP(Q_) on définit pour tout x = (x',x4) € Q :

. ] u(x) six € Q
w (2, a) = { u(z', —xy)  sinon

Montrer que u* € W'P(Q) et

[0 ]| o) < 2[ull @)y v llwrpe) < 2lullwir@o)-

Comme en dimension 1, il est souvent utile de se ramener au cas de I'es-
pace entier et donc de chercher a prolonger les fonctions de W'?(Q) (I'exer-
cice précédent fournit un exemple de tel prolongement par réflexion). Ce
n’est cependant pas toujours possible et dépend de la régularité de 1'ouvert
Q2. Nous allons cependant voir qu'un tel prolongement est possible pour €2 suf-
fisamment régulier (par simplicité nous ne chercherons pas ici les hypotheses
minimales de régularité). Dans ce qui suit, nous dirons que € est régulier s’il
existe ® € C1(R?) telle que :

Q={P <0}, 00 ={P =0}, |[VOP| #0, sur 09.

Théoréme 7.9 (Théoreme de prolongement) Soit Q un ouvert régulier de
R? au sens précédent et tel que ) soit borné. Alors il existe un opérateur
linéaire P : WP (Q) — WLP(RY) et une constante C > 0 tels que, pour tout
u e W (Q) on ait :

1. Pu|g = u,
2. ||Pul|poray < Cllul| ooy
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3. |Pullwrsmey < Cllullwis)-

Preuve:
Comme dans la démonstration de la formule de Stokes, on remarque grace
au théoreme de 'inversion locale, qu’en chaque point x de 0f il existe U un
voisinage ouvert de z, et un C!-difféomorphisme W bilipschitzien : Q — U
avec Q = By_1x]—1,1[ (en notant B;_; la boule unité ouverte de R4~1) tels
que

INNU =¥ (By_1 x {0}), QNU =TV(Q-) avec Q_ = By_1x] —1,0[.

Pour tout v € W?(Q_) on définit par ailleurs v* € W'?(Q) par prolonge-
ment par réflexion comme dans 'exercice 7.14. Comme 0f2 est compact, on
le recouvre par un nombre fini d’ouverts U; tel que pour chaque 1, il existe
un C*-difféomorphisme bilipschitzien ¥; de () dans U; tel que

Soit maintenant v € W'?(Q), d’apres l'exercice 7.13 pour chaque i, v; =
uwo W, € Wh'P(Q_) et donc on a aussi v; € W'P(Q), on pose alors u;(z) :=
vi (U7 (x)) pour tout x € Us;, on a alors (cf. exercice 7.13 et 7.14) u; €

7

Wl,p(Ui) et
||Uz‘||LP(Ui) < CiIIuIILp(UmQ), ||Uz‘||W1vP(U@-) < Ci||u||W1»P(UmQ)

pour une certaine constante C; indépendante de . Soit maintenant (6;); une
partition de I'unité subordonnée au recouvrement (U;). Définissons pour tout
i et tout x € R?:
Oiu;(x) sixeU;
iy = { 1) Szt

10 sinon

et notons par w le prolongement de u par 0 en dehors de ). Définissons enfin

on vérifie sans difficulté que P a les propriétés cherchées.
O

Le théoreme de prolongement permet d’améliorer le résultat de densité
fourni par le théoreme 7.8 :

Proposition 7.4 Soit Q un ouvert régulier de RY, p € [1,+o00[ et u €
WLe(Q). Il existe (uy,), € D(RHYN tel que u,|q converge vers u dans WhP(Q)
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Preuve:
On note comme précédemment (p,, ), et (1), respectivement une suite régu-
larisante et une suite de troncatures. Dans le cas ou 02 est borné, on note
P un opérateur de prolongement et on vérifie facilement que la suite u, =
M (pn* Pu) convient. Dans le cas ou 0f2 est non borné, pour € > 0, on choisit
d’abord ng tel que |[n,,u — ul|wir@) < /2, puis on prolonge 7,,u en une
fonction v € WP(R?), on prend alors u, := 1,(p, x v) comme u, — v dans
WP(R?) on a bien |u, — ullyir) < € pour n assez grand.

O

7.3 Injections de Sobolev

Nous avons vu qu’en dimension 1, WP s’injecte continiment dans L,
nous avions méme vu que les fonctions WP étaient continues (et méme
Holdériennes pour p > 1). Tout ceci n’est plus vrai en dimension supérieure.
On peut s’en convaincre en prenant par exemple sur la boule unité en dimen-
sion deux, des puissances négatives de la norme : x — |z|~* est dans W
pour p < 2 et a < (2 — p)/p et pourtant cette fonction n’est ni continue, ni
bornée.

Nous allons d’abord considérer le cas de I'espace R? entier (d > 2) le cas
d’un ouvert régulier dont le bord est borné s’en déduira aisément grace au
théoreme de prolongement. Considérons d’abord le cas ou 1 < p < d (et
d > 2 évidemment).

Lemme 7.1 Soit fi, ..., fa € LY(RIY), pour tout x € R eti=1,.....d on
pose
Toi = (X1, ey Tio1, Tig1, -y Tg) € RTL

Soit .
fa) =] fitzm), Vz € R?

i=1
on a alors f € L*(RY) et

d
||f||L1(Rd) < H ||fi||Ld—1(Rd71).
=1

Preuve:
Démontrons le résultat par récurrence sur d, pour d = 2 c’est évident. Sup-
posons le résultat vrai en dimension d et démontrons le en dimension d + 1.
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On commence par fixer x4,1, puis on remarque que pour d = d/(d — 1)
on a |fi(., xq:1)|¢ € L4 (R 1), en appliquant I'hypothese de récurrence on
obtient que z € R? — [[L, |fi(z_s, zap1)|* € L'(R?) avec

Avec I'inégalité de Holder, il vient donc :

d

, (@1, eoes Tay Tag) A2 codg < || fast | pagay [ [ I 2asn) | e
R i=1

on remarque ensuite que zqy1 — || fi(, Za11)| e est dans L9 et il résulte donc
de I'inégalité de Holder que 441 — H?Zl I fi(.; Tay1)||pa est L' et que :

d
[ 1z < il T Mfllas
R i=1

O
On peut alors en déduire un premier résultat d’injection continue :

Théoréme 7.10 (Sobolev, Gagliardo, Nirenberg) Soit 1 < p < d on a alors
WhP(RY) C LP" pour p* défini par

1 1

1
pr p d
De plus linjection précédente est continue et plus précisément, il existe une
constante C' telle que

|||+ < C|| Ve, Yu € WHP(RY). (7.5)

Preuve:
Soit u € C}(R?), on a pour tout z € R% :

()] < fila_) = / Dhulr_s, £)]dt

et donc

d
fua)|# < I fite—s) ™
=1
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avec le lemme 7.1, il vient donc

d d J
by d
Il <TT( [, oot < Huauu
de sorte que
1
full o, < (H Orllz )" < [ Vullss. (7.6)

Par un argument de densité, on en déduit que Wt c L¥(=D et que (7.6)
est satisfaite pour tout u € W', on a ainsi établi (7.5) dans le cas p = 1.
Supposons maintenant que p > 1 et que u € C!(R?) en appliquant (7.6)
av = |ul*'u (o > 1 sera fixé ultérieurement), il vient avec I'inégalité de
Holder :

(af) P
[ull® oa < a/ lul*HVu| < oz||VuHLp(/ |u|ﬁ”> g
-1 iy
= o[ Vaul|p|Jul|* Gy,
[ p—1

on choisit maintenant « tel que

ad  (a—1)p ad
d—1 p-—1 d—1

On en déduit que (7.5) a lieu pour tout u € C1(R?) et, comme d’habitude,
on conclut par densité.
O

Corollaire 7.3 Soit 1 < p < d on a alors W'P(R?) C L4(R?) avec injection
continue pour tout q € [p, p*].

Preuve:
On sait déja que le résultat est vrai pour ¢ = p et ¢ = p* pour ¢ €]p, p*[, soit
a €]0, 1] tel que
1 a 1—«a

+ *
qQ p p
Il découle de I'inégalité d’interpolation et de (7.5) que pour tout v € W1»
onau € L9et

lullze < Hullg llull,* < O ullwrs.
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Proposition 7.5 (Le cas limite p = d) Wh4(R?) C LY(RY) avec injection
continue pour tout q € [d, +o0l.

Preuve:
Soit u € C(R?), nous avons vu qu’en appliquant I'inégalité de Sobolev pour
av=|ullu (> 1) on obtient :

ull? oo < C/ IVullJul* < CHVuHLdHuH“ ey

avec 'inégalité de Young il vient donc

o 1/ a—1)/a
Jull . < CYNTul ol G2 < CallVul+ el ) (77

Td—-1

en prenant o = d on obtient
Jull 2 < C([|Vul|pa + [lull )
Ld-1

et on en déduit que L¥/@=1) <« W4 avec injection continue et par interpola-
tion que L? C W14 avec injection continue pour tout ¢ € [d,d?*/(d — 1)]. On
applique ensuite a nouveau (7.7) a o« =d + 1,d + 2,d + 3... et on en déduit
le résultat recherché.

O

Passons maintenant au cas p > d :

Théoréme 7.11 (Morrey) Soit oo > p > d on a alors W'P(R?) C L>(R?)
avec injection continue. De plus, si u € WIP(R?), u admet un représentant
continu (encore noté u) et plus précisément, il existe une constante C telle

que
u(z) — u(y)| < Cl|Vul|w|z —y|*, Yo,y € R x R?

pour « =1 —d/p.

Preuve:
Soit u € CHR?), z et y dans R?, soit Q un cube ouvert contenant x et y
et dont les cotés sont de longueur r = 2|z — y| et paralleles aux axes de
coordonnées. Dans tout ce qui suit C' désignera une constante (ne dépendant
ni de w ni de x ni de y) mais qui pourra varier d’une ligne a 'autre. Pour
z€@ona:

]u(m)—u(z)|§/0 ]Vu(x+t(z—x))||z—x|dt§C’r/o V(e +t(z — 2))|dt
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en définissant w := |Q| ™! [, QU et en intégrant I'inégalité précédente il vient
1
lu(z) — 1] < Crl_d/ (/ V(e + (= — 2)]dt )z
Q ~Jo

zCrl_d/Ol (/ttld|Vu(y)|dy>dt

oul'on a posé Q; := (1 —t)x +tQ C Q. En utilisant I'inégalité de Holder, on
a

Vu(y)ldy < | Vull 1@ Q" < ([Vul| ot 4
Q

et donc
1
, 1
- 1—d+d/ 1—d/
uta) = < OVl [ st < OVl =5
de sorte que

[u(@) = u(y)| < C|Vullo|z -y~ 7.

Pour montrer 'estimation L, on fixe un cube ouvert contenant x dont les
cOtés sont paralleles aux axes de coordonnées et de longueur 1, en utilisant
ce qui précede et I'inégalité de Holder, on obtient

u(2)] < [a] + fu(z) —ul < ullr + ClVull < Cllullws

Enfin, on conclut facilement la preuve a nouveau par densité.
O

Exercice 7.15 Soit u € WHP(R?) avec p > d montrer que

u(z) — 0 quand |z| — 0.

Dans le cas d'un ouvert  de R? régulier tel que 9Q soit borné, on
peut étendre les résultats précédents grace au théoreme de prolongement.
En résumé, cela donne :

Théoréme 7.12 Soit d > 2, Q un ouwvert de R? régulier tel que 0N soit
borné et p € [1,00]. On a :

1. sip<d, WHP(Q) C LYQ) avec injection continue pour tout q € [p, p*|
avec p* défini par



2. sip=d, W'(Q) C LI1(Q) avec injection continue pour tout q € [d, 00|,
3. sip>d, WHhP(Q) C L>®(Q) avec injection continue.

Dans le cas d’'un domaine régulier borné, on a en outre des résultats
d’injections compactes :

Théoréme 7.13 (Rellich-Kondrachov) Soit Q un ouvert régulier et borné
de R et pe[l,00]. On a :

1. sip<d, WhP(Q2) C L9(Q) avec injection compacte pour tout q € [1,p*]

avec p* défini par
1 1 1

2. sip=d, WH(Q) C LY(Q) avec injection compacte pour tout q € [1,00],
3. sip>d, WP(Q) C C(Q) avec injection compacte.

Preuve:
Supposons p < d, et ¢ € [1,p*[. Il s’agit de montrer que la boule unité
de WHP(Q) vérifie les hypotheses du théoréme de Riesz-Fréchet-Kolmogorov
dans L(Q2). Soit a €]0, 1] tel que

1 1 -«
+ -
q p
Soit u € WP(Q),w CcC Qet h € R? tel que |h| < d(w, R4\ Q) , par I'inégalité
d’interpolation, et le fait que €2 soit borné, on a :

e = llney < Nt =l llmns — wl52,
< RVl 21 gy 2llull o)
< Clh|* Jullwrr

ce qui montre que la boule unité de WP(Q) vérifie la premiere hypothese
du théoreme de Riesz-Fréchet-Kolmogorov. L’'inégalité de Holder donne par
ailleurs

[l za@nw) < [l o w9\ w] /7P

ce qui assure que la boule unité de W1?(Q) vérifie aussi la seconde hypothese
du théoreme de Riesz-Fréchet-Kolmogorov. Le cas p = d se traite de maniere
similaire. Enfin la compacité dans le cas p > d découle immédiatement des
théoremes de Morrey et d’Arzela-Ascoli.

O
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Notons en particulier que si 2 est régulier et borné, I'injection W2 (Q) C
LP(€2) est compacte ce qui implique que si (u,) converge faiblement vers u
dans W'2(Q) alors (u,) converge fortement vers u dans LP(£2). Notons aussi
que si Q n’est pas borné, 'injection W'?(Q) C LP(Q) n’est généralement pas
compacte. On peut aussi montrer que pour p < d, l'injection WP(Q) C LP"
n’est jamais compacte (méme si €2 est borné et régulier).

7.4 Espace I/VO1 ? et traces de fonctions W!'”

Nous allons voir que les fonctions WP ont une trace sur les hypersurfaces
régulieres c’est a dire que 'on peut donner un sens (LP) aux valeurs prises
par une fonction W1» sur une telle hypersurface. Ceci est évident pour p > d,
beaucoup moins pour p < d.

Lemme 7.2 Soit p € [1,00[ et Q := R x R%. Il existe une constante C
telle que pour tout u € CHR?), on ait

1/
(/R u(a!,0)Pde) " < Clufwnn.

Preuve:
Soit 2/ € R4 on a alors

(', 0)F < / Bal(u(’, 20 P (e, 2a)) dg
0

_ / plu(e, wa) PN Ouu(e’, 2.)| da
0

pour p = 1 on en déduit immédiatement le résultat cherché en intégrant
I'inégalité précédent par rapport a z’. Pour p > 1, 'inégalité de Young et
I'inégalité précédente donnent

lu(z’,0)|P < C’(/ |u(x',xd)|pdmd+/ |8du(m',:vd)|pda7d>
0 0

et on bien obtient I'inégalité cherchée en intégrant par rapport a .

O

Le lemme précédent montre que lorsque 2 := R4! x R, on peut pro-
longer l'opérateur u € C}(Q2) — u|gn en un opérateur linéaire continue de
WhP(Q) — LP(OQ) = LP(0R, o) avec o la mesure superficielle sur 9Q (qui
dans le cas du lemme précédent est simplement la mesure de Lebesgue d — 1-
dimensionnelle sur I'hyperplan 052). Ceci peut se généraliser comme suit aux
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ouverts ) réguliers (en définissant leur mesure superficielle o sur 92 comme
au chapitre 2). En effet, en rectifiant 02 par cartes locales on obtient le
résultat suivant dont on laisse la preuve au lecteur :

Lemme 7.3 Soit p € [1,00[ et Q un ouvert régulier de R? tel que 0 soit

borné (pour simplifier). Il existe une constante C' telle que pour tout u €
CHRY), on ait

v 1/p
s := ([ fut@)Pao(@)"” < Cllulwssc

On en déduit par densité 'existence d’opérateurs de trace :

Théoréme 7.14 (Théoreme de trace) Soit p € [1, 00| et Q un ouvert régulier
de R?, alors il existe un opérateur (dit de trace) ~y linéaire continu de W1P(£2)
dans LP(0Q) tel que yu = ulspq pour tout u € CHR?).

Par la suite nous noterons simplement yu = u|sq pour u € WHP(Q). En
raisonnant par densité, on peut en déduire diverses formules d’intégration
par parties pour des fonctions W1?(Q). Par exemple, si u = (uy, ..., uq) avec
chaque u; € WH(Q), on a la formule de Stokes :

[ aivt) = [ u-ndo

Ou encore, si u et v dont dans H'(€), on a la formule d’intégration par

parties
/@u v = —/u o +/ (uwv)n;do.
Q Q a0

Pour 1 < p < oo on note Wy*(Q) Padhérence de C(Q) (ou de D(Q))
dans (W'P(Q), || lwie)- On munit Wy de la norme de W', comme, par
définition, W, 7 est fermé dans W'? (et donc aussi faiblement fermé par
convexité), c’est un espace de Banach pour la norme WP, On note aussi
H} := W, . On sait déja que si Q = R% C1(R?) est dense dans W'?(R%) de
sorte que W, P(R%) = WhP(R9).

Proposition 7.6 (Inégalité de Poincaré) Soit p € [1,00[ et Q un ouvert
borné dans une direction. Alors il existe une constante C' telle que
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Preuve:
Sans perte de généralité supposons que Q@ C {z € R?: |z;| < M}. Soit
u € CHQ) (prolongé par 0 en dehors de ), pour z € Q on a

u(z) = u(z) —ulz —2Mey) = 2M /01 Oyu(x — 2tMey)dt

et donc

/Q lulP < (2M)? /Q ( /0 1|81u(x—2tMel)|pdt>dx < (2M)P /Q VP,

On conclut par densité de C1(Q) dans W, ().
O

On peut montrer que I'inégalité de Poincaré est encore vraie dans le cas ou
| est fini. L’inégalité de Poincaré implique en particulier que sur W,”(Q),
u— ||Vul|r o) est équivalente a la norme W?(Q) et que sur Hy(Q), (u,v) —
fQ Vu - Vv est un produit scalaire et que la norme qu’il définit sur H}(Q) est
équivalente & la norme H'(Q).

L’exercice suivant permet de relier les espaces W, ?(Q) aux opérateurs de

trace : W, ?(Q) est simplement le noyau de opérateur de trace v : W(Q) —
LP(09Q).

Exercice 7.16 Soit Q un ouvert régulier de R, p € [1,00[ et u € WHP(Q).
Montrer que u € Wy P(Q) si et seulement si u|aq = 0.

Exercice 7.17 Soit Q un ouvert régulier de R, p € [1,00[ et u € WHP(Q).
Montrer que u € Wol’p(Q) si et seulement si la fonction qui prolonge u par 0
en dehors de Q0 appartient ¢ WP (R?).

Exercice 7.18 Soit Q un ouvert régulier de R, p €]1,00[ et u € LP().
Montrer les équivalences entre :

1. uw e WyP(Q),
2. il emiste C' tel que

’/u 81»90‘ < Cllglls Yo € Cu(RY), Vi=1,....d.
Q

Exercice 7.19 Soit Q un ouvert régulier de R? tel que 0S) soit borné, p €
[1,00[ et u € WHP(Q). Montrer que y(ux) = (yu)s+ et en déduire que si
yu = ulpq > 0 alors u_ € WyP(Q).
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7.5 Formulation variationnelle de quelques pro-
blemes aux limites

Soit € un ouvert régulier de R?, on cherche & résoudre le probleme ellip-
tique linéaire avec condition de Dirichlet homogene :

—Au +u = f dans Q,
u = 0 sur 0f),

Une solution classique est une fonction u € C%(Q) vérifiant ponctuellement
I’EDP précédente et la condition de Dirichlet sur 0€2. Evidemment, I'exis-
tence d’une solution classique nécessite que f soit continue. Or, nous allons
autoriser le cas f € L*(Q) (et méme f € H () oun H () désigne le dual
topologique de H}()). Pour f € H'(Q2), une solution faible du probleme
précédent est par définition une fonction u € H{(2) vérifiant

/QVu-Vgo—l—/QUQO:f(go), Vi € Hy (). (7.8)

Il est facile de voir qu'une solution faible est une fonction H} solution de
I’EDP au sens des distributions. On vérifie immédiatement, en utilisant la
formule de Green que toute solution classique est solution faible (en suppo-
sant en plus 2 borné de sorte que cette solution classique est bien H}) et
que si une solution faible est réguliere (disons C?(€2)) alors c’est une solution
classique. L’existence et 'unicité d’une solution faible est ici simplement as-
surée par le théoreme de Riesz. En effet, dire que u € H{ est solution faible
signifie exactement que u représente f, étant entendu que H} est muni du
produit scalaire usuel de H'! :

(u, @) ::/Vu-Vgo+/u<p.
Q Q

De plus, on vérifie immédiatement que u est solution faible si et seulement si

1

J(v) > J(u), Yo € Hy, avec J(v) := 5 (v,v) — f(v). (7.9)
On a donc :
Théoréme 7.15 Soit f € H 1(Q), I’équation
—Au+u= f dans Q, u=0 sur 0F, (7.10)

posséde une unique solution faible w € Hy. De plus u est 'unique minimiseur
de la fonctionnelle J définie par (7.9) sur Hy.
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Si 'on note T l'opérateur de H=1(2) — L3(Q2) qui & f € H~(Q) associe
u € HL(Q) C L*(Q) la solution de (7.10), on a

1Tl = [

Si en plus 2 est borné comme l'injection de H! dans L? est compacte, on en
déduit que T est un opérateur compact de H~1(Q) dans L?(Q).

Exercice 7.20 Soit Q) un ouvert borné et régqulier de R% et f € H~. Montrer
que ’équation

—Au = f dans Q2

avec condition de Dirichlet homogene posséde une unique solution faible dans
H}. Montrer que pour \ > 0 assez petit (quantifier), il en est de méme pour :

—Au— A u= f dans Q, u =0 sur 0S).

L’exemple précédent illustre de maniere simple comment la formulation
faible (ou variationnelle) permet de montrer I'existence et l'unicité (et ca-
ractérisation variationnelle c’est a dire en terme de minimisation d’une fonc-
tionnelle d’énergie) d’une solution faible; on a trivialisé la question en uti-
lisant le théoreme de Riesz, pour des cas un peu plus généraux, c’est le
théoreme de Lax-Milgram, que nous rappelons ci-dessous, qui permet de
prouver 'existence et 'unicité d’une solution faible.

Théoréme 7.16 (Théoreme de Lax-Milgram) Soit H un espace de Hilbert,
a une forme bilinéaire continue et coercive (c’est a dire telle qu’il existe C' > 0
tel que a(v,v) > C||v]]* = C(v,v) pour tout v € H) et f € H'. Il existe un
unique u € H vérifiant

a(u, ) = f(¢), Vo € H.
Si de plus a est symétrique alors u est l'unique minimiseur sur H de la

fonctionnelle J définie par :

J(v) = %a(v,v) — f(v), Yv € H.

A titre d’application immédiate, considérons {2 ouvert borné et régulier
de R¢, f € H~! et le probléme de Dirichlet :
— Z 0;(aij0;u) + apu = f dans Q,

1<i,j<d

u = 0 sur 0f),
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avec ay € L, ap > 0, les fonctions a;; € L satisfaisant la condition d’el-
lipticité : il existe C' > 0 tel que pour presque tout z, pour tout p € R? on
a

> " aij(x)pip; > Clpl*. (7.11)
(2]
Une solution faible est par définition une fonction u € Hj () telle que

/Zaij@u ;0 + / agup = f(p), Vo € Hé. (7.12)
Q5 Q

Au vu de la formulation variationnelle précédente, il est naturel de définir la
forme bilinéaire

au, @) = /(;Zaijaiu 3j<p+/ﬂaoug0,Vu, ¢ € Hp
1]

les coefficients ag, a;; étant bornés, a est continue sur Hj et la condition
d’ellipticité (avec I'inégalité de Poincaré) assure que a est coercive sur H}
(noter aussi que si ag > « > 0 I'hypotheése que €2 est borné est inutile). Le
théoreme de Lax-Milgram permet immédiatement d’en déduire I’existence et
I'unicité d’une solution faible.

On peut également considérer le probleme de Dirichlet non homogene :

—Au+u = f dans €,
u = g sur 0,

ou plus généralement (pour des fonctions ag et a;; vérifiant les mémes hy-

potheses que précédemment)

— Z 0j(a;j0u) + apu = f dans Q,
1<i,j<d
u = g sur 02,

ot g € H*() et la condition de Dirichlet u = g sur 9 est a interpréter au
sens des traces c’est a dire au sens y(u — ¢g) = 0 (ou ce qui revient au méme
u—g € Hi(Q)). Une solution faible des équations précédentes est alors par
définition un élément u de K := g+ H}(Q) = {v € H' () : v(u—g) =0}
vérifiant (7.8) dans le cas de la premiere équation et (7.8) dans le cas de la
seconde. L’existence et 1'unicité d’une solution faible découle alors du fait
que K est un sous-espace affine fermé de H' et du théoréme de Stampacchia
que nous rappelons ici :
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Théoréme 7.17 (Théoreme de Stampacchia) Soit H un espace de Hilbert,
a une forme bilinéaire continue et coercive, K un convexe fermé non vide de
H et f e H'. Il existe un unique u € K vérifiant

a(u,p —u) > flp —u), Vo € K. (7.13)

Si de plus a est symétrique alors u est 'unique minimiseur sur K de la
fonctionnelle J définie par :

J(v) = %a(v,'u) — f(v), Yv € H.

En effet, dans le cas K = g + H}(Q), (7.13) se réécrit simplement

a(u, p) = f(p), Yo € Hy(Q)
qui est la forme variationnelle (ou faible) des EDP’s considérées plus haut.

Exercice 7.21 (Conditions de Neumann) Soit Q ouvert borné et régulier de
R? et f € H™L, on appelle solution faible du probléme de Neumann

—Au+u = f dans €,
% =0 sur 09,

toute fonction u € H' vérifiant :

/Vu-Vgo+/ug0:f(g0), Vo € H'.
Q 0

Montrer qu’il existe une unique solution faible du probléeme de Neumann
précédent et que toute solution classique est une solution faible. Donner une
caractérisation de la solution du probléeme précédent en termes de minimisa-
tion. Donner une condition nécessaire et suffisante pour que l’équation

—Au = f dans (),
% =0 sur 09,

admette une solution faible.

Exercice 7.22 Soit Q ouvert borné et régulier de RY, a € L>*(Q) (pas
de condition de signe) b € L®(Q,RY) et f € L*Q), on s’intéresse ici a
l’équation :

—Au+b-Vu+au = f dans Q,u =0 sur 02, (7.14)
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1. Montrer que pour X > 0 assez grand l’équation
—Au+b-Vu+au+ \u= f dans Q,u =0 sur 09, (7.15)

possede une unique solution faible que [’on notera T f.
2. Montrer que T est un endomorphisme compact de L2.

3. Montrer que pour f =0 l’ensemble des solutions de (7.15) est un sous
espace-vectoriel de dimension finie d de HL(Q). Montrer que (7.15)
posséde des solutions si et seulement si f € F* avec F un sev de
dimension d de L*().

4. Que peut-on dire de plus dans le cas ou.a > 0,b € CHQ) et div(h) <0 ?

5. En utilisant le principe du mazimum, que peut-on dire de plus dans le
cas o a > 07

7.6 Principe du maximum et régularité ellip-
tique
Théoréme 7.18 (Principe du maximum, cas sans dérive) Soit Q un ouvert

régqulier de R%, ag >0, ag € L™, a;; € L vérifiant la condition d’ellipticité
(7.11), f € H () et u € H'(Q) solution faible de I’équation

- Z 83‘(&2‘3'8@11/) + agu = f dans €. (716)
1<4,5<d

Si f >0 (au sens ¢ > 0= f(p) >0) et si ulgg > 0 alors u > 0 dans Q.

Preuve:
Comme ulgg > 0, on sait que u_ € HJ(Q) (voir exercice 7.19) on peut
donc prendre u_ comme fonction test dans (7.16) (on dit aussi "multiplier
I'équation” par u_), il vient alors

/Q ( Z a;jOiu Oju_ + aouu_) = f(u_) >0

1<i,j<d

en utilisant les identités d;u dju_ = —Qju— Oju_, uu_ = —u? et la condition
d’ellipticité (7.11), il vient donc

—C/ |Vu_|2—/a0u2_ >0
Q 0
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de sorte que Vu_ = 0 et donc u_ = 0, ce qui prouve le résultat voulu.

O

Le principe du maximum joue un role fondamental dans les EDP’s ellip-
tiques notamment pour obtenir des résultats d’unicité et ce, méme (surtout
en fait!) dans le cadre non-linéaire. Considérons par exemple le cas ou (2
est un ouvert borné de R? et considérons I’équation non-linéaire (de type
Hamilton-Jacobi) suivante :

F(x, D*u) + H(x,Vu) +u = 0. (7.17)

Ou F et H sont des fonctions continues et F' est elliptique au sens ou si
M; > M, (au sens des matrices symétriques) alors F'(x, M;) < F(x, Ms).
Supposons maintenant que u et v soient des fonctions C? (ﬁ), que u soit une
sous-solution de I’équation préceédente :

F(x, D*u) + H(x,Vu) +u < 0 sur Q
et que v en soit une sur-solution :
F(z,D*v) + H(z,Vv) +v > 0 sur .
On a alors le principe du maximum (ou principe de comparaison) suivant :
u<wvsur 00 = u < v sur Q.

Pour démontrer ce principe de comparaison, il s’agit de montrer que maxq(u—
v) < 0, si le maximum est atteint sur 92 il n’y a rien & démontrer. Supposons
donc qu’il est atteint en un point zy € 92 et supposons par ’absurde que
u(zo) > v(xp). On a alors

Vu(zg) = Vo(zg), D*u(xe) < D*v(xg)
et donc en utilisant Uellipticité de F' :
u(zo) < —F (20, D*u(xg)) — H(x0, V(o))
< —F(z0, D*v(x0)) — H(zo, Vo(20)) = v(20)

ce qui constitue la contradiction recherchée. Notons que le principe de com-
paraison implique en particulier que le probleme de Dirichlet :

F(x, D*u) + H(x,Vu) +u = 0 dans Q, u = g sur 99 (7.18)

admet au plus une solution classique. Cependant, le probleme (7.18) n’ayant
généralement pas de solution classique, il faut recourir a la notion de solution
de viscosité développé par Michael Crandall et Pierre-Louis Lions (voir [3]).

L’argument précédent valable pour les solutions classiques donne 'intui-
tion que le principe du maximum devrait rester valable pour des équations
linéaires ”avec un terme en Vu” (ou terme de dérive). On a en effet :
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Théoréme 7.19 (Principe du maximum pour des équations elliptiques avec
terme de dérive) Soit Q un ouvert borné (pour simplifier) et régulier de R,
ap >0, a0 € L™, a; € L™, a;; € L™ vérifiant la condition d’ellipticité (7.11),
fe HYQ) etue HY(Q) solution faible de I’équation

d
- Z 9;(ai;0u) + Z a;0u + agu = f dans 2. (7.19)

1<i,j<d i=1
Si f >0 (au sens ¢ > 0= f(p) >0) et si ulag > 0 alors u > 0 dans €.
Preuve:
Soit m := essinf u et supposons par ’absurde que m < 0 soit alors m < k < 0

et
v = (u—k)_

on a alors vy € H}()) et en multipliant (7.19) par v; et en utilisant la
condition d’ellipticité, on obtient

/ Vo < C / Vollow] = C / Vorllonl < OVl szl oell e
QO Q Ay
avec
Ay = {Vu#0, u<k}.
Comme v, € H} et vy, # 0 il vient donc
IV0ellze < Cllxagoellze

soit maintenant ¢ = 2* sid > 3 et +00 > g > 2 quelconque si d = 2, il résulte
de I'inégalité de Poincaré, du fait que H' C L7 avec injection continue et de
I'inégalité de Holder que I'on a alors

[vklle < Clixa,vkllze < C’||Uk||Lq|Ak|1/2—1/Q.

Ce qui implique que pour tout & > m on a |Ax| > o > 0 et ceci est absurde
car |Ag| — 0 quand k — m™ (c’est clair pour m = —oo car u € L? et pour
m > —oo, on a |[Ag] — {Vu # 0, v =m}| =0 d’apres l'exercice 7.12).

a

On en déduit immédiatement :

Corollaire 7.4 Sous les hypotheses du théoréeme 7.19, le probleme de Diri-
chlet :

d
— Z 0j(a;;0;u) + Zaiaiu +agu = f dans Q, u=0 sur 9Q  (7.20)

1<ij<d i=1

posséde une unique solution pour tout f € L*(Q).
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Preuve:
On déduit de I'hypothese d’ellipticité qu’il existe A > 0 tel que la forme
bilinéaire continue

a(u, @) = / (Zaij@-uajgo + Zal&u o+ (ag + /\)ug0>, Yu,v € H'
2y i

soit coercive sur H'. Il résulte alors du théoréme de Lax-Milgram que pour
tout f € L*(Q), I'équation

d
- Z aj(aijaiu)+Z%@-U+(ao+)\)u = f dans Q, u =0 sur 9Q (7.21)

1<i,j<d i=1

possede une unique solution que nous noterons 7'f. On vérifie sans peine que
T est un endomorphisme compact de L2. De plus, par construction u est
solution faible de (7.20) si et seulement si u = T'(f + Au) ce qui se réecrit
encore (I — AXT)v = f avec v = f 4 Au. I découle alors du principe du
maximum que (I — A7) est injective. On déduit donc de 'alternative de
Fredholm que (I — AT") est surjective et ainsi le résultat cherché.

O

Nous allons maintenant nous intéresser a la régularité des solutions faibles.
Dans le cas 2 = R?, il est facile de voir, par transformée de Fourier comme
au chapitre 2, que si f € L?, la solution faible de

—Au+u=f

est en fait H% On a méme mieux : |ullgz < CJ/f]|z2 pour une certaine
constante C'. On peut également itérer argument : f € H* = u € H*,....,
f e H™ = u € H™2. En particulier, si f € H™ pour tout m alors v €
H™ pour tout m ce qui entraine en particulier que v € C*. Nous allons
maintenant généraliser ces résultats de régularité elliptique a des équations
(linéaires) plus générales (avec des coefficients variables, ce qui rend inadaptée
la résolution en Fourier) et pour des domaines plus généraux. Afin d’éviter
les difficultés liées a la géométrie du domaine, nous allons nous limiter au cas
de 'espace entier ou du demi-espace :

Théoréme 7.20 Supposons que Q = R? ou Q = R4 x R%, soit a;; €
Wheo(Q) wvérifiant la condition d’ellipticité (7.11), f € L*(Q) et u € HY(Q)
solution faible de I’équation

— Z @-(aij&-u) +u= f dans €. (722)

1<i,j<d
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alors u € H*(Q) et il existe une constante C (indépendante de f!) telle que :
[ull @) < Cl 22
Preuve:

Commengcons par traiter le cas = R% Pour h € R?\ {0} et v € H', on
note :

Multiplions I’équation par D_j(Dyu) il vient alors en utilisant les propriétés
¢lémentaires de D), et le fait que les a;; sont Lipschitziennes :

/Qth(Dhu) :/g‘2 Z aij@-uD,h(Dhaju)—I—uD,h(Dhu)

1<i,j<d

- Z Dy (a;;0;u)(Dydju) + (Dpu)?

Q1<ij<d

Z Z (Thaij)(ﬁiDhu)(athu) + Dh(aij)aiuDhaju

@ 1<ij<d

> C/ |DLVul? — C'||Vaul|z2|| Dy Vul| g2
Q

en remarquant ensuite que ||[Dppllz2 < [[Vo|[2 pour tout ¢ € H!, on en
déduit que

| DiVull 2 < C([ fllz2 + IVullz2) < C[f]| 22

on déduit alors de la proposition 7.3 que Vu € H! i.e. u € H? et en prenant
h = te; et en faisant tendre ¢t vers 0 on obtient bien

[ull 2 < ClI |2

Dans le cas ou 2 est le demi-espace, il faut prendre garde a n’utiliser que des
translations laissant invariantes €2 et la condition de Dirichlet, c’est a dire des
h € R x {0} (des translations tangentielles). Pour de tels h, en procédant
comme précédemment on obtient

10l e < Cllfllies i =1,d, j=1,.yd — 1.

On estime enfin la dérivée seconde manquante Jyqu en utilisant I’équation :
avec ce qui précede on a agg0squ € L? et on conclut en utilisant le fait qu’avec
(7.11) on a agg > C > 0.

O
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Indiquons que par rectification par cartes locales, on peut aussi montrer
(mais la preuve est un peu plus fastidieuse, consulter par exemple [2] ou [10])
que le résultat précédent est encore valable pour € ouvert borné de classe C?
de R?. 1l est aussi facile d’adapter la preuve du cas Q = R? pour montrer des
résultats de régularité HZ_ et en itérant I'argument d’obtenir des résultats
de régularité d’ordre plus élevé, un exercice (bien noter la différence dans
les hypotheses et aussi dans 'estimation par rapport au théoreme précédent)

pour s’en persuader :

Exercice 7.23 Soit Q un ouvert de R, a;; € W™ satisfaisant (7.11), a; €
L>®, a9 € L™, f € L*(Q) et ue HY(Q) solution faible de :

d
— Z 8j(aij&iu) —+ Z aiaiu + aouw = f
1<i4,j<d i=1

Montrer que uw € H2.(Q) (i.e. u € H*(w) pour tout w CC Q) et que pour

tout w CC Q il existe C' = C(w) telle qu’on ait l’estimation :

[ullr2y < CUIf 2@ + lullr2))-
Si on suppose en outre que a;;, a;, ag et f sont C> montrer que u € C*(12).

Terminons ce chapitre par une application importante du théoreme de
décomposition spectrale des opérateurs autoadjoints compacts :

Théoreme 7.21 Soit Q un ouvert borné de R alors il existe une base Hil-
bertienne (u,)n>1 de L*(Q) et une suite (A\,)n>1 de réels vérifiant A, > 0 et
A\ — +00 tels que u, € H} () NC>®(Q) et

— AUy = MUy,

On appelle les A\, les valeurs propres de —/A sur ) avec condition de Dirichlet
et les fonctions u, fonctions propres associées.

Preuve:
Soit T' 'endomorphisme de L*(2) qui a f € L*(2) associe u solution faible
de
“Au=f, ue HA Q).

Nous savons déja que T est un endomorphisme compact de L2 Soit f et g
dans L*(Q) et u:=Tf, v:=Tg on a alors

<Tf,g>Z/ngz/QVqu:/Qvf=<Tg,f>
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ce qui montre que T est autoadjoint. On a également
@5.0)= [ 1Vl = 0, vf & X®
Q

et ker(T) = {0}. Il résulte alors du théoreme 4.8 que L*(2) possede une base
hilbertienne (u,),>1 de vecteurs propres de 7" associés a une suite (fin)n>1
de valeurs propres vérifiant u, > 0 et u, — 0 quand n — oo. On vérifie
immédiatement que

—Au, = \u, avec \, = Ln

Enfin comme —Au,, € L*(Q), il résulte des résultats de régularité elliptique
vus précédemment que u,, € H?(w) pour tout w CC €, en itérant 'agument
on a u, € H*(w) pour tout m € N* et donc u,, € C>().

O

Notons que si I'on dispose des fonctions propres de —A sur  (dans cer-
tains domaines simples, ces fonctions propres sont effectivement connues ex-
plicitement), alors la solution de

~Au=f, uc Hyj(Q)

est explicite et donnée par :

8

n=1

La connaissance des fonctions propres de —A sur €2 permet également de
résoudre simplement 1’équation de la chaleur :

O — Au = 0, uli—o = ug, ulagn =0

par

o
Ze (U, Up ) Up ().

n=1

173



Chapitre 8

Calcul des variations et EDP’s
elliptiques non-linéaires

Nous avons vu au chapitre précédent que sur une domaine régulier borné
Q, résoudre :
—Au+u = f dans €,
{ u = 0 sur 012,

revenait & minimiser sur H} la fonctionnelle

J(v) :== % (/Q |Vol? —i—v2) — f(v).

Une autre maniere de formuler cette équivalence est de dire que les solutions
faibles de 'EDP ci-dessus sont des points critiques de la fonctionnelles .J. No-
tons aussi que J étant convexe, il y a équivalence entre étre point critique de
J et minimiser J et comme J est strictement convexe il y a aussi unicité du
point critique. L’EDP ci-dessus apparait ainsi comme ’équation J'(u) =0 :
I’équation d’Euler-Lagrange correspondant a la condition du premier ordre
de minimisation de J. De nombreuses EDP’s intéressantes sont des équations
de points critiques de certaines fonctionnelles d’énergie. Nous allons exploi-
ter ce lien dans ce chapitre en nous limitant aux méthodes de minimisation
pour des EDP’s qui apparaissent naturellement comme équation de point cri-
tique (Euler-Lagrange) de fonctionnelles d’énergie. Mentionnons qu’il existe
d’autres méthodes (mountain-pass, linking..) pour montrer I'existence de
point critiques et donc de solutions aux EDP’s de type Euler-Lagrange. Nous
aborderons aussi dans ce chapitre les méthodes de point-fixe pour I'existence
de solutions a certaines EDP’s non-linéaires. La aussi, il ne s’agit que d’une
introduction au sujet et de nombreuses autres méthodes non variationnelles
existent : méthodes de monotonie, de sous et sur-solutions (voir par exemple
[8] pour un apergu), méthodes d’inversion locale, de bifurcation....
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8.1 Meéthode directe du calcul des variations

Soit © un ouvert borné régulier de RY, p €|1,+oo[ et considérons le
probleme de minimisation suivant

inf  J(u), avec J(u):= /Q (F(Vu(x)) + G(u(a:)))dx (8.1)

ueWyP(Q)

Théoreme 8.1 Supposons que F' et G soient continues, que G soit minorée,
qu’il existe A >0 et B € R tels que F vérifie (la condition de coercivité) :

F(2) > Alz|P + B, Vz € R?
et que F soit convexe sur RY. Alors (8.1) posséde au moins une solution.

Preuve:
Soit (uy,), une suite minimisante de (8.1), c’est & dire une suite de W, (Q)
telle que J(u,) — inf(8.1). Il résulte de I'hypothese de coercivité et du fait
que G soit minorée que ||Vu,||r» est bornée et donc, avec l'inégalité de Poin-
caré on en déduit que (u,), est bornée dans W'?(Q). Comme W'P(Q) est
réflexif, on peut supposer quitte a extraire une sous-suite, que (u,) converge
faiblement vers u € W'P(Q). Comme W,”(Q) est faiblement fermé dans
WhP(Q), on a u € WyP(Q). L'injection de W'?(Q) dans LP(2) étant com-
pacte, on peut supposer que u,, — u dans LP(2) et p.p., et 'on a Vu,, = Vu
dans LP. Le lemme de Fatou et le fait que GG soit minorée permettent d’en

déduire que
liminf/G(un) Z/G(u).
Q Q

Le méme argument montre que v € W'P(Q) — [, F(Vv) est sci pour la
topologie forte de W1P(Q), comme F est convexe, cette fonctionnelle est
convexe et donc aussi sci pour la topologie faible de W?(£2). On a donc

lim inf /Q F(Vuy,) > /Q F(Vu).

Ceci permet d’en conclure que u est solution de (8.1).
|

Notons que I’hypothese de convexité de F' est essentielle dans la preuve
précédente et ne peut étre affaiblie, comme le montre le contre-exemple sui-
vant du a Bolza. Considérons

inf J(u) := /01 ((1 — %)% + u2>, w e Wy'(]0,1[).
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Il est facile de construire une suite (u,,) telle que J(u,) — 0 et donc d’en
déduire que I'infimum du probléeme est 0 mais ce dernier n’est clairement
pas atteint. Notons également que si en plus, J est strictement convexe (ce
qui est le cas si par exemple F' et G sont strictement convexes) alors (8.1)
possede un unique minimiseur (l’argument est classique : si u; et up sont
deux minimiseurs distincts, (uy + u2)/2 a une valeur strictement plus petite
de J, ce qui est absurde).

Supposons maintenant que F' et G soient de classe C' et qu’il existe une
constante C' telle que VF et G’ vérifient les conditions de croissance

[VF(2)] < C(Je)"~" + 1), ¥z € R

et,sip<d:
G'(w)] < C(lul"™" +1), Vu e R

avec ¢ > 1 tel que WhP(Q) C LI(9Q).

Théoréme 8.2 Sous les hypotheses précédentes, toute solution de (8.1) est
solution faible de l’équation d’Fuler-Lagrange :

—div(VF(Vu)) + G'(u) = 0 dans Q, u|sgq =0 (8.2)

c’est a dire que

/ VE(Vu) - Ve + / G'(u)p =0, Yo € W, P(Q). (8.3)

Preuve:
Soit ¢ € WyP(Q) et 1 > ¢ >0, on a

%(J(u +ep) — J(u)) >0 (8.4)

On a d’abord 7, := e (F(Vu+eVy) — F(Vu)) — VF(Vu) -V p.p. quand
e — 07. Par ailleurs, I'inégalité des accroissement finis et I’hypothese de
croissance sur VF' donnent :

el < Vel sw  [VF| < CIVel(Vul + Vel € 1L
[Vu,Vu+eVy]

Avec le théoreme de convergence dominée, on en déduit que

lim /na:/VF(Vu)-Vgp.
e—=0t Jo Q
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Exactement de la méme maniere, on obtient

lim 2 [ (Glutep) — Gu) = / G (u)p

e—0t € Q Q

et donc en passant a la limite dans (8.4), on en déduit

/QVF(Vu)-VgoJr/QG’(uMZO

changeant ¢ en —g, on obtient que l'inégalité précédente est en fait une
égalité, ce qui permet de conclure.

O

Les hypotheses de croissance sur les dérivées sont un peu lourdes mais
elles sont néanmoins importantes. Sans elles, il se pourrait qu’il existe des
minimiseurs qui ne soient pas solution de I’équation d’Euler-Lagrange. Ce
phénomene (un peu curieux) est appelé phénomene de Lavrentiev (voir par
exemple [4]).

Exercice 8.1 Soit d > 3, Q la boule unité de R, 1 < q < 2%, f € L?(Q) a
symétrie radiale (i.e. |x| = |y| = f(zx) = f(y)), montrer que

—Au+ [u|"?u = f, dans Q, u € Hy ()

admet une unique solution et que celle-ci est a symétrie radiale.

Exercice 8.2 Soit Q un ouvert borné régulier de R, p €]1,+o00[ et f €
LP(Q) montrer que

—div(|VulP7?Vu) + [ufPu = f

posséde une unique solution dans ug+W*'(Q) pour tout ug € W?(Q). Méme
question pour ’équation

—div(|Vul|P2Vu) — e|ulP?u = f

avec € > 0 assez petit.

Exercice 8.3 Soit 0 un ouvert borné régulier de R, uy € HE(Q), f €
C(R,R) décroissante et vérifiant | f(u)| < C(|u|41) pour tout w € R. Montrer
que

—Au = f(u),u € ug + Hy ()

posséde une unique solution.
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Exercice 8.4 Soit F' convere : R* — R? vérifiant pour des constantes stric-
tement positives M et m :

M(|p|> + 1) = F(p) = m(|p|* — 1), Vp € R".

Soit Q un ouvert borné régulier de R? et f € L*(Q), montrer que

min /Q (F(Vu) — fu) = max _ /Q F*(o(2))dz.

UEH(%(Q) O'ELZ(Q,Rd) div(o’):—f

Exercice 8.5 Soit Q) un ouvert borné réqulier de R, montrer que le probléme
inf {||Vull2(), v € Hy(Q), [[ullr2@) =1}

admet des solutions. Donner une EDP vérifiée par ces solutions. Quel est le
lien entre la valeur de ce probléme (i.e. la valeur de linfimum), la premiére
valeur propre du laplacien-Dirichlet sur 2 et la meilleure constante dans
l'inégalité de Poincaré ?

Exercice 8.6 Soit Q) un ouvert borné réqulier de R?, montrer que l’équation :

—Au + u = cos(u), ulgg =0

posséde une unique solution H}(Q) et que celle-ci est de classe C*.

8.2 Théoremes de point-fixe et applications

Notons B la boule euclidienne unité fermée de R? et S%-! = 9B°. On
commence cette section par le théoreme de non-rétraction (C') de la boule
sur la sphere :

Théoréme 8.3 Il n'existe pas d’application C' f : B S telle que
f(z) = x pour tout x € S4=1.

Preuve: .
Supposons au contraire que f : B° — S9! soit C! et telle que f(z) = x pour
tout € S L. Pour t € (0,1) et z € B, posons
fi(z) =1 —t)x +tf(x).
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Par convexité, ft(Ed) c B". De plus, f est M-Lipschitz avec

M = sup ||f'(2)]|
z€B’
et fi —id = t(f —id). Pour t € (0,ty) avec to = (1 + M)™', f/(z) est donc
inversible pour tout z € BY. En particulier, avec le théoréme de I'inversion

locale, pour tout € B?, f, est un C'-difféomorphisme d’un voisinage de z
sur un voisinage de f;(x), en particulier f;(B?) est ouvert . Soit z et y dans

B, ona

1fe(z) = fr@)ll = 11 = 8)(z —y) +¢(f(x) = fF) = (1 = 1) = tM)llz — y]]

et comme 1 > t(1 + M), on en déduit que f; is injective. Ainsi f; est un C!
diffSomorphisme de B¢ sur f;(B?) C BY. Prouvons maintenant que f;(B%) =
B4, supposons par 'absurde qu'’il existe y € B\ f;(B%) et soit 2z € f;(B%),
comme f;(B?) est ouvert, y := 2z + Ay — z) € f;(B%) pour A > 0 assez petit.
Soit maintenant

X = sup{A € 0,1] ¢ g € B}y = .

Il est clair que y* € ft(Ed) prouvons que y* € f;(B%). Si ce n’était pas le
cas, on aurait y* = fi(z) avec x € S et comme fi(x) = x pour x € S41
on aurait y* = x € S9! contredisant le fait que (z,y| est inclus dans B<. Si
A < 1, comme f;(BY) est voisinage de y*, yx € fi(B?) pour A > \* proche
de \* contredisant ainsi la maximalité de \*. Ainsi y* = y € f;(B%). On a
ainsi prouvé que pour t € (0,t), f; est un C* diffeomorphisme de B¢ dans
elle-méme. Posons maintenant pour tout ¢ € [0,1] :

Pt) = /B det(Dfy(x)dr

Puisque f; est linéaire en ¢, P(t) est polynomial en t. Pour t € (0,t,), par
la formule du changement de variables, P(t) est la mesure de Lebesgue de
f:(B%) = B, P(t) est donc constant sur (0,%y) et donc

P(1) = /B det(Df(x))dz = P(0) > 0.

Mais det Df(x) = 0 partout (sinon par le théoreme de l'inversion locale
f(BY) = S9! serait d’intérieur non vide), ce qui constitue la contradiction
recherchée. O

On en déduit alors le théoreme du point fixe de Brouwer :
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Théoréme 8.4 (Brouwer) Soit C' une partie convexe compacte de R? et soit
f : C — C continue, alors il existe T € C tel que f(T) =T.

Preuve:
On va prouver le résultat dans le cas C' = B” et on déduit le cas général en
remarquant que tout convexe compact est homéomorphe a une boule eucli-
dienne de dimension finie. Supposons par ’absurde que f soit une application

continue de B® dans elle-méme sans point fixe
inf{||z — f(z)|, z € B"} > 0. (8.5)

L’inégalité (8.5) restant satisfaite pour les fonctions suffisamment uniformément
proches de f, on peut en outre supposer que f est de classe C'! (en régularisant

par convolution). Pour z € B soit g(z) Vintersection de S9! avec la demi-
droite {x + A\(f(xz) —x), A > 0}. Avec (8.5), g est bien définie et de classe
C*. Par construction, g envoie Fd sur S9! et g(x) = x pour tout x € Sd_l,
ce qui contredit la conclusion du Théoreme 8.5.

O

Il va sans dire que la généralité du Théoreme de Brouwer en fait un outil
extrémement puissant pour démontrer des résultats d’existence (en dimen-
sion finie toutefois). A titre d’exercice applicatif, on démontrera, le résultat
suivant :

Théoréme 8.5 (Perron-Frobenius) Soit A € M,(R) une matrice a coeffi-
cients strictement positifs, alors A possede un vecteur propre a coordonnées
strictement postives.

Exercice 8.7 Soit F € C’O(Ed,Rd) tel que F(x) -z >0 pour tout x € S%71.
Montrer qu’il existe x € B tel que F(x) = 0.

En dimension infinie, le Théoreme du point fixe de Schauder est tres utile
pour les EDP’s non linéaires et s’énonce comme suit

Théoréme 8.6 (Schauder) Soit C' une partie convexe fermée bornée d’un
espace de Banach E et f : C'— C' continue et telle que f(C) soit relativement
compacte, alors il existe T € C' tel que f(T) =T.

Preuve:
Comme f(C) est relativement compacte, pour tout ¢ > 0, il existe V. et
des points z5,...,x5 de C tels que : f(C) C UNe B(f(x5),¢) . Soit E. le
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sous espace vectoriel engendré par { f(z7), ..., f(z%.)}. Notons B¢(f(x5),¢) le
complémentaire de B(f(x$), ) et posons pour tout z € C et i :

d(f(x), B*(f(27),€))
> jmy d(f (), Be(f(25),€))

de sorte que a5(z) > 0 ssi ||f(x) — f(a5)] < e. Soit C. := C N E. et pour
x € C, posons

as(x) ==

feolx) = of(x) f(x)

par convexité de C, f.(C:) C C: et f.. Comme E. est de dimension finie
et C. est convexe compact dans F., on déduit du Théoreme de Brouwer
qu’il existe x. € C. tel que z. = f.(x.). Par construction, pour chaque ¢, x.
appartient a ’enveloppe convexe fermée de f(C'), co(f(C)). Grace au Lemme
8.1 ci-dessous, ¢o( f(C')) est compact, en prenant € = 1/n, x, := ., on peut
donc, quitte a passer a une suite extraite, supposer que x, converge vers
T € co(f(C)) € C. Montrons que T est un point fixe de f. Pour tout n, on a

Ne,

f(@) = feo (@) Zof" ) (f(T) = f(xn) + f2n) = f(277)  (8.6)

Dans la somme précédente il n’y a que des termes tels que || f(x,)— f(25)] <
g, et donc

1F(@) = fea ()| <11 (@) = flan)ll + en.

Ceci implique que f., (x,) converge vers f(Z). On en déduit donc que f(Z) =
7 en passant a la limite dans f., (z,) = x,.
a

Dans la preuve précédente, on a utilisé le résultat suivant :

Lemme 8.1 Soit E un espace de Banach et K une partie relativement com-
pacte de E, alors €o(K) est compact.

Preuve:
Par complétude, il suffit de montrer que ¢o(K) est précompact. Soit € > 0,
prouvons que ¢o(K) peut étre recouvert par un nombre fini de boules ouvertes
de rayon €. Comme K est relativement compacte, il existe p et 4, ..., z, dans
K tels que K C U_B(x;,¢/3). Soit C' := co{x1,...,x,}, par compacité de
C, il existe I et yy, ...,y dans C tels que C C U._, B(y;,£/3). Soit z € co(K)

m
z = E )\kak
k=1
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pour des a;, dans K et des A\ positifs de somme 1. On écrit a; sous la forme

ap = x;, + %vk, pour un iy € {1,....,p}, et v € B(0, 1).

On a alors

z = Z)\kxlk + %U, V= Z)\kvk € B(O, 1)
k=1 k=1

On remarque que
m
T = Z ey, € C
k=1
de sorte qu'il existe j tel que x € B(y;,¢/3) et donc z € B(y;,2¢/3). Ceci
montre que co(K) C U\_; B(y;,2¢/3) et donc @o(K) C U'_, B(y;, €).
O
Le théoreme du point fixe de Schauder est un outil puissant pour montrer
I'existence de solutions a certaines EDP’s non linéaires. Illustrons cela sur
I’exemple de I’équation quasi-linéaire suivante :

—div(A(z,u)Vu) = f(x), dans Q, u = 0 sur 09 (8.7)

on suppose ici que €2 est borné et régulier, que f € H~!, que A € C(Q x R),
que A est bornée et vérifie la condition d’uniforme ellipticité qu’il existe
C > 0 telle que

(A(z,u)q, q) > Clql?, V(z,u,q) € Q x R x R? x R%.
Pour tout v € L? I'équation
—div(A(z,v)Vu) = f, u=0 sur 0 (8.8)

posséde une unique solution faible u € H}(Q) C L*(Q) on note u = T cette
solution et on cherche donc un point fixe de 7' (T : L* — L?). Soit v € L?,
u = Tv est caractérisé par

/Q (A(,0)Vu, V) = (f.0), Yo € H

avec I’hypothese d’ellipticité sur A on a donc, en prenant ¢ = u comme
fonction-test ci-dessus :

1
lullzg = [IVulle < ZlFllm-

et donc T(L?) est inclus dans la boule B fermée de centre 0 et de rayon
C7Y|f|lz-1 dans H}, comme l'injection de H} dans L? est compacte, B est
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relativement compacte dans L?. On remarque ensuite que 7' : L? — L? est
continue, en effet si v,, — v dans L? et u, = Tv,, en posant A, := A(z,v,),
on a :

/g)(AnVun,Vsé?) = (f,¢), Vo € H;

comme (u,) est bornée dans H} on peut & une extraction prés supposer que
(u,,) converge faiblement dans Hy et fortement dans L? vers u € H}, on peut
aussi supposer a une extraction pres que v, converge p.p. vers v et donc que
A, converge p.p. et dans L? vers A := A(x,v), on a alors

/Q (AVu, V) = (f.¢) . Vo € HL

ce qui montre que u = T'w et, par compacité, que toute la suite (u,) converge
vers Tw de sorte que T est continue. Avec I'inégalité de Poincaré, B est inclus
dans une boule fermée B’ de L? T(B') C B C B’ et T(B’) est relativement
compacte dans L?. On déduit donc du théoréme de Schauder que 7' admet
un point fixe dans B’ et donc que I'EDP (8.7) possede au moins une solution.

Exercice 8.8 Soit Q un ouvert borné régulier de R% et b une fonction 1-
Lipschitzienne de R? dans R, montrer que

—Au+u=0bVu), ulago =0

possede une et une seule solution dans Hy(Q). Montrer que si en plus, b est
C* alors cette solution est C'°.
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