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Chapitre 1

Introduction a la statistique

1.1 Exemples et problématique
Présentons tout d’abord quelques exemples de problemes statistiques.

Exemple 1.1. (DDC, chap 2.3) Un projet de loi est soumis a référendum. A celte
occasion, on interroge n personnes issues d’une population et on note X; =1 si la 1-eéme
personne répond "oui”et X; = 0 si elle répond "non”. On suppose que les personnes sont
choisies au hasard de telle maniére que [’on peut supposer que les variables X1, ..., X, sont
i.i.d. de loi de Bernoulli de paramétre 6 €)0,1]. Au vu des valeurs prises par les variables
aléatoires X;, on cherche a deviner si le projet de loi va étre adopté et la proportion des
gens de la population qui vont voter "oui”. C’est-a-dire que l’on cherche a estimer 6 et
a tester si 0 est supérieur a 1/2 ou non.

Exemple 1.2. Une entreprise de téléphonie suppose que la distribution du nombre jour-
nalier des appels téléphoniques que passent ses clients est une loi de Poisson de parameétre
0 inconnu. Cette hypothése lui permettant de fizer ses tarifs, elle souhaite la tester a l’aide
de la mesure sur une journée du nombre d’appels téléphoniques passés par n clients. Si elle
accepte [’hypothese que la loi est une loi de Poisson elle souhaite également estimer e
parametre 6 de la loi. On suppose donc disposer de l’observation de n variables aléatoires
Xi,..., X, ii.d. de loi inconnue et on se demande si cette loi est une loi de Poisson.

Exemple 1.3. On désire étudier pour la production de blé, l'effet de la variété sur le ren-
dement. On mesure les rendements en blé de n = 2p parcelles de méme aire, réparties en
deux groupes de taille p suivant la variété représentée. Le rendement observé est [’observa-
tion d’une variable aléatoire X;; qui est la somme d’une moyenne théorique m;, i € {1,2}
et d'une erreur ;5 :
j.i.d. : .
Xij=mi+ey, &5 ~p i€{l,2}, je{l,...,p},

ou p est une loi (connue) centrée de variance o* (connue ou non selon les cas). On cherche
donc a tester ['hypothese my = mo et a estimer la valeur des moyennes théoriques.
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L’objet de la statistique inférentielle est de répondre aux problemes décrits par ces
exemples. Il faut noter que comme dans la théorie des probabilités le hasard intervient
fortement. Mais dans la théorie des probabilités, on suppose la loi connue précisément et
on cherche a donner les caractéristiques de la variable qui suit cette loi. L’objectif de la
statistique est le contraire : a partir de la connaissance de la variable, que peut-on dire
de la loi de cette variable ?

Par ailleurs, pour chacun de ces exemples, nous avons introduit un modele statis-
tique (cette notion sera précisément définie dans le paragraphe suivant). Bien entendu,
un modele est toujours faux. Ce n’est qu’une approximation simple de la réalité que I'on
espere pas trop mauvaise. Le choix d’'un modele que I'on doit toujours justifier et criti-
quer repose sur la connaissance du phénomene étudié, la facon dont une expérience a été
menée et sur des représentations graphiques. Un modele permet 1'utilisation des outils
mathématiques que 1'on va décrire dans la suite de ce cours.

1.2 Modele statistique

En statistique, on suppose que notre observation (notion définie ci-dessous) est la
réalisation d’une variable aléatoire et on se fixe donc un modele comme décrit précédemment.
La loi de la variable n’est pas parfaitement connue, elle dépend d’un parametre réel, vec-
toriel ou fonctionnel.

Définition 1.1. Un modéle statistique est la donnée d’un espace mesurable et d’une
tribu (2, A) et dune famille (Pp)oco de lois de probabilité sur cet espace, i.e. la donnée
de (Q, A, Py, 0 € ©). Quand © C R¥, k € N*, le modéle est dit paramétrique. Sinon, il
est dit non-paramétrique.

Définition 1.2. Une observation X est une variable aléatoire a valeurs dans €2 dont
la loi appartient a {Py: 0 € ©}.

Remarque 1.1. L’espace sur lequel X est définie n’a pas d’intérét statistique et on le

confondra avec l’espace d’arrivée (on a le droit!). Si la loi de X est Py, on écrira alors
Py(X € A) pour tout A € A.

La plupart du temps, nos observations auront la structure d’un échantillon.

Définition 1.3. Pour n € N*, un n-échantillon de lot P est la donnée de n variables
X, ..., X, t.i.d. de loit P.

Reprenons les exemples précédents.
- Pour l’exemple 1.1 : Q = {0,1}", A est 'ensemble des parties de Q, © =|0, 1],
]Pg - B<9)®n

- Pour ’exemple 1.2 : QO = N", A est 'ensemble des parties de 2,
© = {0 : 6 = fonction de répartition nulle sur R_ telle que 6 est constante sur [k, k +
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1[, k € N}, Py = {loi associée a 0}°™.

- Pour l’exemple 1.3 : Si 02 est connue, Q = R", A est 'ensemble des boréliens
de R", © = {0 = (m1,mp) € R*}, Py = pSP @ plP ol fi,, (respectivement jin,,) est la
translatée de la loi u par m; (par respectivement msy).

Si le modele est paramétré par 6, on peut espérer dire des choses sur 6 a condition que
f — Py soit injective. On dit alors que le modele est identifiable.

Dans toute la suite, on suppose donné un modele statistique identifiable que
I’on note (2, A4,Pp,0 € O) et on note de la méme fagon la vraie valeur du
parametre et la valeur courante du parametre.

1.3 Méthodes d’estimation

Dans le cadre décrit précédemment, ’objectif est d’estimer une quantité dépendant de
6 notée g(6) ol g est une fonction de © dans R%. On s’appuie pour cela sur des estimateurs.

Définition 1.4. Etant donnée X une observation de loi Py pour 0 € ©, on dit que

T = h(X) est un estimateur de la quantité g(0) si h est une application mesurable de
Q dans g(©) indépendante de 6.

C’est la réalisation de cette variable 7" qui fournit une estimation de g(#). Un estima-
teur peut avoir différentes propriétés qui illustrent son bon comportement pour I'estima-
tion de g(@).

Définition 1.5. On dit que Uestimateur T = h(X) de g(0) est
— sans biais siV 0 € O, Eo(T) = g(0) ou Ey est l’espérance sous la loi Py (la
quantité g(0) — Eq(T') est appelé le biais).
Quand X = (X1,...,X,), on note T,, = h(X) = h(Xy, ..., X,,) Uestimateur de g(0). Cet
estimateur est
- asymptotiquement sans biais silim, . Ey(T,) =g(0) VO € O,
— consistant si T, converge en probabilité vers g(0) ¥ 0 € © quand n — +o0,
— fortement consistant si T, converge presque sturement vers g(0) ¥V 0 € © quand
n — 400.

Pour illustrer ce qui précede, reprenons 'Exemple 1.1. On rappelle que pour tout
i€ {l,...,n}, X; =1 silai-eme personne vote "oui”, 0 si elle vote "non”. On a alors
Po(X; =1) =0, Po(X; = 0) = 1 — 6. On estime 6 par X,, = % Yo X X, est sans biais.
De plus, la loi forte des grands nombres montre que X,, est fortement consistant, notre
estimateur semble donc approprié. Par ailleurs, le TCL montre qu’en loi

YUK = 6) i N(0,1).
o(1—0
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Comme 6(1 — ) < 1/4, on a pour tout A > 0, et n proche de l'infini,
2

p(\? 9\>A)<2/+OO -y
n— 0] > < exp(——)dx
? ovn) = Var )y O

(pour nf > 5, et n(1 — ) > 5, 'approximation est convenable). Etant donnée une erreur
a fixée, on détermine alors ¢, tel que

2 +o0 .I’Q
\/—2_71-/ exp(—;)dx =
qa

et on obtient un intervalle de confiance asymptotique de niveau de confiance
1 —«a pour @ :

o =5 Go
— X, + }
2yn’ " 2y
Cet intervalle nous permet de controler I'erreur d’estimation. De plus, plus n est grand,
plus l'intervalle est de taille réduite et plus ’estimation est précise.
A T’aide de cet intervalle, on peut construire un test asymptotique de niveau « de
I’hypothese Hy : 6 = 6y contre Hy : 6 # 6y. Ainsi, au risque a, on accepte Hy si 0y € I,
H;, sinon.

I — {yn _

On sera donc intéressés par des estimateurs sans biais (ou asymptotiquement sans bi-
ais) et consistants mais aussi possédant des propriétés de convergence en loi. Décrivons a
présent les méthodes les plus classiques pour construire des estimateurs de g(6).

1.3.1 Méthode des moments

On suppose donné un n-échantillon (X, ..., X,) de loi Py. On veut estimer

9(6) = (X)) = [ oa)dPa(o),
si Eg[|#(X7)|] < 0o. On utilise pour cela la convergence presque sure suivante :

(X1 + -+ F(Xn) notoo

n

9(0).
Par exemple, pour A € A, on estime Py(X; € A) par
1 n
52 Lxea
n -
=1

On estime Ey(X;) par
Xi+---+ X,
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et Eg(X?) par
XP -+ X3
- :

On peut alors estimer var(X;) par

X244 X2 (X1+...+Xn)2_2’;:1<X1_Yn)2

n n n

Plus généralement, la méthode des moments consiste a estimer

9(0) = ¥(91(0), ..., gp(0))
ott g;(0) = Eg(¢;(X1)), 1 < j < p, par

v Z?:l $1 (Xz)
n

)

Z?:l (bp(Xi)
,e "
Cette méthode permet parfois de déterminer différents estimateurs pour un méme parametre.
L’étude des estimateurs obtenus se fait au cas par cas. L’intérét de cette méthode est qu’il
est souvent tres facile d’exhiber des estimateurs simples, sans de grosses difficultés de cal-
culs, mais outre que cette méthode est porteuse d’une certaine ambiguité (plusieurs esti-
mateurs sont possibles parfois méme une infinité et alors lequel choisir ?), les estimateurs
obtenus peuvent avoir de mauvaises performances.

Exemple 1.4. L’application de cette méthode a I’Exemple 1.1 fournit Uestimateur X, =
n~t 37" X, pour estimer 0. L’estimateur est sans biais et fortement consistant. Il posséde
des propriétés de normalité asymptotique.

Exemple 1.5. L’application de cette méthode a I’FExemple 1.2 n’est pas possible si on
ne connait pas la distribution du nombre journalier d’appels. Si la distribution est celle
d’une loi de Poisson, la méthode fournit Uestimateur X, = n~! Yy X pour estimer 0.
L’estimateur est sans biais et fortement consistant. Il possede des propriétés de normalité
asymptotique.

Exemple 1.6. Soiti € {1,2}. Pour estimer m; dans I’Ezemple 1.5, U'application de cette

méthode fournit [’estimateur 7; =p! ?:1 Xij. Lestimateur est sans biais et fortement

consistant. Il possede des propriétés de normalité asymptotique.

Exemple 1.7. Pour estimer % dans I'Ezemple 1.3, la méthode fournit l’estimateur
Sip=p 20 XE — (7;)2 =p '3l (X — Y;)z. L’estimateur est asymptotiquement

sans biais et fortement consistant.

Pour tous ces exemples, d’autres estimateurs peuvent étre obtenus en appliquant la
méthode des moments et en calculant les moments d’ordre 2, 3,...
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1.3.2 Méthode du maximum de vraisemblance

On suppose donnée une observation X tirée selon une loi Py, # € ©. On supposera ici
que Py admet une densité par rapport a la mesure de Lebesgue sur R¢, notée fy, ou par
rapport a la mesure de comptage sur un ensemble dénombrable (et alors fy(x) = Py(X =
z)). La méthode du maximum de vraisemblance consiste & estimer g(f) = 0 par 6 qui
maximise la fonction

© — R?
0 — VX<9):f€(X)

Cette fonction est appelée vraisemblance. Noter que la vraisemblance est la densité
appliquée a I'observation. Quand on dispose d'un n-échantillon (Xj, ..., X,) de loi Py, la
vraisemblance est alors

Vx,..x. (0) = [ ] fo(X0).

L’estimateur du maximum de vraisemblance est alors le point § € © qui maximise
la vraisemblance. Cet estimateur est naturel puisqu’il conduit a privilégier la valeur de
0 la ”plus probable” au vu de I'observation. Il possede en général de bonnes propriétés.
Sous certaines conditions, il peut étre optimal. L’inconvénient est que ce maximum peut
ne pas exister ou ne pas étre unique et il peut étre difficile a exhiber.

Remarque 1.2. Plutot que de mazimiser la vraisemblance, on peut de maniéere équivalente
mazximiser le logarithme de la vraisemblance (la log-vraisemblance).

Exemple 1.8. Pour le modele de I’Exemple 1.1, la vraisemblance s’écrit :
Vi, (60) = 022X (1 — )iz X,
Le mazimum est atteint en un unique point én =X,.

Exemple 1.9. L’application de cette méthode a I’Exemple 1.2 n’est pas possible si on ne
connait pas la distribution du nombre journalier d’appels. Si la distribution est celle d’une
loi de Poisson, la vraisemblance s’écrit :

Vx,....x, (8) = exp(—nf)gi=1 X H(Xi!))’l.

i=1
Le maximum est atteint en un unique point 0, = X,,.

Exemple 1.10. Pour I’Exemple 1.3, les estimateurs du mazimum de vraisemblance ne
peuvent pas étre déterminés si on ne connait pas précisément la loi p. Si on suppose que
pw = N(0,0?%), les estimateurs du mazimum de vraisemblance sont les mémes que ceux
obtenus par la méthode des moments.

Dans les chapitres suivants, d’autres méthodes moins classiques (estimation par moin-
dres carrés, estimation par quantile,...) seront étudiées.
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1.4 Régions de confiance

On estime toujours g(#) pour 6 € © a 'aide d’une observation X.

Définition 1.6. Soit o € [0,1]. Une région de confiance de g(f) de niveau de
confiance 1 — « est un ensemble (dépendant de 'observation) C(X) C ¢g(©) mesurable
par rapport a la tribu sous-jacente au modeéle telle que

VOeO, Pygd)cC(X)>1-na.

Dans le cas d’égalité, on dit que le niveau est exactement égal a 1 — «.
Si l'observation s’écrit X = X,, (voir précédemment), on parle de région de confiance
asymptotique de niveau 1 — « si

Ve, lim Pyg(d) € C(X,))>1—a.

n—-4o0o

Les valeurs usuelles de o sont 1%, 5% ou 10%. Dans le cas unidimensionnel, la plu-
part du temps, une région de confiance s’écrit sous la forme d’un intervalle (unilatére ou
bilatere). Il faut noter qu’un intervalle de confiance de niveau de confiance 95% a une
probabilité au moins égale a 95% de contenir la vraie valeur inconnue g(f). A niveau de
confiance fixé, une région de confiance est d’autant meilleure qu’elle est de "taille petite”.
Avant d’aller plus loin, introduisons les quantiles d’une loi de probabilité.

Définition 1.7. Soit « € [0,1]. On appelle quantile d’ordre a d’une loi de probabilité
P, la quantité
zo =inf{z: P(] —oo,z] > a}.

Par exemple, pour la loi (0, 1), le quantile d’ordre 97,5% est 1.96, le quantile d’ordre
95% est 1.645. Pour illustrer ce qui précede, considérons 1'Exemple 1.3 ou pour i € {1, 2},
on estime m; a l'aide de (Xji,...,X;,). On suppose que p = N(0,1). L'estimateur du
maximum de vraisemblance de m; est 7; =p! ?:1 Xj. Trois intervalles de confiance

de niveau de confiance 95% pour I'estimation de m; sont donné par
- Tintervalle bilatere [X, — 1.96//p, X, + 1.96//7],
- Pintervalle unilatere [7; —1.645/,/p, +o0],
- lintervalle unilatere | — oo,Y; +1.645//p].

Pour chacun, on a utilisé le fait que la loi de \/]_9(7;
illustré la méthode du pivot :
— choix d’un estimateur,
— calcul de sa loi en fonction du parametre a estimer,
— transformation de cet estimateur pour obtenir une variable aléatoire dont la loi ne
dépende plus de ce parametre.

— m;) est indépendante m;, et ainsi
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1.4.1 Intervalles de confiance obtenus par inégalités de proba-
bilité

Application de I'inégalité de Bienaymé-Tchebichev : Rappelons que si X est une

variable aléatoire ayant un moment d’ordre 2, alors

var(X)

Ve>0, P(X-E(X)|ze) <

Appliquons cette inégalité & 'Exemple 1.1 ot1 on estime 6 & 'aide X,,. On a

0(1—0) - 1
ne2 T 4ne?’

Ve>0, Po(|X,—0]>¢)<
On obtient ainsi une région de confiance de niveau 1 — « en considérant

— 1 - 1
Xp—— X+ ——]|.

2y/na 2y/na
Pour a = 5% et n = 100, la précision de I'intervalle est 0.22. Il faut noter que la majoration
obtenue par 'application de I'inégalité de Bienaymé-Tchebichev n’est pas tres précise en
particulier si la vraie valeur du parametre est loin de 1/2.

Application de I’inégalité de Hoeffding (Tsybakov) :

Lemme 1.1. Soit (Y1,...,Y,) une suite de variables indépendantes telles que E(Y;) =0
et pour tout v, a; <Y; < b; p.s., alors

z 2)\2
VA>0, IP’(E Y;ZA)SeXp(— - )
i=1 Zi:l(bi - az’)2

Preuve : Soit ¢t > 0.

PY YizA) = E(lgy, mino)

(ol

IP’(ZYi >N < exp <— sup |t\ — Zlog(E(exp(tYi)))

t>0

Donc,

)

8
t>0 i1

- 2
< exp (— sup |tA — — Z(bZ —a;)?
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En effet,

bi—ai bi—ai

b — Y, Y — a,
E(exp(tY;)) < E ( —— exp(ta;) + — di exp(tbi))
b

a;

<

exp(ta;) — exp(tb;) = exp(g(u))

bi — a i — Qg
ouon a posé u = t(b; — a;), s = —a;/(b; — a;) et g(u) = —su + log(1 — s + sexp(u)). On
vérifie que g(0) = ¢’(0) =0 et

(1 —s)sexp(u)
(1— s+ sexp(u))?

9" (u) =

Or (a + b)*> = a® + b*> + 2ab > 4ab donc ¢"(u) < 1/4 pour tout u. Par Taylor, pour un
T € [0,1],
2 t2(bi — a;)?
o) = ey < HO )
On optimise en t avec

4\
Z?=1 (bi — a;)? .

Appliquons cette inégalité & 'Exemple 1.1 oi1 on estime 6 & I'aide de X,,. On a
Ve>0, Po(|X,—6>c¢e)<2exp(—2ne?).

On obtient ainsi une région de confiance de niveau 1 — « en considérant

Pour a = 5% et n = 100, la précision de I'intervalle est 0.14.

1.4.2 Intervalles de confiance asymptotiques

Supposons que nous cherchions a construire un intervalle de confiance pour un parametre
g(#) € R a partir d'un échantillon (Xi,...,X,) de taille n de loi Py (g est pour l'instant
une fonction tout a fait générale). Lorsque nous disposons de suffisamment de données
(disons n > 30) et pour les modeles les plus classiques, le théoréme central limite s’avere
etre le meilleur outil. L’intervalle correspondant est alors un intervalle de confiance
asymptotique.

Reprenons 'Exemple 1.3 ol on suppose 0% = 1. Par application du TCL, pour i € {1, 2},

1

VP (X, —my) P21 N(0,1) en loi.
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On obtient alors I'intervalle de confiance asymptotique de niveau « suivant pour ’estima-
tion de m; :

- = X 4+ -2 ,

TV Vb

ol &, est le quantile d’ordre 1 — /2 de la loi N'(0,1).

v Ea

Pour autant, a ce stade, de multiples problemes restent en suspens. On considere I’Exem-
ple 1.1. En considérant l'estimateur du maximum de vraisemblance X,,, le TCL donne :

VX, —6) "=5° N(0,6(1 — 6)) en loi.

La loi limite dépend de @, ce qui est génant dans la perspective de construire un intervalle
de confiance. Le probléme peut se résoudre en remarquant que #(1—6) < 0.25. On obtient
alors l'intervalle de confiance asymptotique de niveau « suivant :

— Ca —=— €a
Xn - —7Xn
2y/n * 2y/n

ou £, est le quantile d’ordre 1 —a//2 de la loi N(0,1). Pour a = 5% et n = 100, la précision
de P'intervalle est 0.10. Dans le cas de 'Exemple 1.2 ot on considere (Xi,...,X,) un
échantillon de loi de Poisson de parametre # > 0 a estimer, le TCL donne :

VX, — 0) "=5° N(0,6) en loi

et des outils plus élaborés doivent étre utilisés pour construire un intervalle de confiance
des que I'on ne connait pas de majorant pour 6. Le lemme de Slutsky permet de surmon-
ter certaines difficultés. La méthode delta permet d’obtenir des régions de confiances
plus intéressantes. Elle permet surtout d’établir la normalité asymptotique de nombreux
estimateurs pour I'estimation de g(6). Ces résultats sont présentés et démontrés dans les
sections suivantes.

Lemme 1.2. (Slutsky) Soient (X, )nen et (Yy)nen deux suites de vecteurs de RY, d € N*

et RP, p € N*, respectivement tels que

n—>+oo
- X, — X enloi ou X est un vecteur aléatoire,

-y, " ~*cen probabilité ou ¢ est un vecteur déterministe,
alors (X,,Y,) "=25° (X, ¢) en loi.

Preuve : Soit f: RY x RP — R une fonction uniformément continue bornée.
[Ef(Xn, Yn) —Ef(X,0)

|
< [Ef (X, ¢) = Ef(X, o) + [Ef (X, Vo) — Ef(Xa, ¢)|
< Bf (X, ¢) = Bf (X, )] + [E(f (Xn, Ya) = f(Xn, ) v —efi<s| + 2] fllocP([[Yn = ¢l > 9),

qui tend bien vers 0 compte tenu des hypotheses. On conclut par le lemme du Portman-
teau et la densité pour la norme sup des fonctions uniformément continues bornées dans
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I'ensemble {1 : U ouvert}. O

En reprenant I’'Exemple 1.2, on obtient :

\/H(Xn B 0) niOON
VX,

(0,1) en loi

mals aussi avec

S|

2 _
S, =

Z(Xz - 7n)2

qui est un estimateur consistant de la variance

\/ﬁ(yn B 0) nioo N(O 1)

Sn

en loi.

Et ainsi de suite... Lequel choisir 7 La méthode delta va fournir une alternative en offrant
un estimateur naturel et dans le cas de I’Exemple 1.2 bien meilleur d’un point de vue
numérique. Intuitivement, ce dernier résultat s’explique bien. En effet, le lemme de Slut-
sky qui permet d’obtenir la méthode plug in décrite précédemment estime les parametres
génants alors que notre but est d’essayer de controler la variance de X,,. On devine que
cet aléa que 'on ajoute ne peut que modifier dans la mauvaise direction la variance de
notre estimateur. Cet exemple pourra étre relié a I'exemple étudié dans le cours sur le
modele linéaire gaussien quand on estime la moyenne selon que la variance est connue ou
non (comparaison des queues des lois A (0,1) et de Student). Par ailleurs, en utilisant le
lemme de Slutsky, la longueur de l'intervalle de confiance obtenu dépend des observations.
La encore, la méthode delta pourra remédier a ce probleme.

Pour énoncer le théoreme associé a la méthode delta, fixons les notations. On sup-
pose que g : R — RP pour d et p dans N*. On note indistinctement ||.|| la norme
euclidienne dans R% ou R?.

Théoréme 1.1. On se donne une suite (Uy)nen de vecteurs aléatoires de RY et une suite

déterministe (a,)nen telle que ay, "2 4 00. On suppose :

— an (U, = U)"=5°V en loi pour V et U deuz vecteurs de R? (U est non-aléatoire).
— g est une fonction différentiable en U dont la différentielle est notée Dg(U) € RP*4.
Alors
an(g(Uy) — g(U)) "=5° Dg(U) x V en loi.

Preuve : Par le lemme de Slutsky, il suffit de montrer que
0 [9(Un) = g(U) = Dg(U)(Uy = U)] "7 0 en proba.

Soit & > 0. Soient M > 0 et ¢ = M~'§. Par définition, il existe & > 0 tel que pour tout
U € R?,

IU"=Ull <& = |lg(U) = g(U") = Dg(U)(U" = U)|| < ||U" = U]
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On a pour n assez grand :

P(llan(g(Un) — g(U) = Dg(U)(U,, = U))|| > 6)
< P(llan(9(Un) — g(U) = Dg(U)(Un = U))|| > 6, [|U, = U < &) + P(|Un — Ul > &)
< P(ane||U, = U|| > 0) +P(||U, — U|| > 9)
< 2P(a,||U, = U|| = M)
=2(1—-P(a,|U, = Ul < M))

Rappelons que par le lemme du Portmanteau, a,,(U,—U) "2V en loi & lim inf,, 4o P(a,(U,—
U) € O) > P(V € O) pour tout ouvert O. Donc, on conclut que

lim sup B([lan(9(Us) — g(U) — Dg(U)(U — U))]| > 8) < 2(1 = B(|V|| < M),

n—-+o00

ceci pour tout M, ce qui acheve la preuve. O

Remarque 1.3. Noter que l'on a démontré au passage que si a, sy +00, alors
an(Up — U) "=5°V en loi= U, "=23° U en proba.
On a alors :

Corollaire 1.1. On se donne (X1,...,X,) un échantillon de vecteurs de R%. On sup-
pose que X1 est de carré intégrable et on note p la moyenne de Xy et > sa matrice de
variance-covariance. St g est une fonction différentiable en U dont la différentielle est
notée Dg(U) € RP*4, alors

Vilg(Xa) = g(w) "= N (0, Dg(U)EDg(U)") en loi.
Preuve : On applique le TCL vectoriel et le théoreme précédent. O
Revenons au probleme initial en considérant a nouveau ’Exemple 1.2. Quelle fonction

g va-t-on choisir 7 Naturellement, on considere la fonction g qui permet d’obtenir une loi
limite indépendante de 6, donc g(0) = Vo + Co, ¢1 et ¢y deux constantes indépendantes

de #. On a alors avec g(#) = V8 :
V(X 912 "2E0 Ar(0,0.25).
On obtient I'intervalle de confiance pour /2 :

Tow = 71 /2 €a

Y1 /2 Ea

N W
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ou g, est le quantile d’ordre 1 — «/2 de la loi N'(0, 1) et I'intervalle de confiance pour 0 :

P () (55

A noter qu’on obtient un intervalle de confiance pour #%/? de taille indépendante des
données (stabilisation de la variance). Cette remarque peut fréquemment étre mise a
profit dans les problemes de tests. La méthode delta permet surtout d’obtenir la normalité
asymptotique d’estimateurs pour l'estimation de g(#) (vitesse v/n) pour une large classe
de fonctions g. Ce résultat sera essentiel quand on étudiera 'optimalité de méthodes d’es-
timation.

Reprenons 1'Exemple 1.3 olt on cherche & estimer o2

la méthode des moments :

p
_ 1 _ —1
=D 1ZX12]' - (Xp)2 =D 1Z(X1j _Xp)Q'
=1

a l'aide de I'estimateur obtenu par

Posons
Le TCL vectoriel donne

(35 (3)) == () o)

F:( E(XH) — (B(XZ)P  E(XD) — E(X0)E(XG >)
E(X) ~E(X)E(XE)  E(XE) - (E(X)))’

en loi avec

Si on considére
g: R? — R

z 2
— -y,
(y) Y

VP(S1, — o) "IN (0,8) (1.1)

on obtient

ou

E E(X2, E(X3, Xu 1
= 01,2600  B(x) “Bon By Bch) - ity ) ( —om(x )

Une nouvelle application de la méthode des moments et du lemme de Slutsky permet de

construire un intervalle de confiance asymptotique pour o2.
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1.5 Tests

1.5.1 Généralités

Dans le cadre de notre modele statistique (£2,.4,Py,0 € ©), on se donne Oy et O,
disjoints tels que Oy U ©®; = ©. Au vu d’une observation X on veut décider si 6§ € Oy ou
pas (et alors 6 € ©;). On note

— P’hypothese nulle Hj : 0 € O,

— ’hypothese alternative H; : 6§ € O;.

Pour i € {0, 1}, H; et dite simple si ©; est réduit a un singleton, composite sinon. Nous
verrons que Hy et Hy ne jouent pas un role symétrique. Pour résoudre notre probleme de
décision, on s’appuie sur la définition suivante.

Définition 1.8. On appelle test de U’hypothése H, contre l’hypothése H, toute
fonction mesurable de ['observation X, notée ¢(X) a valeurs dans {0,1}. Si ¢p(X) = 0,
on accepte Hy. Si ¢(X) = 1, on rejette Hy et on accepte H;.

Remarque 1.4. Ainsi ¢(X) s’écrit p(X) = 1xer. R est appelée la région de rejet de
Hy, R¢ est appelée la région d’acceptation de H,.

Donnons a présent quelques définitions.

Définition 1.9. On définit
— le risque de premaiére espéce :
@0 — [0, 1]
0 — Po(p(X)=1)

— le risque de seconde espéce :

@1 — [0,1]
0 — Py((X)=0)

— la puissance du test :

@1 — [0,1]
0 — Py(p(X)=1)

~ la taille du test : supycg, Po(¢(X) = 1). On dit qu’un test est de niveau « si sa
taille est inférieure ou égale a a.

Bien entendu, on cherche des tests de faibles risques. Pour illustrer ces notions, reprenons
I’Exemple 1.3 avec la premiere variété. L’exploitant agricole a re¢u ’assurance du vendeur
de cette variété que le rendement serait au moins égal a 1. Il décide de tester cette affir-
mation. En faisant ’hypothese que p = N(0, 1), il teste donc Hy : my; > 1 contre H :
my < 1. On a donc Oy = [1, +oo[ et ©; =] — o0, 1[. Il décide de considérer le test :

¢(X) = IY;<1
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avec X = (Xq1,...,X1p), et 7; =p! Z§:1 Xi;. En notant F' la fonction de répartition

de la loi N'(0, 1), Le risque de premiere espece est la fonction :

le risque de seconde espece est la fonction :

@1 — [0,1]
§ — 1-F(/p(1-96))

la puissance du test est la fonction :

@1 — [0,1]
8 — F(/p(1-10))

La taille du test est 0.5. Dans cet exemple, 711) est appelée la statistique de test et par

abus, {711, < 1} la région de rejet. Présentée telle qu’elle, la théorie des tests semblent
faire jouer un role symétrique a Hy et Hy, il n’en est rien. Explicitons cette dissymétrie.

— Quand on construit un test, on veut mesurer ’adéquation de I’hypothese nulle avec

les observations. On vérifie si le modele associé a Hy n’est pas en contradiction avec

les données. S’il y a un désaccord grave, on rejette Hy, sinon et peut-étre faute de
mieux, on conserve Hy (c’est moins que de dire qu'il y a accord avec les données).

— Les deux risques ne jouent pas le méme role. Si on se fixe un niveau «, o peut-etre

vu comme le risque maximal que 1'on accepte de prendre en rejetant Hy a tort. Le

risque de premiere espece est privilégié. On fixe d’abord « puis on cherche des tests

de niveau « les plus puissants possibles.

Ces considérations peuvent nous aider a déterminer Hy et H;. On prendra pour H :

— une hypothese communément établie,

— une hypothese de prudence (critere de cout, de sécurité,...),

— la seule facile & formuler.
La démarche est la suivante :

1. Choix de HO et H1

Allure de la zone de rejet en fonction de la forme de H;

AR

Conclusion

Calcul de la zone de rejet en fonction du niveau « préalablement fixé

Calcul de la valeur expérimentale Ty, de T'(X) sur les données

Détermination de la statistique de test 7'(X) (on doit en connaitre la loi sous Hy)

On peut compléter ces étapes en calculant la puissance. Raffinons I'exemple précédent en
donnant des valeurs numériques. On suppose que p = 4 et que 'on observe X;; = 0.15,
X192 =0.45, X13 = 0.9 et X14 = 0.5. L’exploitant se demande si ces valeurs ne contredisent
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pas les affirmations du vendeur. Envisageant de lui intenter un proces, il décide de faire
un test basé sur la statistique de test précédente 711, avec une région de rejet de la méme

forme, mais pour des raisons évidentes de cott, il se fixe un niveau pas trop grand :
a = 10%. Son test est

¢<X) - 1Y;<ka,p )

et il faut donc \/p(kap — 1) < —1.28. Et avec kqp = 1 — 1'—\/25 ~ 0.36, la taille du test vaut

10%. On calcule 7; = (0.5 donc on accepte Hj. La puissance du test est la fonction :
@1 — [0, 1]
0 — F(/p(0.36 —0)).
Une variante basée sur la p-valeur est la suivante :
1. Choix de HO et H1
Détermination de la statistique de test 7'(X) (on doit en connaitre la loi sous Hy)
Allure de la zone de rejet en fonction de la forme de H;

Calcul de la valeur expérimentale Ty, de T'(X) sur les données

A

Calcul de la p-valeur « en injectant la valeur de T, dans la constante intervenant
dans la zone de rejet. aq est la plus petite valeur du niveau du test qui autorise le
rejet de Hy (ag dépend des observations).

6. Si 'examinateur vous donne la valeur de «, conclusion en comparant a a «y

Reprenons 'exemple précédent pour obtenir la calcul de la p-valeur :

ap = Py_i (X, < 0.5) = Pooy (VB(X,—1) < /B(0.5-1)) = P(Z < —1) = 15.9%, Z ~N(0,1),

p

Il faut noter la dualité entre le probleme des tests et celui de la construction des régions
de confiance.
— Si on dispose d’une région de confiance C'(X) de niveau 1 — o pour I'estimation de
0 alors pour tout 6, le test
¢(X) = Liogo(x)y
est un test de niveau a pour le test de Hy : 6 = 6y contre Hy : 0 # 6.
— Réciproquement, si pour tout 6, on dispose d’un test ¢g,(X) de 6 = 6, contre 6 # 0
alors

C(X)={0: ¢o(X)=0}

est une région de confiance de niveau 1 — « pour I'estimation de 6.

[lustrons le premier point a 1’aide de (1.1). On se donne oy et on veut tester au niveau
a Hy : 0 = o9 contre Hy : ¢ # 0p. On suppose qu’il existe un estimateur S de ¥
consistant. En notant e, le quantile d’ordre 1 — /2 de la loi N(0,1), une région de
confiance asymptotique de niveau 1 — o pour o2 est donnée par

VS caV/S
= Slp +
/D /D

Sip —
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Asymptotiquement, on accepte donc Hj si et seulement si

oz\/g ga\/g — \/]_7‘511)

2
IS _‘70|<
’ 1p+ — S ¢

VP VS :

€
2
oy € |S1p —

VP
On distingue en général 4 types de tests.

1. Les tests de conformité ou on teste si 'observation X est issue d’une population
caractérisée par une valeur précise d’un parametre.
Exemple : si on note m la moyenne de X, Hy : m = 0 contre H; : m # 0.

2. Les tests d’ajustement a une loi ou a une famille de loi ou on teste si
I’observation X possede une loi ou un type de loi.
Exemple : En notant g la loi de X, on teste : Hy : p = N(0,1) contre H; :
pw#N(0,1).
Exemple : Hj : il existe m et 02 tels que u = N'(m, c?) contre H; : il n’existe pas
m et o2 tels que u = N(m,o?).

3. Les tests d’homogénéité ou on teste si 2 observations X et Y sont issues d'une
méme population.
Exemple : si on note m la moyenne de X et m’ la moyenne de Y, Hy : m = m/
contre Hy : m # m/.
Exemple : En notant p la loi de X et v laloi de Y, on teste Hy : = v contre H; :

B

4. Les tests d’indépendance ou on teste si 2 échantillons X et Y sont de lois
indépendantes ou non.

Remarque 1.5. Le test dindépendance peut bien-sur étre ré-écrit comme un test d’a-
justement a ’ensemble des lois-produit. Le test d’homogénéité peut étre vu comme un test
d’indépendance. En effet, si X = (X1,...,X,) et Y = (Y1,...,Y,), tester ’homogénéité
de X etY revient a tester l'indépendance de ((X1,0),...,(X,,0),(Y1,1),...,(Y,,1)).

L’exemple étudié tout au long de cette section est un exemple de test de conformité.
Donnons a présent un exemple de test d’homogénéité de niveau a en testant I'hypothese
Hy : my = mgy contre Hy : my # my dans le cadre de I’'Exemple 1.3. On suppose toujours
que u = N(0,1) et que 0% = 1. Trés naturellement, on s’appuie sur la statistique de test

S 2
X, =X, - X, == (X, — Xgj) ~ N <o, —) sous Hy.
p

P

On rejette Hy des que
| 2251 (Xay — X))

> Eaq,
V2p

oll &, est le quantile d’ordre 1 — /2 de la loi N'(0, 1). Bien entendu, on peut aussi con-
sidérer D'alternative H; : m; > msy ou lalternative Hy; : m; < mo . On prend alors la
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meéme statistique de test mais sans les valeurs absolues.

Un test peut posséder diverses propriétés que nous ne détaillerons pas ici (la robustesse,
étre sans biais, libre et dans un cadre asymptotique, la consistance). Néanmoins, pour
comparer deux tests, on utilisera la définition suivante.

Définition 1.10. Si ¢(X) et ¢'(X) sont deux tests de niveau «, on dit que ¢(X) est
uniformément plus puissant que ¢'(X) si

Ve, Pyp(X)=1)>Py(¢'(X)=1).
d(X) est dit UPP(«) s’il est uniformément plus puissant que tout test de niveau c.

Un test UPP(a) n’existe pas toujours mais nous allons voir dans la section suivante
dans quel cadre on peut en construire un.

1.5.2 Tests de rapport de vraisemblance

Dans cette section, nous allons nous arréter sur la construction d’un test intuitif : le
test de rapport de vraisemblance. Par convention, on supposera 0/0 = 0. On suppose
que le modele statistique est dominé par une mesure p qui est la mesure de Lebesgue sur
R? ou la mesure de comptage sur un ensemble dénombrable. On notera fy, la densité par
rapport a cette mesure p. La statistique du test de rapport de vraisemblance s’écrit :

supgee, Vx (0)

T(X) = ,
(X) Suppce, Vx (0)

ou Vx(f) = fo(X) est la vraisemblance du modele au point 6 et le test de rapport de
vraisemblance s’écrit sous la forme :

P(X) = 1px)>k,-

On peut I’écrire en général de maniere plus simple. Cette construction est intuitive puisque
I'interprétation de la vraisemblance conduit naturellement a rejeter Hy si le numérateur
est tres supérieur au dénominateur.

Exemple : Reprenons I’Exemple 1.1. On a vu que la vraisemblance s’écrit :
VOecO, Vx(d) = fri=1 Xi(1 — e)nfz;;lxi_

On veut tester Hy : 0 < 1/2 contre Hy : 6 > 1/2. La statistique de test s’écrit :
nox o\ o1 Xi i o\ X,
< ,-zlxz/n> : (1227){/ ) s Y X /n> 12,

1/2 1-1/2

rX) = SrX, n—S X,
(s2m) (5s) T s ShiXmsa
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La fonction u — ulog(u) + (1 — u)log(1 — u) étant décroissante sur |0,1/2] et croissante
sur [1/2,1] le test de rapport de vraisemblance s’écrit sous la forme :

¢(X) = 12?:1 Xi>Tn,a"

Le lemme de Neyman-Pearson montre 'optimalité des tests de rapport de vraisem-
blance dans le cadre de tests d’hypotheses simples.

Lemme 1.3. Dans le cadre du probleme du test de Hy : 0 = 6y contre Hy : 0 = 0y, si
d(X) est le test de rapport de vraisemblance de taille a > 0, c’est-a-dire :

Vx(01) _ fo(X)
Vx(0o)  foo(X)’

A(X) = 1(x.00,00)5kas  L(X,00,01) =

et
By (¢(X)) = P (9(X) =1) = a >0,
alors ¢p(X) est un test UPP(«).

Preuve : Soit (X)) un test de niveau . Donc Eg, (10(X)) = Py, (/(X) = 1) < . On
veut montrer que

B, (0(X) — (X)) = Py, (6(X) = 1) = Py, ((X) = 1) > 0.
Observons que o > 0 =k, < 400 = ¢(X) =151 fp,(X) >0 et fp,(X) =0.
Eo, (¢(X) = (X)) = kalEgy (¢(X) — ¢(X))

= Ea, |(00) = w00) (F05) = ) |+ B [(000) — 000015004
> 0

Remarque 1.6. L’hypothése ov > 0 peut étre omise a condition de considérer ¢p(X) =
Lyy (01)>kaVx (60)- Mais dans ce cas la, ko peut étre égal a +oo.

Remarque 1.7. Dans notre cadre et pour tout o € [0,1], il n’existe pas forcément un
test de taille . On contourne cette difficulté en considérant les tests randomisés.

Pour illuster le résultat donné par le lemme de Neyman-Pearson, on peut considérer
I'Exemple 1.3, olt on teste Hy : my = 1 contre Hy : my = 0 sous 'hypothese p = N (0,1)
et 0 = 1. En notant X = (Xyy,..., Xy,), et 711, =p! > 71 X, le test UPP(a) s'écrit

O(X) = 1

_fa
X,<1-%

ou g, est le quantile d’ordre 1 — « de la loi N'(0,1).
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Chapitre 2

Vecteurs gaussiens - Tests du x2

2.1 Introduction

2.1.1 Définitions

Rappelons la définition des variables aléatoires gaussiennes réelles.

Définition 2.1. On définit :
— Une variable aléatoire réelle Z est dite gaussienne centrée réduite si elle admet
pour densité par rapport a la mesure de Lebesgue sur R la fonction :

) = = (—%) |

On note Z ~ N(0,1).
— Une variable aléatoire réelle X est dit gaussienne s’il existe (u,0) € R x Ry et
Z ~N(0,1) tels que X = p+ oZ. La densité de X est

)= e (<),

2ro

On note X ~ N(u,0%). Quand o = 0, on dit que X est une variable gaussienne
dégénérée.

Une variable gaussienne est caractérisée par sa fonction caractéristique donnée par la
proposition suivante.

Théoréme 2.1. La fonction caractéristique de X ~ N (u, 0?) est donnée par
o?t?
VteR, o¢x(t)=exp (itu — T) :

23
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Preuve : ¢x se calcule a I'aide de ¢z ou Z ~ N (0, 1) et on montre que

VEER, ¢(t) = —tdy(2).

Introduisons a présent les vecteurs gaussiens.

Définition 2.2. Un vecteur aléatoire X a valeurs dans R? est dit gaussien si toute
combinaison linéaire de ses composantes est une variable aléatoire gaussienne.
Si X = (Xq,...,Xq)" est un vecteur gaussien, on définit son vecteur moyenne E(X)
par

E(X) = (E(X1), ..., E(Xq))"

et sa matrice de variance-covariance var(X) par
var(X) = E((X —E(X)) x (X —E(X))").
Notons que var(X) est symétrique et
V (i,5) € {1,...,d}*, var(X)y = cov(X;, X;).

Remarque 2.1. Si (X3,..., X,,) est un n-échantillon de loi gausienne alors on a évidemment
que X = (Xy,...,X,)* est un vecteur gaussien dont la matrice de variance-covariance
est proportionnelle a 1.

2.1.2 Propriétés des vecteurs gaussiens

Donnons la fonction caractéristique d’un vecteur gaussien et les conséquences impor-
tantes qui en découlent.

Théoreme 2.2. Soit X = (Xi,...,Xy)" un vecteur gaussien. On note m = E(X) et
Y =war(X). On a que X admet pour fonction caractéristique la fonction

VteRY  ox(t) =Elexp(it*X)] = exp (it*m — t*%t) .
La loi de X est donc entiérement déterminée par m et X2. On note X ~ N (m,X).
Preuve : On note que

VteRY X ~ N(t*m,t*St).
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Proposition 2.1. (Propriété de linéarité)
Soit X = (Xy,...,Xq)" un vecteur gaussien. On note m = E(X) et ¥ = var(X). On a
pour toute matrice A possédant d colonnes et pour tout vecteur b € RY,

AX + b~ N(Am + b, ATAY).

Preuve : Elle découle du Théoreme 2.2 O

Proposition 2.2. (Propriété pour I'indépendance)

Soit X = (X1,...,Xa)* un vecteur gaussien. On note m = E(X) et ¥ = var(X). Pour
tout (i,7) € {1,...,d}* tel que i # j, X; et X; sont indépendantes si et seulement si
cov(X;, X;) = 0.

Preuve : Elle découle du Théoreme 2.2 O

Remarque 2.2. Les composantes d’un vecteur gaussien sont des variables aléatoires
gaussiennes mais la Téciproque est fausse. En effet, on considére X ~ N(0,1) et € ~
Ber(0.5) indépendante de X . Alors X1 = X et Xy = (26 — 1) X sont des variables gaussi-
ennes mais (X1, X2)* n’est pas un vecteur gaussien. Notons que cov(X1, Xo) = 0 mais que
X, et Xy ne sont pas indépendantes.

Proposition 2.3. (Propriété pour ’espérance conditionnelle)
Soit (Y, Xq,...,Xq) un vecteur gaussien alors E(Y|Xy, ..., Xy) est une fonction affine de
(X1,...,Xq).

Preuve : Soit p; x,.. x,(Y) la projection de Y sur vect(1l, Xy,..., Xy) pour le pro-
duit scalaire associé a l'espérance. Donc E[(Y — p; x,...x,(Y))Z] = 0 pour toute vari-
able Z € vect(1,X1,...,X4). Avec Z = 1, on déduit que E[Y — p1 x,..x,(Y)] = 0.
Puis, pour toute variable Z € {Xy,..., X4}, (Y —pix,. . x,(Y), X1, ..., X4) étant un
vecteur gaussien, 0 = E[(Y — p1x,..x,(Y))Z] = cov(Y — px,..x,(Y),Z) montre que
Y —pix,,..x,(Y) et Z sont indépendantes. Donc Y — py x,,. x,(Y) est indépendante de
toutes fonction de (Xi,..., Xy) et p1x,,..x,(Y) =EY|Xy, ..., Xy). O

A T’aide de la fonction caractéristique, on démontre le TCL vectoriel.

Théoréme 2.3. Soient X1,..., X, des vecteurs aléatoires de R? i.5.d. admettant un mo-
ment d’ordre 2. On note m leur espérance et I' leur matrice de variance-covariance. Alors,

VX, —m) "=5° N(0,T) en loi.
Preuve : On calcule pour tout n la fonction caractéristique de Z, = v/n(X, —m) :

VteRY by (t) = Elexp(it*Z,)].
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On a par le TCL,
t* Z, "=5° N(0, £*Tt) en loi.

Donc 1
VieR:, ¢y (1) "= exp (—?&*1"75) :

Théoréme 2.4. Soit X = (Xy,...,Xy)" un vecteur gaussien. On note m = E(X) et
Y = var(X). X admet une densité f par rapport a la mesure de Lebesgue sur R? si et
seulement det(X) # 0.
— Si det(X) =0, la loi de X —m est presque surement portée par un espace vectoriel
engendré par les vecteurs propres associés aux valeurs propres non nulles de 3.

- Si det(X) # 0,

VeeR:  f(z) = (\/12?)0{ delt(Z) exp (— (z = m>*22_1<x - m)) .

Preuve : La matrice ¥ est symétrique. Donc il existe U une matrice orthogonale
(composée des vecteurs propres de ¥ notés wug, us, ..., uq) et il existe Ay > Ay > --+ >
A >0 (r =rang(X) < d) tels que

S = UTU*,
avec
A
Ar
I'= 0
0
Sidet(X) =0,onar <d Pouri€ {r+1,...,d}, E[(u}(X —m))?] = uXu; = 0. Donc
uf (X —m) = 0 p.s. et X —m prend ses valeurs dans vect(uy,...,u,) qui est de mesure

de Lebesgue nulle dans R¢.
Si det(X) # 0,, UVT est inversible. On pose Y ~ N(0, I;). Alors UVTY +m ~ X. Pour
toute fonction g continue bornée,

BO(Y) = EQWVIY +m)
= oot () e ()

_ /Rdgm( 1 )dﬁexp( (x_m)*221<x_m))dx.
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2.2 Théoréme de Cochran, lois du x? et de Student

Dans cette section, nous nous placerons dans R? muni du produit scalaire euclidien et
on notera ||.|| la norme euclidienne dans R

Définition 2.3. (Cottrell) Soit X un vecteur gaussien de R? tel que E(X) = m et
var(X) = I,. La loi de || X||* ne dépend que de d et ||m||. On note

1X11% ~ x*(d, [mlf*)

et on dit que | X||* suit une loi du x? (décentrée si |m| # 0). d est le nombre de
degrés de liberté, ||m||? est le parametre de décentrage.

Lorsque ||m|| = 0, on note plus simplement,
X% ~ x*(d).
Preuve : Soit Y € R? tel que Y ~ N(m’, I;) avec ||m|| = ||m/||. Il existe U matrice

orthogonale telle que m = Um/. Donc UY ~ N (m, I;) ~ X et

Y1 =UY|* ~ [1X]*.

On a la proposition suivante.

Proposition 2.4. Si Z; ~ x?(d), on montre que la densité de Z est la fonction f telle
que
exp(—x/2)z%?7!

Ve Ra f(l') - 2d/2F(d/2) 1R+ (l’),
avec
+o0
Va>0, TI'(a)= / e "2 dr.
0
Ona :
E(Zy) =d, war(Z) = 2d.
Preuve : s’obtient par le calcul. 0]

Enoncons le résultat principal de cette section.

Théoréme 2.5. (Cochran - DDC) Soit E1 @ - - - @ E, une décomposition de R en sous-
espaces deuxr a deuz orthogonaux de dimension respective dy, ..., d.. Si X ~ N(m,1,),
les vecteurs aléatoires Xg,, ..., Xg., projections orthogonales de X sur Ey,..., E,. sont
indépendants. Les variables aléatoires | Xg, ||, ..., || Xg,||* sont indépendantes et

(IXE 1 X e 1) ~ O (dy, Ime, ), - X (dr, e, |1))”

ou mpg,,...,mg,, sont les projections de m sur Ey, ..., F,.
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Preuve : Soit (ej1,...,¢e;jq;) une base orthonormée de Ej;. On a

d;
VjE{l,...,d}, XE],:Zejke;ka_
k=1

Les variables e}, X sont indépendantes de loi A(ej,m,1) donc les vecteurs aléatoires

Xpy,...,Xg, sont indépendants. Pour achever la preuve, on remarque que
dj
Vie{l....d}, [Xgll* =) (e)X)"
k=1

Une application importante du théoreme de Cochran est la suivante.

Proposition 2.5. Soit X = (X1,...,X,,) un n-échantillon de loi N'(u,c?). Reprenons
les estimateurs obtenus par la méthode des moments ou par le principe du mazimum de
vraisemblance pour l'estimation de p et o? :

_ 1 < 1 _
Xo=- ;X Sp==) (X - X,)%

Alors, on a :
~ X, et S? sont des variables aléatoires indépendantes.
— Les lois des ces variables sont explicites :

2

— o nsS,
XnNN(M7;)7 0_2 NXQ(n_l)

Preuve : On pose pour tout i € {1,...,n}, ¥; = ¢~ 1(X; — p). On a alors que
(Y1,...,Y,) est un n-échantillon de loi A/(0,1). On pose ensuite e = (1,...,1)* et E =
vect(e). On a alors

R"=E@® E*.
Les projections de Y = (Y1,...,Y,)* sur E et B+, Y et Yy1 sont indépendantes et valent
1 n }/1 - % Z?:l }/z
YE——ZYixea Ypo = :
n 4 n
= Yo — % Ei:l Y;

1 — nsS,
;(Xn_u) XGZYE, ?: ||YEL||2

O

Ce résultat nous permet de construire des intervalles de confiance pour I'estimation de
et 02 a l'aide de la définition suivante.
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Définition 2.4. Si X et Y sont deux variables aléatoires indépendantes telles que
- X~ N(:uv 1)
- Y ~ (),
alors la loi de la variable
7 =

Tl

est appelée loi de Student (décentrée si i # 0) a d degrés de liberté. On note
Z ~t(d, p).

St le parametre de décentrage ;1 = 0, on note plus simplement

Z ~ t(d).
Proposition 2.6. Si Z; ~ t(d), on montre que la densité de Zy est la fonction f telle
que
T((d+1)/2 2\ "z
VzeR, f(x):MGjo_) :
Vdrl'(d/2) d
avec

400
Va>0, I'(a)= / e " dx.
0

Pourd>1, ona :

E(Zy4) = 0.
Pourd>2, ona :
d
Zy) = ——.
var(Zy) F
On a
lim Z;= 7 en lot,
d—+o00
ot Z ~ N(0,1).

Preuve : les premiers points s’obtiennent par le calcul. Pour le dernier point, on peut
utiliser le lemme de Slutsky, on peut aussi utiliser la formule de Stirling :

Dz +1) "~ Vore <§>x

et le lemme de Scheffé.

Lemme 2.1. Soit (f,), est une suite de densités de probabilité par rapport a la mesure
de Lebesgue qui converge simplement vers une densité f. Alors si pour tout n, Z, est une
variable aléatoire de densité f, et si Z est une variable aléatoire de densité f, on a

lim Z,, = Z en lo:.
n—-4o0o
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Preuve du lemme : On pose pour tout n, g, = f — f,. On a
\V/ T &€ R, O S gn(l‘)lgn(x)zo S f

et par le théoreme de convergence dominée

lim [ gn(2)ly, (@)>0dx = 0.

n—-4oo

/ n(@)ldz = / 9(2) Ly )00 — / 00 (7)1, 0y <ot

= Q/Qn@)lgn(x)zofm

—_ 0

Donc pour tout t € R,

< lim /|gn(x)|dx:0.

n—-4o0o n—-4o0o

lim ] [(50) = Szt

O

Comme la loi normale, la loi de Student est symétrique mais ses queues sont plus épaisses
que celles de la loi normale. On déduit de la définition précédente que

o VX, —p) (X

_ Xn B ,LL)
— nSn Sn
ARy e Vet
En notant ¢,,_11_4/2 le quantile d’ordre 1 — /2 pour la loi t(n — 1) et ¢,—11-4 le quantile

d’ordre 1 — « pour la loi x*(n — 1), un intervalle de confiance de niveau de confiance
exactement égal a 1 — a pour p est :

— [ S, — /S
Ino = Xn_tn— —a —n7Xn th-1,1-a ——
, [ Li-a/2\| 7 Fln-11-0/2 . 1]

et un intervalle de confiance de niveau de confiance exactement égal & 1 — « pour o2 est :

[ nS,

Cn—1,1—a

~t(n—1).

Jna:

, , +00 [

On déduit de ces intervalles de confiance les tests de taille o de p = o contre pu # pg et
de 0% = o} contre 02 < o3. Notons que I'on obtient une région de confiance de niveau de
confiance 1 — 2a pour l'estimation de 6 = (u, 0?) en considérant Ino X Jnpa-
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2.3 Test d’ajustement du >

Dans cette section, on considere une variable aléatoire discrete X a valeurs dans
, . e d
{a1,...,aq}. On se donne d réels strictement positifs py,...,pq tels que > 7 p; = 1
et on désire tester

H(]I V’iE{l,...,d}, P(X:al>:pl

contre

Hll HiE{l,...,d}, P(X:az)#pl

Pour cela, on dispose d'un n-échantillon (X, ..., X,) de méme loi que X. On utilise la
méthodes des moments pour estimer p; et on note

Nni
o .

Vie{l,...,d}, Nu=)> lxa, pPi=
j=1

Sous Hy, pour tout i € {1,...,d}, p; est un estimateur fortement consistant et sans
biais de p;. Donc si Hy est vraie, il y a tout lieu de penser que p = (p1,...,pq)" sera
“proche” de p = (p1,...,pq)*. Comment mesurer la distance entre p et p? On introduit
la pseudo-distance du y? entre p et p :

Rk
Di(p.p) =n)y ———.
i=1

Di

Lorsque n est grand, sa limite est connue et surtout indépendante de p, ce qui va nous
permettre de résoudre notre probleme de test. On a en effet le théoreme suivant :

Théoréme 2.6. On a :

- sous Hy :
Di(p,p) "= x*(d = 1) en loi,
— sous Hy :
D} (p,p) "= o0 p.s.
Preuve : Remarque inutile : La loi du vecteur N,, = (N1, ..., Nyg)* est la loi multi-

nomiale M(n, p) :

d
|
Vi = (ng,...,ng)" € N avec an =n, P(N,=n)= #p’l“ eeph
= 1+ ng:
On pose
, 1 1 *
\V/je{].,...,n}, Zj: ﬁ(lXj:al_pl)“"’ﬁ(l){j:ad_pd) .
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Par le TCL vectoriel,

<ZZ ) " N(0, Iy — /py/p) en loi,

avec \/p = (\/P1,---,+/Pa)*. Donc

1 1 . - n—+oo .
ﬂ(\/ﬁ(pl—pl),.--,ﬁ(m—pd)) (0, Id—\/_\/_ ) en loi.

En utilisant la fonction continue f définie par

\V/x:(l‘la"'al‘d)*) f( —||.I’||2 ija

on obtient
D2(p,p) "= f(V) en loi,

ot V' est une variable aléatoire telle que V'~ N(0,1; — /p\/P") et qui a donc méme loi
que la projection de W ~ N (0, I,) sur (vect(,/p))*. Donc

FV) ~x*(d = 1).

Pour tester H, contre Hy, on considere donc le test asymptotique de taille 1 — «

¢(X17 cee 7Xn) = 1D%(ﬁ7p)>cd71,1—a

oll ¢4—1,1—q est le quantile d’ordre 1 — o de la loi XZ(d —1). Notons que la puissance du
test tend vers 1 quand n tend vers +oc.

Remarque 2.3. L’approzimation par la loi limite est correcte si pour touti € {1,...,d},
np; > 5. St ce n'est pas le cas, il faut effectuer un regroupement par classes.

Remarque 2.4. On peut utiliser ce test lorsque la loi de X est continue. St X est a
valeurs dans €, on construit une partition finie de €2 et on applique ce qui précede. Tout
le probleme porte sur le choix de cette partition.

Exemple historique : (Wasserman) Pour tester sa théorie génétique, Mendel croisa
des pois tous jaunes et lisses et obtint a la premiere génération des pois jaunes ou verts et
lisses ou ridés. Plus précisément, il obtint 315 pois jaunes et lisses, 108 pois verts et lisses,
101 pois jaunes et ridés et 32 pois verts et ridés. Est ce que ces observations confirment
ou infirment la théorie mendélienne 7 Sous cette approche, la proportion p de chacune des

4 classes précédentes est p = (1%,, 1%, 1%, 1—16)* On teste donc

9 3 3 1\°
Hyip=(—, =, = —
0P (16’16’16’1)
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contre .
9 3 3 1
H - — =, —,— ] .
L7 (16’ 16° 16’ 16)
On a c30.95 = 7.815. Comme sous Hy, DZ:4(p, p) = 0.47, on accepte Hy. La p-valeur pour
ce test est en fait de 0.93.

Des extensions des problemes d’estimation et de tests qui utilisent les propriétés des
vecteurs gaussiens sont envisagés dans le chapitre suivant.
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Chapitre 3

Modele linéaire

Le modele linéaire est un cadre extremement simple qui permet d’appliquer de maniere
naturelle les notions de statistique vues dans le premier chapitre (estimation, test,...). Les
techniques de démonstration s’appuient essentiellement sur les outils de ’algebre linéaire.
L’utilisation des lois de Student, du x2 et de Fisher vous nous permettre de nous affranchir
de la contrainte de I'asymptotique qui sera donc tres peu présente dans ce chapitre. Des
exemples concrets illustrant les résultats théoriques vus dans ce chapitre seront étudiés
en TP.

3.1 Généralités

Dans toute la suite, on se placera dans R™ avec n € N* qui sera la taille du vecteur
d’observations et on considérera le produit scalaire euclidien standard de R™. On notera
|||l la norme euclidienne associée.

3.1.1 Définitions

Définition 3.1. Soient n € N* et Y un vecteur d’observations de R™. On dit alors que
Y suit un modeéle linéaire gaussien si et seulement si

Y=m+e, ¢e~N(0,0°l,), (3.1)

oum € R"™ et 0 > 0 sont inconnus mais avec m € V ou V est un sous-espace vectoriel
connu de R™ de dimension p € N*.

En toutes généralités, V' peut étre égal a R™, mais ce qui va nous intéresser dans ce
chapitre c’est le cas oll p << n. En notant 6 = (m,o?) et Py = N(m,0?1,), le modele
statistique associé a ce probleme est donc (R", B(R"),[Pg,0 € V x R%). On adoptera le
plus souvent une écriture matricielle en considérant V' comme étant 'image de p vecteurs
colonnes X, ..., X,. Le modele est alors formulé de la fagon équivalente suivante :

Y =XB+¢e, &~N(0,0°L,), (3.2)

35
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avec X = (Xi,...,X,) et f € RP. Dans ce cas 1, en notant = (3,0?) et Py =
N(XB,0%L,), le modele statistique est (R", B(R"),Py, 6 € R x R* ). L’écriture (3.2) sera
fréquemment utilisée. Il est en effet plus facile d’interpréter les parametres concretement,
comme l'illustrent les exemples suivants.

Exemple : Considérons le rendement d’une réaction chimique qui dépend linéairement
de la température et du pH. On répete la réaction n fois de maniere indépendante. On
note Y; le rendement de la i-eme réaction et Z! et Z? les i—eme coordonnées des vecteurs
pH et température. On écrit le modele de régression linéaire multiple suivant :

Vie{l,....,n}, Yi=pu+B7Z + 37+, e ~N(©O,0?).

En notant Y = (Y1,..., Y5 e = (e1,...,en)", B = (i, b1, B2)* et

1 70 72

on obtient bien la modélisation (3.2) et dans ce cas la, p = 3.

Exemple : Considérons la variable du rendement associé a la culture du blé. On note
1 le rendement moyen. On peut expliquer cette variable par deux facteurs : la variété
et I'exposition. On suppose que ces facteurs ont chacun deux niveaux et pour chacun de
ces niveaux, on observe le rendement sur ¢ parcelles que 1’on suppose indépendantes. On
écrit le modele de I’analyse de la variance suivant :

Vie{l,....,q}, Y = p+a +b+e¢, N(0,0?)
Vie{l,....q}, Yiyq = ptar+b+eiy, 5l+qNN(070)
Vie{l,....q}, Yiog = p+as+bi+eipag, Eivag ~ N(0,0%)

Vie{l,...,q}, Yisq = ptas+by+eipsg,  cipsg ~N(0,07).
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En notant n =4q, Y = (Y1,...,Y,)" e = (e1,...,en)%, B = (1, a1, a9, by, by)* et

11010
11010
11001

X=111001
10110
10110
10101
10101

on obtient bien la modélisation (3.2) et dans ce cas la, p = 5. Bien entendu, la modélisation
et les hypotheses qui sous-tendent le modele doivent étre analysées et discutées en parti-
culier a I’aide de représentations graphiques (cf Section 3.5).

Il faut noter que dans le cadre de 'écriture (3.2), le modele est identifiable si et seule-
ment si X est injective (ce qui équivaut a rang(X) = p quand p < n). Si X n’est pas
injective, on pose des contraintes d’identifiabilité pour rendre le modele identifiable. On
propose une contrainte de la forme § € K ou K est une sous-espace vectoriel de RP et
tel que pour tout m € Im(X) il existe un unique € K tel que m = X3. On peut
prendre par exemple K = Ker(X)*. Dans I'exemple de la régression, le modele est iden-
tifiable si Z' et Z? ne sont pas colinéaires et 8'il existe i, i, j et j' tels que Z} # Z}
et ZJZ =+ Z]%. Dans I'exemple précédent de 'analyse de la variance, le modele n’est pas
identifiable car il est surparamétré. La contrainte d’identifiabilité que ’on peut choisir est
B e K ={(u,a1,a2,b1,b2)* 1 a;+as+ b + by =0}. Jusqu’a la fin de ce chapitre,
on supposera le modele identifiable et X injective.

3.1.2 Estimation

Sous le modele (3.1), on a le résultat suivant.
Théoreme 3.1. Sous le modéle linéaire gaussien
Y=m+e, &~N(0,0°L),

ouo >0, meV ouV est un sous-espace vectoriel connu de R™ de dimension p € N*,
on a



38 Préparation a ’agrégation

~ Vestimateur du mazimum de vraisemblance de 0 = (m, 02) est donné par 0 = (1, s2)
avec .
m=1IY, s2=—|Y-IY|?
n
ou Iy est la matrice de projection sur V.
— (Cles estimateurs sont indépendants. On a

ns?

o~ N(m,o’1ly), —* ~x*(n—dim(V))
o
et M est sans biais, mais s> est biaisé et asymptotiquement sans biais.
— Un estimateur sans biais de o® est donné par

1
2= —— ||V —II,Y |
7 n—dim(V)” vl

Preuve : La vraisemblance s’écrit :

1 " 1
VeV xRy, W() = (\/W) exp (—TﬂHY - mHQ) :

Par ailleurs, par Pythagore, pour m € V/,

Y —m|* =Y = Iy Y|* + [Ty Y — m]f*

et
m:HvY:m+Hvs.

On obtient I'estimateur du maximum de vraisemblance de o2 en dérivant. Comme I,, — Ty
est le projecteur orthogonal sur Ker(Ily) = Im(Ily)*, le théoreme de Cochran permet
d’achever la démonstration. O

Il est important de noter que m vérifie sans hypothese sur la loi des erreurs
m = argmin ||Y — m]|.
mev

Il est donc ’estimateur des moindres carrés ordinaires. A présent donnons les
résultats d’estimation dans le cadre du modele (3.2).

Théoreme 3.2. Sous le modele linéaire gaussien
Y:Xﬁ+€, €NN(0702In)7

avec X € M,,(R) injective (p <mn), c >0 et F€RP, ona:
~ lestimateur du mazimum de vraisemblance de 0 = (3,0?%) est donné par 6 = (3, s2)
avec

N . _ . 1 N
B=(X*X)'XY, = g||Y—Xﬁ||2.
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— (Cles estimateurs sont indépendants. On a
ns?

B~ NB A (XTX)TY), —5~ X (n—p)

g

et 3 est sans biais, mais s> est biaisé et asymptotiquement sans biais.
— Un estimateur sans biais de o® est donné par

o1 .
o= —||Y = Xp|*.
n—p

— Parmi les estimateurs linéaires et sans biais de 3, B est celui dont la matrice de
variance-covariance est “minimale” pour la relation d’ordre naturelle sur les matri-
ces symétriques (propriété de Gauss-Markov).

Preuve : Pour les trois premiers points, on utilise le théoreme précédent. 11 suffit alors
d’observer que si V' = Im(X),

Iy = X(X*X)'X*

et d’utiliser I'injectivité de X (qui équivaut a linversibilité de X*X). Pour le dernier
point, notons § = CY un estimateur linéaire sans biais de . On a pour tout 5 € RP,

E(CY)=CXp = donc CX = I, puis

var(f) = var(CY)
= o’CC*
= o*(C— (X*X)'X* + (X*X)'XH)(C — (X*X)'X* + (X*X) ' X*)
= (0 — (X*X)'X") (O — (X*X) ' X*)* + o (X X)L

0

Ce dernier résultat montre que l'intervalle de confiance pour 3 que l'on privilégiera na-
turellement sera celui construit autour de (.

3.2 Régions de confiance et tests fondamentaux

Dans cette section, on se place alternativement dans les modeles
Y =XB+¢e, &~N(0,°1,),
avec X = (Xy,...,X,) et R, p<nou
Y=m+e, ¢e~N(0,I,),

avec m € V ou V est un sous-espace vectoriel de R" de dimension p < n. Ce qui est
énoncé dans le cadre d'un modele pourra a chaque fois étre transposé dans le cadre de
I’autre modele.
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3.2.1 Tests pour la variance

On se donne oy € R% et une fois n’est pas coutume, on propose un test unilatéral en
testant 'hypothese Hy : 0 = 0 contre Hy : o > 0g. On utilise le fait que

(n—p)o?

=~ X’(n—p).

Pour « € [0,1], on note ¢,_, 14 le quantile d’ordre 1 — o de la loi du x* & n — p degrés
de liberté. Le test

¢(Y> = 1&2>og(n7p)_1cn_p’1_a

est un test de taille @ de Hy contre H;. L’intervalle de confiance unilatere de niveau
exactement 1 — a pour l'estimation de o2 est donnée par

{(n —p)&*

,+oo{.
Cn—p,1—a
3.2.2 Test de Student

On se place dans le modele
Y =XB+¢e, &~N(0,0°1,),
avec X = (X1,...,X,) et € RP, p < n. On rappelle la définition suivante.

Définition 3.2. Si U et V sont deuz variables aléatoires indépendantes telles que
- U~ N(:u7 1)
-V~ XQ(d)7
alors la loi de la variable
7 =

Tl

est appelée loi de Student (décentrée si p # 0) a d degrés de liberté. On note
Z ~t(d, p).
St le parametre de décentrage ;1 = 0, on note plus simplement
Z ~1(d).

On se donne ¢ € R, a € R et on désire tester I'hypothese Hy : ¢* = a contre
H, : ¢*8 # a. Rentre notamment dans ce cadre le test de Oy = 0 contre (. # 0 pour
ke {1,...,p}. On utilise naturellement la statistique

C*B—a

o/ (X X) e

T —
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On a
(n —p)&*
o2

C*B—aNN(C*ﬁ—a,O'QC*<X*X)_1C), NXQ(,n_p)

donc comme 3 et & sont indépendants, T ~ t(n —p,c*B —a) et T ~ t(n — p) sous H.
Pour a € [0, 1], on note t,_,1-a/2 le quantile d’ordre 1 — a/2 de la loi de Student a n —p
degrés de liberté. Le test

¢(Y) = 1|T‘>tn7p,17a/2

est un test de taille o de Hy contre H;. L’intervalle de confiance bilatere de niveau ex-
actement 1 — « pour l'estimation de ¢*3 est donnée par

B = tnpiap0/ (X X) e, "B + tn_pvl_a/g&\/c*(X*X)_lc} .

3.2.3 Test de Fisher d’un sous-modele
On se place dans le modele (3.1)

Y:m+5, 5NN<0702[n)7

avec m € V ou V est un sous-espace vectoriel de R" de dimension p < n. On se donne W
un sous espace vectoriel de V' de dimension ¢ < p et on se propose de tester Hy : m € W
contre Hy : m € V '\ W. Introduisons la loi de Fisher.

Définition 3.3. Si U et V sont deux variables aléatoires indépendantes telles que
- U~ X2<p>7 pe N*u
-V ~x*q), g €N,
alors la lov de la variable
U
g Ulp
Viq

est appelée loi de Fisher a p et ¢ degrés de liberté. On note
Z ~F(p,q).
On a le résultat suivant.

Théoréme 3.3. Dans le cadre du modéle (3.1), si V et W sont deux sous-espaces vec-
toriels de R™ de dimensions respectives p et q tels que W C V et ¢ < p < n, alors si
meW,

Y YR Y - Y /e —a) _ (0wY WY o —a)
T Y =T Y[R/ (n—p) =Y YR —p) T Penp)

ou Ily et Iy, sont les matrices de projection sur V et W respectivement. De plus, 1y Y
est indépendante de F'.
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Preuve : Elle découle du théoreme de Cochran et du théoreme de Pythagore. U

Pour a € [0,1], on note f,_gn—p1-a le quantile d’ordre 1 — a de la loi de Fisher a p — ¢
et n — p degrés de liberté. Le test

¢(Y) - ]'F>fp7q,n7p,17a

est un test de taille a de Hy contre H;. Il faut noter que si ¢ = p — 1, alors W est un
hyperplan de V et il existe ¢ € RP tel que m € W < ¢*m = 0. Nous sommes alors amenés
a un test de Student étudié dans la section précédente. Il faut noter que ces tests sont
équivalents puisque pour p € N*, si Z ~ t(p), alors Z? ~ F(1,p).

3.2.4 Test de Wald
On se place dans le modele (3.2)

Y:Xﬁ+€, ENN(0702In)7

avec X = (X1,...,X,) et 3 € RP, p < n. On veut tester dans cette section une hypothese
affine. Pour cela, on se donne une matrice C' € My, ,(R) avec k < p. On supposera que C*
est injective et donc de rang k. Pour a € R¥, on désire tester Hy : C3 = a contre H; :
CpB # a. Quand a = 0, on peut se ramener au test de Fisher d'un sous-modele, mais ce
sous-modele n’es pas facile a expliciter. Si on veut tester par exemple deux hypotheses
linéaires simultanées (3, = 2(3; et 3 = 0, on prendra

Théoréme 3.4. Dans le cadre du modele (3.2), avec les notations précédentes, sous Hy,

(€8 —ay(c(xx)7C) 7 (CB - 0)) /K
W = ~ ~ f(ka n— p)
|Y = XBIP/(n =)

Preuve : On a

CB—a~N(CB—a,d*C(X*X)1CY)

et donc sous H

CH—a~N(0,0*C(X*X)1CY).

En observant que C(X*X)™!C* € My 1(R) est symétrique définie positive (car C* est
injective), on pose

A= /(CX*X)1C")!

et on calcule sous Hj :

o H(CH—a) (C(X"X)T'C") N CF—a) = (CO—a)" A*(CH—a) = |ACH—a)[; ~ X*(k)
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olt || - || est la norme euclidienne de R*. On conclut en rappelant que 3 est indépendante
de [|[Y — X% O

Pour o € [0,1], on note fi,—pi1-o le quantile d’ordre 1 — « de la loi de Fisher a k et
n — p degrés de liberté. Le test

(b(Y) = 1W>fk,n7p,lfa

est un test de taille  de Hy contre H;. On déduit également un ellipsoide de confiance
de niveau exactement 1 — « pour 'estimation de C( :

(€8 —ay(c(xx)7C) (B - 0)) /k

E=Xua: ~
1Y = XB|2/(n —p)

S fk,nfp,lfa

3.3 Applications a la régression linéaire
Pour ¢ € N*, le modele de régression linéaire s’écrit sous la forme suivante :
Vie{l,...,n}, Yi=p+BZ +Zl+ -+ B, 7] +ei, & ~N(0, 0%
ou les variables ¢; sont indépendantes. Si on pose
Viel{l,....q}, Z'=(Z,...,7%),

les vecteurs Z', ..., Z% sont appelés variables explicatives ou régresseurs. En notant
Y = (Yl,...,Yn)*, g = (61,...,811)*, ﬁ: (M,ﬁl,ﬁz,...,ﬁq)* et

1z 72 7
X=|: + +
AN /(|

on obtient bien la modélisation (3.2) :
Y =XB+¢e, e~N(0,d0L,).

Quand ¢ = 1, on parle de régression linéaire simple. Quand ¢ > 1, on parle de
régression linéaire simple.

Remarque 3.1. Les vecteurs Z*', ..., 79 peuvent avoir un lien entre elles. Par exemple,
chaque coordonnée de chaque vecteur Z; peut étre la j-éme puissance de la coordonnée
correspondante d’un vecteur Z. On cherche ainst un ajustement polynomial de la variable
a expliquer. Ce travail peut étre exploité pour effectuer de la prédiction.
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On peut dans ce cadre tester I'utilité de régresseurs en appliquant les résultats de la
Section 3.2.3. Quitte & intervertir les vecteurs Z7, on va tester 'hypotheése “les régresseurs
Z9+1 .., Z9 sont inutiles” contre “au moins un parmi les régresseurs Z9 1, ... Z9 est
utile” avec 0 < ¢’ < ¢. Cela revient a tester Hy : “By41 = 0,..., 5, = 0" contre H; : il
existe j € {¢'+1,...,q} tel que B; # 0”. Appliquant le Théoreme 3.3, avec

1zt 722 ... 7]
1 zhoz2 ... z¢
sous Hy,
Xo( X Xo) ' XY — X(X*X)'X*Y||? —q
p_ UKol X0) X5 — XX X)XV fla =) ooy

(Y = X(X*X)~1XY[]?)/(n —q = 1)

Pour a € [0, 1], on note f,_gn—q—1.1-a le quantile d’ordre 1 —a de la loi de Fisher a ¢ — ¢’
et n —q — 1 degrés de liberté. Le test

(b(Y) = 1F>fq—q’,n—q—1,l—a

est un test de taille a de Hy contre H;.

Toutes les formules dérivées dans les sections précédentes s’appliquent. En particulier
dans le cas de le cas de la régression simple ou ¢ = 1, on obtient I'estimateur des
moindres carrés de 5 = (u, 51)*, 5= (f, 51)* avec

. cov(ZYY) IS (Z'-ZhWvi-Y) . _ .
B = ( 1):n2ﬁ& le ),qu—&T
var(Z"') LS (zh - 71y
et
. 1L
Z = — Z} Y == Y;.
On a de plus,

(1) e (5 )

Pour 'estimation sans biais de la variance o2, on obtient :




V. Rivoirard 45

Pour «a € [0, 1], le test de taille a de Hy : “; = 07 contre H; :“(; # 07 est donné par

¢(Y) = ]'F>f1,n72,17a

ou

Yo (ﬂ + BlZil - Y>2
(S (- 5z2)") s -2

et fin—21-q est le quantile d’ordre 1 — o de la loi de Fisher a 1 et n — 2 degrés de liberté
(on applique ce qui précede avec ¢ = 1 et ¢ = 0). Remarquons qu'un test strictement
équivalent aurait pu eétre construit a ’aide d’une variable de Student a n — 2 degrés de
liberté.

F =

~ F(l,n—2)

3.4 Applications a ’analyse de la variance

3.4.1 Analyse de la variance a un facteur

Pour p € N*, le modele d’analyse de la variance a un facteur s’écrit sous la
forme :

Vie{l,...,p}, VEke{l,...,n;}, Yix =+ cu, EikNN(O,O'Q)

ou les variables g;;, sont indépendantes et pour tout i € {1,...,p}, n; € N*. Par exemple,
on explique le rendement associé a la culture du blé en fonction d’un seul facteur : la
variété. On fait pousser sur n; parcelles la variété numéro i et on observe le rendement
associé. C'est le vecteur Y; = (Yi1,...,Y:,,)*. En notant n = "> n,,

Y:(}/117"'7}/1n17§/217'"7Yén27"'7Y;217"'7Y;2np)*7

*
g = (8117"'781n178217'"782n27"'78p17"'7€pnp) 9

B=(p1s s pp)

et
X:(Xl,...,Xp),

ou pour tout ¢ € {1,...,p}, X; est un vecteur dont toutes les coordonnées sont nulles sauf
n; coordonnées valant 1, on obtient bien la modélisation (3.2) :

Y =XB+¢e, e~N(0,d1L,).

Dans la suite, on va noter (notation classique en analyse de la variance)

ng p ng
Vie{l,...,p}, Y@-.znii;m, et Y..Z%ZZYM.

i=1 k=1
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On obtient 'estimateur des moindres carrés de 3 = (fu1, ..., tip)*, 8= (fi1, ..., f1,)" avec

A

ﬁ:(Y1,7}/;))*

On a de plus,
ng' 0 ... 0
BN B 1
0 ... 0 nt
2

Pour 'estimation sans biais de la variance o, on obtient :

On peut dans ce cadre tester 'effet de la variété en appliquant les résultats de la section
2

3.2.3. Cela revient a tester Hy : “pq = po = --- = p,” contre Hy : il existe j et j tels
que p; # p;”. On va noter

Vze{l,,p}, Y;:nii}/m, etyziii}/@k
v k=1 i=1 k=1

Appliquant le Théoreme 3.3, avec

X():(l,,l)*ERn

(I Xo(X5 Xo) ' XY = X(X*X)'X*Y]]?) /(p— 1)
(Y = X(X*X)"'X*Y([]?)/(n — p)

S S (Vi =YY /(p—1)

Oy > (Y = Yi)?) /(n—p)’

et sous Hy,
F~Fp-1,n-p).

Pour «a € [0, 1], on note f,—1,-p1-a le quantile d’ordre 1 — o de la loi de Fisher a p — 1
et n — p degrés de liberté. Le test

¢(Y) - ]'F>fp7q,n7p,17a

est un test de taille o de Hy contre H;.
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3.4.2 Analyse de la variance a deux facteurs

Pour I € N* et J € N*, le modele d’analyse de la variance a deux facteurs
s’écrit sous la forme :

Vied{l,....I}, Vje{l,....,J}, Vke{l, ... ,n;}
Yijk = i + €ijry €iji ~ N(0,07)
ou les variables ¢;j; sont indépendantes et pour tout ¢ € {1,...,1} et pour tout j €
{1,...,J}, n;; € N*. Pour simplifier dans la suite, on va supposer que n;; ne dépend pas
de i et j et vaut K € N*. Par exemple, on explique le rendement associé a la culture
du blé en fonction de deux facteurs : la variété et 'exposition. On fait pousser sur K
parcelles la variété numéro ¢ a l'exposition J et on observe le rendement associé. C’est le
vecteur Y;; = (Yij1,. .., Yijk)*. On écrit sans peine cette modélisation sous la forme (3.2).

Dans cette section, pour mieux analyser I'influence des deux facteurs, on va considérer la
décomposition de p;; suivante :

ViE{l,...,]}, \V/jE{l,...,J}, uij:u+ai+bj+cij,

avec pour conserver l'identifiabilité du modele :

J

I
Z a; = O, Z bj = 0,
i=1 j=1
et

I J
Vie{l,.,J} ) ey=0 Vie{l,... I}, ) ;=0
i=1 Jj=1

On prend donc I > 2, J > 2 et on pose n = [ JK. Les coefficients a; représentent l'effet
principal du facteur 7, les coefficients b; représentent l'effet principal du facteur j et les
coefficients ¢;; représentent l'interaction entre les facteurs ¢ et j. Dans la suite, on note
Vie{l,...,I}, Vje{l,...,J},

1 J K
Vo= > > D Vi Yy = ZYW

i=1 j=1 k=1
et
1 K 1 1 K
:—KZZ ijks ]:ﬁzz}/@]k
j=1 k=1 i=1 k=1

On va d’abord tester si les interactions entre les deux facteurs existent ou non. On va
donc tester Hy : ”tous les coefficients ¢;; sont nuls” contre H{ : ”il existe un coefficient
¢;; non nul” avec la variable de test

. (zlezjzlzéilmj.—n — Y, +Y)?) /(U =) - 1)
(Zh o i >)/<n—u>

9
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et sous Hy,
F'~ F(I—-1)(J—=1),n—1J).

Pour « € [0, 1], on note Ju-1)(7-1),n—171-a le quantile d’ordre 1 — « de la loi de Fisher a
(I —1)(J—1) et n— IJ degrés de liberté. Le test

gb(Y) = 1F1>f(1—1)(J—1),n—IJ,l—a
est un test de taille o« de H] contre H{. Si H} est acceptée, le modele se ré-écrit :
Vie{l,....I}, Vje{l,....J}, Vke{l,... K}

Y;‘jk = U + a; + bj + Eijks Eijk ™ N(O, 0'2).

On teste leffet principal du premier facteur. On va donc tester HZ : ”tous les coefficients
a; sont nuls” contre H? : ”il existe un coefficient a; non nul” avec la variable de test

(S - Y?) /= 1)
(S S S Yo = ¥ig)?) f(n = 1)

F? =

et sous HZ,
F*~F(I—1,n—1J).

Pour a € [0,1], on note fr_1n—r1s1-a le quantile d’ordre 1 — « de la loi de Fisher a [ — 1
et n — IJ degrés de liberté. Le test

gb(Y) - 1F2>f171,n7].7,17a

est un test de taille « de HZ contre HZ. On va aussi tester l'effet principal du second
facteur. On va donc tester H{ : "tous les coefficients b; sont nuls” contre H} : 7il existe
un coefficient b; non nul” avec la variable de test

(Lo S0 = Y2) = 1)
(S S S Vi = ¥ig)?) f(n = 1)

F3

et sous HJ,
FP~F(J—1,n—1J).

Pour a € [0, 1], on note f;_1,-r71- le quantile d’ordre 1 — « de la loi de Fisher a J — 1
et n — IJ degrés de liberté. Le test

gb(Y) - 1F2>f‘]71,n71.7,17a

est un test de taille o de H{ contre H;.
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3.5 Discussion des hypotheses

Dans cette section, nous allons discuter les hypotheses qui sous-tendent la théorie du
modele linéaire. Ces hypotheses portent en fait sur la modélisation du vecteur des erreurs
e =(e1,...,e,)" Elles sont en fait au nombre de 4 :

1. E(e) =0,

2. Vie{l,...,n}, var(g;) = 0? (indépendant de i),
3. les composantes du vecteur € sont indépendantes,
4. la loi de € est gaussienne.

De ces 4 hypotheses, la derniere est la moins importante des que ’on dispose de suffisam-
ment de données (en pratique, dés que le nombre de données est de 'ordre de deux ou
trois dizaines). De plus, beaucoup des résultats vus précédemment restent valables quand
cette hypothese n’est pas vérifiée.

Pour vérifier a posteriori la validité de ces hypotheses, on s’appuie sur des représentations
graphiques. Elles sont réalisées en représentant le graphe du vecteur des résidus é =
Y — X[ (ou ¢ =Y — m). Si notre travail d’estimation est performant, ¢ est ”proche”
de € et c’est sur € que l'on va vérifier a posteriori nos hypotheses puisque le vecteur e
n’est pas accessible. De maniere systématique, on représente le graphe ((X B)Z, £;)i- Si les
4 hypotheses sont vérifiées, par le Théoreme de Cochran, les deux vecteurs (X B)Z et (&)
sont gaussiens et indépendants, et le nuage obtenu doit se répartir de maniere homogene
autour de I'axe des abscisses.

Vérification des hypothéses 1 et 2 : E(¢) =0, var(e;) = 02, L’hypothese E(g) = 0
signifie que le modele posé est correct, que I'on n’a pas oublié un terme pertinent (par
exemple un terme quadratique dans ’exemple de la régression linéaire multiple). Une
maniere de vérifier si un régresseur Z n’a pas été omis est de tracer le graphe (Z;,&;);.
L’hypothese var(e;) = o2 est dite hypothese d’homoscédasticité. Si cette hypothese n’est
pas vérifiée, il faut envisager une transformation du vecteur des observations (cf Azais
et Bardet (p. 63)). Ces deux hypotheses se vérifient en exploitant le graphe ((X/3);,&;)
qui doit etre homogene autour de 'axe des abscisses. Malheureusement ce graphe ne
fournit pas toujours une réponse définitive concernant la violation de ces deux premieres
hypotheses et il peut indiquer la violation d’autres hypotheses.

Vérification de I’hypothése 3 : indépendance des composantes de . Encore
une fois, on peut s’appuyer sur le graphe ((Xf3);, €;);. Une autre maniere de vérifier cette
hypothese est d’effectuer le test des runs (voir le texte sur les tests d’indépendance).

Vérification de I’hypothése 4 : la loi de ¢ est gaussienne. Une maniere de
vérifier cette hypothese serait de pratiquer un test d’adéquation non-paramétrique clas-
sique (test du x? ou test de Kolmogorov-Smirnov). Néanmoins, cette approche serait
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quelque peu maladroite car ces tests nécessitent I’hypothese d’indépendance. On s’ap-
puiera préférentiellement sur le tracé de la droite de Henry (dite encore graphique
du QQ-plot). Cette méthode sera illustrée en TP.



Chapitre 4

Fonctions de répartition empiriques

Dans ce chapitre, on s’intéresse a l’estimation de la loi d’une variable aléatoire ainsi
qu’aux problemes de tests associés. Pour traiter ces questions, nous allons chercher a
estimer la fonction de répartition de cette variable. Nous sommes donc confrontés a un
probleme de statistique non-paramétrique et les techniques de démonstration seront donc
différentes de celles envisagées dans les chapitres précédents. Pour traiter ce probleme, on
utilisera la notion de fonction de répartition empirique.

4.1 Généralités

Dans cette section, on considere X = (Xji,...,X,) un n-échantillon. On note F' la
fonction de répartition de chacune des variables qui composent cet échantillon :

VieR, F(t)=P(X; <t).

C’est cette fonction F' que nous allons chercher a estimer en introduisant la fonction de
répartition empirique.

Définition 4.1. La fonction de répartition empirique associée a cet échantillon est
la fonction

R — [0,1]
1 n
t — Fn(t) = E Zl 1X¢§t
Remarque 4.1. On a :

VteR, nF,(t)~ Bin(n, F(t)).

Pour représenter la fonction F,, on introduit la statistique d’ordre (Xy,..., X))
associée a I’échantillon (X7, ..., X,) définie par

{X(l), o ,X(n)} = {Xl, .. ,Xn} et X(l) < ... < X(n).

o1
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On a:

1 n
VIER, Fut)=—) lx,<.
i=1

Proposition 4.1. F), est une fonction en escalier, croissante, continue a droite et ad-
mettant une limite a gauche. Elle est discontinue aux points (X))ic(1,..n} €l constante
sur [ Xy, X1 pouri e {1,...,n—1}.

Preuve : évidente. O
Pour tout t € R, F,,(f) est un estimateur naturel du parametre F(t) :

Proposition 4.2. On a pour tout t € R que F,(t) est un estimateur sans biais et
fortement consistant de F(t). Par ailleurs,

VieR, Vu(F,(t)— F(t) "=° N(0, F(t)(1 — F(t)) en loi.
Preuve : évidente. O

Dans les sections suivantes, nous allons nous intéresser non pas a la convergence ponctuelle
(simple) de F,, vers F' mais a la convergence uniforme pour résoudre notre probleme de
statistique non-paramétrique. Notons que la discontinuité de F;, présente des inconvénients
théoriques évidents dans l'optique d’estimer F'. Néanmoins, comme elle est constante par
morceaux, elle est simple a construire en pratique. Dans les sections suivantes, nous aurons
besoin de I'outil de la fonction inverse généralisée :

Vaelo,1, FOY@)=inf{teR: F(t) >z}

Proposition 4.3. (Ouvrard p. 29) La fonction inverse généralisée se confond avec l'in-
verse de F' quand F est bijective. Elle posséde les propriétés suivantes.
— La monotonie de F entraine

VteR, Vze€l0,1], Ft)>z < t>F"Y(2).
- 8i U ~ U([0,1]) alors FEY(U) est une variable aléatoire dont la fonction de
répartition est F.
— Si Z est une variable aléatoire de fonction de répartition F' continue alors F(Z) ~

U([o,1]).

Preuve : évidente. O
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4.2 Théoreme de Glivenko-Cantelli

La premier résultat de cette section renforce le théoreme de la loi forte des grands
nombres.

Théoréeme 4.1. Soit (X;);>1 une suite de variables aléatoires i.i.d. de fonction de répartition
F. Avec

1 n
VtER, F(f)=- Zl 1x,<t)
on a .
sup [|F, (1) — F(£)[] "=5° 0 p.s.
teR

Preuve : En utilisant la Proposition 4.3, on se ramene au cas ou F’ est la fonction de
répartition de la loi uniforme sur [0, 1]. On fixe ¢ > 0. On fabrique une grille réguliere de
0,1] de pas € (1/e € N), notée G. = {ty, 0<k<e '} Pourty <t < iy,

Fo(t) =t < Fater1) — € < Fo(e1) — ter + €,
—& + Fn<tk) — tk S Fn<t) —t.
Finalement, comme F(t) =t pour t € [0, 1],

sup [|Fn(t) —t]] < sup |F,(tx) — tx| + &
te[0,1] 0<k<e—1

Par la loi forte des grands nombres,

limsup sup [|F,(t) —t|]] < e ps.
n—s+00 t€[0,1]

En prenant ¢ = N=!, on a P(Ay) = 1, ot

An = {limsup sup [|Fn(t) —t]] < %} :

n—s-+o00 t€[0,1]

en faisant tendre IV vers 'infini, les Ay étant des événements décroissants, on a P(NyAy) =
1. Donc
P | limsup sup [|F,(t) —t]]=0] =1
n—--+00 t€[0,1]
et

sup [|F,(t) — t] "= 0 ps.
te[0,1]
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4.3 'Tests de Kolmogorov

Le Théoreme de Glivenko-Cantelli est une généralisation de la loi forte des grands
nombres au cas non-paramétrique. La généralisation du TCL est donnée par le Théoreme
4.2. La statistique introduite dans ce théoreme nous permettra de construire un test
d’ajustement a une loi (test de Kolmogorov). Dans le méme esprit, nous construirons
aussi un test d’homogénéité (test de Kolmogorov - Smirnov).

Définition 4.2. Pour toutes fonctions de répartition F et G, on définit les statistiques
sutvantes :

D™(F,G) = Stglg(G(t) — F(1)),
D*(F,G) = igg(F(t) — G(t)).

On a:

Proposition 4.4. On suppose que F,, est construite a partir d’un échantillon dont la
fonction de répartition de chacune des variables de cet échantillon est F'. Deés que F' est
continue, les lois respectives des variables D(F, F,,), DY(F, F,) et D~ (F, F,) sont libres
de F (ne dépendent pas de F).

Preuve : Pour D(F, F,) on utilise que :

D(F, F,) =sup |F,(t) — F(t)| < sup , (4.1)
xz€[0,1]

teR

1
E E 1Ui§33 — T
1=1

ou les U; sont i.i.d. de loi uniforme sur [0, 1] avec égalité si F est continue et D(F| F),) est
libre de F'. Les cas de DY (F, F,) et D™ (F, F,) se traitent de la méme maniére. O

Le théoreme principal de cette section est le suivant.

Théoreme 4.2. On suppose que F,, est construite a partir d’un échantillon dont la
fonction de répartition de chacune des variables de cet échantillon est F. Les variables,
VnD(F, F,), \/nD*(F, F,) et /nD~(F, F,) convergent en loi. Bien évidemment, la loi
limite ne dépend pas de F'. Pour tout A > 0,

+o0o
P(vVnD(F, F,) < \) "=5° 1 -2 (—1)"" exp(—2k°\?),

k=1

la convergence de la série est tres rapide. Pour tout X > 0,

P(vnD*(F, F,) < \) = P(vV/nD ™ (F, F,) < A) "=5° 1 — exp(—2)?).
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Preuve : admise. 0

Il faut noter que le théoreme précédent n’est pas indispensable pour construire une région
de confiance pour la fonction F'. Contrairement a ’approche paramétrique ot on se placgait
souvent dans un cadre asymptotique, ici ce n’est pas nécessaire. En effet, en utilisant la
Proposition 4.4 (et sa preuve) pour 0 < a < 1, on extrait de la table de Kolmogorov &, .
le quantile de D(FY, FY) d’ordre 1 — «, ot FU et FV sont les fonctions de répartition et
de répartition empirique associées & la loi uniforme sur [0, 1]. La bande de confiance de
niveau 1 — « est

Bpo={F: F,t)—&o<F{t)<F,(t)+&.a. VteR}.

Soit Fy une fonction de répartition donnée. Supposons que ’on veuille construire un test
de niveau a de I'hypothese Hy : F' = F; contre H; : F' # Fy. On accepte Hy si Fy € B, 4,
H; sinon (Test de Kolmogorov). La puissance du test tend vers 1 quand n tend vers
+00.

De la méme maniere, on utilisera la bande de confiance associée & DT(FY, FY) (respec-
tivement D~ (FY, FY)) pour tester F' = F, contre F' > Fy (respectivement pour tester
F = Fy contre F' < Fp). Iei F' > F, signifie, par exemple, qu'il existe ¢ € R tel que
F(t) > Fy(t).

Dans le méme esprit, nous allons construire un test d’homogénéité. On observe deux
échantillons de taille respective n et m X = (Xy,...,X,) et Y = (Y1,...,Y,). On veut
tester si la loi de chacune des variables X; est la méme que la loi de chacune des variables
Y;. On note F' la fonction de répartition de chacune des variables X; et GG la fonction de
répartition de chacune des variables Y;. On veut tester Hy : F' = G contre F' # G. Pour
cela, on introduit :

1 1 «—
ViER, Fu(t)=— » lxc, Gum(t) = —~ D v
=1 i=1

et on pose
Dm,n = sup |Fn(t) - Gm(t)| :

teR

On a le résultat suivant.

Proposition 4.5. Sous l’hypothese Hy : F' = G, la statistique D,, , est libre de F' et G.
Pour o € [0,1] et avec Hy : F # G, on construit un test de niveau exactement o de H
contre Hy en considérant

(b(X? Y) = 1Dm,n>dm,n,a

0t Ay p.o ne dépend que de m, n et a. La puissance du test tend vers 1 quand m ou n
tendent vers 400.

Preuve : évidente. O
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Il faut noter que dans ce test, la connaissance de F' et G n’est pas nécessaire. De la
méme maniere, on construit un test de F' = G contre F' > GG en posant

OXY) =1ps sat ..

Dy = sup(Fu(t) — G(t))

teR

et df ne dépend que de m, n et . Donnons pour finir deux exemples de tests d’ap-

m,n,x

partenance a une famille de lois en s’inspirant de ce qui précede.

Test d’appartenance a la famille des lois gaussiennes. On se donne un n-échantillon
X = (X1,...,X,). On veut tester Hy : la loi de chacune des variables X; est gaussienne
contre H;p : la loi de chacune des variables X; n’est pas gaussienne. Pour cela, on note
® la fonction de répartition de la loi A(0,1). Si Hy est vraie et si F est la fonction de
répartition de chacune des variables X, alors

t_
J(p,0) eRxRY, VteR, F(t)ZCD( 'u),

g

donc ®~1(F) est affine. Au niveau a, on accepte donc Hy si et seulement si il existe une
droite affine appartenant a

O (Bra) ={f1 @7 Fu(t) = &na) < (1) S @THFW(t) + &) VEER}.

Test d’appartenance a la famille des lois exponentielles. On se donne un n-
échantillon X = (X3,...,X,,). On veut tester Hy : la loi de chacune des variables X; est
exponentielle contre H; : la loi de chacune des variables X; n’est pas exponentielle. Si H
est vraie et si F' est la fonction de répartition de chacune des variables X;, alors

JAERY, VieR, F(t)=(1—exp(—t/\)) Liso.

En notant
1 « _
VtER, Fut)=- > lx, Fy,(t) = (1—exp(—t/X,)) Liso,
=1

on introduit
E, = sup |F,(t) — Fx (t)]
teR
qui est une statistique libre de A. On construit alors comme précédemment un test de H,
contre H;.

Tous les tests introduits dans cette section sont basés sur des statistiques ou un sup
intervient. Il faut constater que pour chaque cas, ce sup peut étre remplacé par un max.
Il n’y a donc pas de problemes d’'un point de vue pratique.
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4.4 Estimation de quantiles

Dans les chapitres précédents, on a vu qu’il est tres important de connaitre les quantiles
des statistiques qui nous permettent de construire des régions de confiance et des tests.
On va voir dans cette section que I’on peut estimer efficacement les quantiles de n’importe
quelle loi a I’aide de la fonction de répartition empirique. Rappelons la définition suivante.
Définition 4.3. Soit g € [0,1]. On appelle quantile d’ordre ¢ de la loi P la quantité

2z, =inf{x: F(x)>q},

ou F' est la fonction de répartition associée a la loi P.

Définissons le quantile empirique d’une loi.

Définition 4.4. Soit q¢ € [0,1]. On appelle quantile empirique d’ordre ¢ de P la
quantité

. IR
zn,q:mf{x: F,(x) :g;lxingQ},
ot (Xy,...,X,) est un n-échantillon de loi P.

On a le résultat suivant.

Théoréeme 4.3. Soit 0 < g < 1 est tel que z, est l'unique solution de F(z7) < q¢ < F(z)
(pas de plat au voisinage de q), alors 2, , est un estimateur fortement consistant de z,.

Preuve : Soit € > 0.
P(Zhq>2,+¢) = Plg> Fu(zg+¢))

= PY_ lxoze > n(l—q))

i=1

= PO lxsapre —P(X; > 2y +2) > n(F(z +¢) — q))
i=1

Utilisons le lemme de Hoeffding.

Lemme 4.1. Soit (Y1,...,Y,) une suite de variables indépendantes telles que E(Y;) =0
et pour tout v, a; <Y; < b; p.s., alors

. 202
VA>0, PO Yi>)\) <exp <_Z”1(bi _ai)Z) .

=1
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Avec 6. = smin(F(z, +¢) — ¢;q — F(z, — €)) > 0, on conclut que
P(|20.q — 24| > €) < 2exp(—2n62).

Pour ng € N,

P(sup 2,4 — 24| >¢) < Z P(|2nq — 24| > €)

n>ng n>no
< Z 2 exp(—2n6?)
n>ng
B 2 exp(—2n6?)

1 — exp(—262)
Donc pour tout p € N, il existe ng(p) tel que

P( sup |Znq — 24 > ) <27P.
n=no(p)

Par Borel-Cantelli, presque stirement, il existe ng tel que

SUP |Zn,q — 24| < €.
n>ng



Chapitre 5

Transformée de Laplace - grandes
déviations

5.1 Introduction

Dans ce cours, nous introduisons la notion de transformée de Laplace. Nous verrons que
cet outil est tres puissant pour calculer les moments d’une variable aléatoire, caractériser
la loi ou établir la convergence en loi de variables aléatoires. Enfin, la transformée de
Laplace permettra d’introduire la transformée de Legendre qui est a la base des inégalités
de grandes déviations, outil fondamental en probabilités et statistique.

5.2 Transformée de Laplace : Définition et propriétés
générales

5.2.1 Cas des variables positives ou négatives

Définition 5.1. Soit (2, A,P) un espace probabilisé. Soit X : Q@ — R une variable
aléatoire. On appelle transformée de Laplace de X, la fonction Lx a valeurs dans R
telle que

Lx(t) = E(e),

pour tout t € Dr,,., avec
D, ={t: E(e) < oo}

S’il n’y a pas de risque de confusion, on notera L plutot que Lx. En considérant le
produit scalaire usuel, cette définition s’étend a R%, d > 1. Dans ce cours, on se restreindra
au cas d = 1, méme si la plupart des résultats restent vrais dans R¢.

Exemple 5.1. St X ~E(N), Lx(t) = /(A —=1t), Dr, =] — 00, Al

Exemple 5.2. S5 X ~ N(0,1), Lx(t) = exp(t*/2), Dr, = R.

29
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Proposition 5.1. La transformée de Laplace est une fonction convexe. Par ailleurs,

Dy, est un intervalle de R contenant 0.

Preuve : se déduit de la convexité de la fonction exponentielle. O

On note que pour tout t € Dy, Lx(t) = ¢x(—it) ou ¢x est la fonction caractéristique
de X. D’autre part, si Gx est la fonction génératrice de la variable X positive discrete,
alors pour tout t € Dy, Lx(t) = Gx(exp(t)). Un intérét de la transformée de Laplace
repose sur la propriété élémentaire suivante :

Proposition 5.2. 5i X etY sont deuz variables indépendantes, pour toutt € Dy, NDy,,,
Lx+y(t) = Lx(t) X Ly(t)
Preuve : immédiate. O

Passons aux choses sérieuses.
o
Théoreme 5.1. Si Dy, est d’intérieur non vide, alors Ly est analytique sur Dy, :

0 0 2 (t—to)*
v to GDLX Vit G]to — T to + T[CDLX, Lx(t) = Z %E(Xk GXp(toX))
k=0 '

o o
Preuve : Soit tg €Dy, et r tel que |tg — r;to + r[CDyL, . Soit t €|ty — r;to + r[. On
pose u =t — tg. Donc tg + u et tg — u appartiennent a |tg — r; to + 7|.

Lx(t) = Lx(t0+u)
— E(exp((to + u)X))

= /exp(ux) exp(tox)Px (dx)

o
= /hm X exp(tor)Px (dx).

n~>+oo

Pour tout n,

uk ¥ uzx|®
X exp(tox)| < Z| |eXp (tox)
k=0
< exp(|ua:\) exp(tox)
< (exp(uz) + exp(—uz)) exp(toz),

et on a
E((exp(uX) + exp(—uX)) exp(to X)) < o0.
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Donc

exp(tor)Px (dz)

> Ukl’k
RUED W
k=0 '

-y %E(Xk exp(toX)).
k=0 ’

Remarque 5.1. On note au passage que E(|X|* exp(tpX)) < o0o.

Corollaire 5.1. Si Dy, est d’intérieur non vide, alors

o
1. Lx est C* enty €Dy, et

LY (to) = E(X* exp(to X)),

2. 510 €Dy, , X possede des moments de tous ordres et Lg?)(O) est le moment d’ordre
k de X.

Preuve : immédiate. O

On a une réciproque au théoreme :

Théoreme 5.2. Si u est une probabilité admettant des moments de tout ordre py et si la
série entiere
N ek
l(z) = e
k=0
a un rayon de convergence R > 0 alors p est la seule mesure de probabilité admettant
pour moments [y, fHa,...

Preuve : On a u, = [2¥u(dx) et on note vy = [ |z|*u(dz). Pour 0 < r < R, et tout
k>1,

Vgp_qr2F 1 < /<1 + 2\ u(da) r2k=l
P 2k —1)!
) 2k—1 ) P2l
S @r— T @k— )
2k—1 =

S @ion T en
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pour r < s < R et k assez grand. Et on obtient :

Maintenant, on utilise que

et
—~ (iz)*

k!

|:L,|n+1

~ (n+ 1)l

T

k=0

Enfin, en notant ¢ la fonction caractéristique de u, on a donc pour tout ¢ et tout h,

< |h|n+1vn+1

n k
igb(t +h) =y % /(ix)kemu(dx) < T

Si |h| <7, on a donc

ot+h) = S [ ) e (i)

En particulier, pour tout |h| <7,
o(h) =y  —=i" k.

N k!
k=0

Les deux dernieres égalités achevent la démonstration du théoreme. O

Corollaire 5.2. 5i0 €Dy, alors les conditions précédentes sont vérifiées et Lx détermine
la loi de X car elle détermine les moments.

Preuve : immédiate. O
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5.2.2 Cas des variables positives

Théoreme 5.3. Si X et Y sont deux variables positives et si Lx = Ly sur R™ alors
X~Y.

Preuve : On se donne Y), ~ P(A). L'inégalité de Tchebycheff montre que limy_, ;o Y)/A =
1 en probabilité. La fonction de répartition de Y, /A est

Gx(t) = Y exp(-N);-

k=0

Par ce qui précede,

. 1 sit>1,
)\ETOOGA(t) - { 0 sit<l.

Le théoréme de dérivation sous le signe [ montre que pour s > 0,

(s = [ e mnxlay)
0

Par conséquent, pour s > 0, x > 0,

sx)

[sz] & +oo k

s _sy\5Y
S ses = [ ety
k=0 0 '

0

-

b
Il

= jC+m<9aKx/y)ux(dy)

Aux points x tels que px(z) =0, on a donc

[sz]

lim > L (=) = px([0, ).

§——+00 o
Ainsi, aux points = tels que px(z) = 0, la valeur de la fonction de répartition de X est
déterminée par les valeurs de la transformée de Laplace (on a une formule d’inversion).
La continuité a droite de la fonction de répartition et la formule précédente permettent
de conclure que ce qui précede est vrai en tout point  de R*. Cela acheve la preuve du
théoreme. 0J

Théoréme 5.4. On se donne des variables (X, )nen et X réelles positives. On note
(Lp)nen et L les transformées de Laplace associées. Alors (X, )nen converge en loi vers X
si et seulement si (Ly)nen converge simplement vers L sur R™.
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Preuve : On note u, la mesure de probabilité associée a X, et u celle associée a X.
Si X, £, X, alors pour tout t € R™, comme  — exp(tx) est continue bornée sur R,

o0

lim L,(t) = lim exp(tz) pu,(dr) = /OOO exp(tx)u(dr) = L(t).

n—-+00 n—-—+00 0
Réciproquement, on considere une sous-suite quelconque (pn,) qui converge vers une

mesure v. On note que v est de masse inférieure ou égale a 1. Mais pour tout t € R™,
“+oo

/0+<>0 exp(tz)u(de) = L(t) = lim L, (t) = lim exp(te) pn, (dz) = /0+<>0 exp(tx)v(dx).

k—+o00 k—+o00 0

Avec t = 0, on conclut que v est une mesure de probabilité. Par ailleurs, le théoreme
précédent nous assure que v = p et qu’il y a donc unicité de la limite. [Bill] pages 336 et
337 permet de conclure (notion de tension d’une mesure «— compacité). O

5.3 Exemple en fiabilité

Une machine est controlée et remise a neuf a des dates aléatoires et on souhaiterait
déterminer la loi de sa durée de vie. Pour cela, on note :

— X, la durée de vie de la machine pres le ieme controle,

— Y, la durée qui s’écoule entre le iéme et le (i + 1)éme controle.
La durée de vie totale de la machine, notée Z, vérifie

Z=Y1+Ys+ -+ Yy1+ Xy,

ou N =inf{k e N*: X; <Y,}.
Proposition 5.3. Siles variables (X1,Y1,...) sont indépendantes, les (Y;)ien+ i.i.d. non

identiquement nulles presque sturement et les (X;)iens i.1.d. de loi E(N) alors la loi de Z
ne dépend pas de celle des (Y;)ien+ et c’est encore une loi E(N).

Preuve : Comme Z =Y, + Yo +-- -+ Yy_1 + Xn,
Ly(t) = E(e)
= E(e™ x 2 x ... x e'N-1 x i)

o0
= D B x e xoox et e x 1y
k=1

oo
_ tY1 tYo tYy tX
= E E(G X e X .- X el xe leYlSXlX1Y2§X2X'”X]'Yk—lﬁXk—l]'Yk>Xk)
k=1
oo
tY7 k—1 tX
= ) (B yex,)F (¥ ynx,)
k=1

E(etXI 1Y1>X1)
1 —-E(eM1y,<x,)
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On calcule :
E(e™ 1y,<x,) = Ly (t — \),
E( 1yox,) = 7o (1~ Ly(t = Y)
On obtient \
Lo(t) = = = L, (1),

donc Z ~ X1 ~ E(N).

5.4 Transformée de Legendre

5.4.1 Deéfinitions

Définition 5.2. On définit la fonction A comme le logarithme de la transformée de
Laplace de X :
VteDr,, At)=IlogE(™).

On montre aisément :

Proposition 5.4. La fonction A est convexe et elle est strictement convexe dés que X
n’est pas constante presque surement.

Preuve : Elle découle de I'inégalité de Holder : pour tout A €]0, 1],

v (tla tg) c RQ, EeAthe(lf)\)th S E(eth))\E(eth)lf)\'

Par le théoreme de dérivation sous l'intégrale, on montre :

Proposition 5.5. La fonction A est dérivable sur DZX, de dérivée t — E(X ) /E(eX).
En particulier, si 0 €Dy, , A'(0) = E(X).

Preuve : Voir ce qui précede. O

On définit ainsi la transformée de Legendre de X :

Définition 5.3. (transformée de Legendre ou de Cramer)
Si A est le logarithme de la transformée de Laplace de X, la transformée de Legendre de

X est la fonction :
VezeR, A (z)=sup(te —A(t))

teR

Remarque 5.2. Puisque A(0) =0, A* est a valeurs dans [0,+00]. De plus,
A*(x) = sup (tz — A(1)).

tEDLX
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5.4.2 Exemples de transformées de Legendre

— si X ~ P(a), alors A*(x) = { o -zt zlog(z/a) siz>0

+00 sinon
log (% 1 —z)log(=2) si 1
— si X ~ Ber(p), alors A*(z) = { zlog(y) + (1 — 2) log(1=) o (0,1
400 sinon

— si X ~ &(a), alors A*(z) = { oz — 1 — log(ax) s%x>0

+0o0 sinon
— si X ~ Gamma(a), alors A*(z) = v —a—alog(w/a) L 0

—+00 sinon

— si X ~N(0,1) alors A*(z) = 2%/2
— si X suit une loi de Cauchy, alors A*(z) =0

Proposition 5.6. On a :
— A* est conveze.
- Si X e Lt et sim = E(X), alors A*(m) = 0. De plus, A* est croissante sur [m, +oc],
décroissante sur | — 0o, m].

- Si0eD;,,

Ve >m, A(x)=sup(tz —A(t)), P(X>z)<eN@,
£>0

Vo <m, A*(x)=sup(ter —A(t)), PX <z)<e M@,
<0

Preuve :

— A* est convexe comme sup de fonctions convexes.

— A(t) =log E(e") > E(tX) = tm. Donc A*(m) < 0, donc A*(m) = 0. Par convexité
et positivité, A* est croissante sur [m, +oo[, décroissante sur | — oo, m|.

— On ne traite que le premier cas. On a A’(0) = m. Si t < 0, par stricte croissance
de Nyona:x—A({) >z—AN(0) >m—A(0)=0,si z > m. Donc la fonction
t — tx — A(t) est strictement croissante sur R™. O

5.4.3 Autres propriétés de la transformée de Legendre

On suppose que 0 € D et X est une variable aléatoire non constante presque stirement.

On notera D =]6~,6[. On a :
1. Comme 0 € D, A*(x) — o0 lorsque |z| — +o0.
2. Si D =R, alors ATT(T) — +oo lorsque |z| — +00.

3. Soit z* = lim A'(f) et = = lim A’(f). On a:
0,70+ oNO~

Vel zt], A(r)=z260"(z)— A6 (2)),
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ot 0*(x) = (A)~!(z).

5.4.4 Application : calcul d’intervalles de confiance

Théoreme 5.5. Soit Xy,..., X, un échantillon de méme loi que X. On suppose que

0 €Dy,. On note m lespérance de X. On a

Xi+...+X,
n

Ver,ea >0, P —m ¢&]—e1,9]) < exp(—nA*(m—ey))+exp(—nA*(m+es)),

ou N* est la transformée de Legendre de X .
Preuve : 1l suffit de remarquer :

Xi+...+ X,
n

]p( —m§—81) = [P(X1++Xn§n(m—€1))
< exp(—A"(n(m —e1)))
= exp(—nA*(m —&1)).
]

Application : On montre par le calcul que si X ~ Ber(p), alors A*(p + &) > 2¢? et
A*(p —e) > 2¢? (cf. Inégalité de Hoeffding). On obtient l'intervalle de confiance de

niveau o pour p (1 = g9 = ,/% log (%)) :

A noter, que I'on obtient les mémes minorations de la transformée de Legendre en utilisant
p(1 —p) <0.25 et un développement limité de A* quand ¢ — 0.

5.4.5 Grandes déviations

Si Xq,...,X, est un échantillon de v.a.r. i.i.d. centrées, les lois des grands nombres
nous enseignent que la probabilité de 1'événement |X; + ... + X,,| > na tend vers 0
si a > 0. C’est un "événement rare”. Nous allons donner un théoreme qui évalue la
probabilité de tels événements pour des échantillons non spécifiquement gaussiens. C’est
I'objet du théoreme des grandes déviations suivant :

Théoréme 5.6. (Grandes déviations)
Soit Xq,..., X, un échantillon de variables aléatoires réelles suivant la méme loi qu’une
variable aléatoire X centrée non constante presque surement et telle que

E(exp(0|X]|)) < o0, V80 >0.
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Soit a > 0. Alors

1
lim —logP
Jn, o

n

ou N* est la transformée de Legendre de X. De maniere similaire, si a < 0,

1 Xi+...+X
lim —logIP’( Lt n§a>:—/\*(a).

n—-+4oo N n

Preuve : Soit a > 0 et t > 0.

IP’(Z X, >na) = /12?_1%2”@&1’}(3:1, ey Tp)
i=1

< /exp(t(z T —na))lyn gosnadPy (21, .., 7)
i=1
< exp(nA(t) — nat)
< exp(—nA*(a)).
La preuve de I'inégalité contraire est tres longue et utilise des outils sophistiqués. 0

Ce résultat est tres puissant quand on cherche a construire des régions de confiance pour
I'estimation de la moyenne d’un échantillon. Il donne l'intervalle de confiance asympto-
tique le plus précis... des que 'on sait calculer A*.

Remarque 5.3. Le théoréeme précédent montre que le comportement asymptotique est
caractéristique de la loi des X;. 1l faut noter que si a dépend de n et a = a(n) tend vers
0, le comportement ne retient que les deux premiers moments de la loi des X; comme

pour le théoréme central limite (théoréme des moyennes déviations, voir Genon-Catalot
et Picard).



Chapitre 6

Mesure de la performance d’un
estimateur

6.1 Introduction

On se donne (2, A, Py, 0 € ©) un modele statistique ou © est un ouvert de R et g(6)
une quantité a estimer a partir d’'une observation X de loi Py. Souvent, on dispose d'un
n-échantillon et dans ce cas, Py dépend de n. Il a été vu précédemment que les bonne
propriétés d’'un estimateur sont les suivantes :

— étre sans biais (ou asymptotiquement sans biais),

— la consistance (forte ou faible),

— la normalité asymptotique.

Il n’est pas rare de trouver plusieurs estimateurs qui possedent une voire toutes ces pro-
priétés. Lequel alors choisir ? Fisher affirmait que la classe des estimateurs “intéressants”
sont ceux qui possedent au moins toutes ces propriétés. Il conjecturait également que le
maximum de vraisemblance fait partie de cette classe et que c’est pour cet estimateur que
la variance de la loi limite est minimale. Dans la suite, avant de considérer la conjecture
de Fisher, on va introduire la notion de risque pour mesurer de maniere naturelle la per-
formance d'un estimateur. En utilisant cette notion, on pourra alors étudier 'optimalité
de méthodes d’estimation.

6.2 Risque d’un estimateur

Définition 6.1. Pour chaque estimateur T(X) de g(0) € R le risque associé est la
fonction

R(T,): 6 — R,
0 — Eo(T(X) — g(0))”

La notion de risque peut étre étendue a des pertes différentes de la perte L,. Bien
entendu un estimateur est d’autant meilleur que son risque est le plus faible sur ©. En
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général, il n’existe pas d’estimateurs uniformément meilleurs sur ©.

Exemple 6.1. On considére :
- (X1,...,X,) est un échantillon de loi de Bernoulli de paramétre 6 € © =0, 1],

- g(0) =0.
1. SiTy=X, =5 R(T},0) = @.
2. SiTy = ‘S;f:b“, R(T>,0) = ﬁe(l —0)+ %fz?? :

3. Sl T3 = 90, R(Tg, 9) - (9 - 90)2.

Conclusion : il faut se donner d’autres criteres que le risque pur. Trois solutions parmi
d’autres :

1. Ne considérer que les estimateurs admissibles. Un estimateur 7" sera dit inadmis-
sible s’il existe T” tel que

VOeO, R(T' 0) < R(T,0),
36y € ©, R(T',0y) < R(T, ).

2. Choisir des estimateurs qui minimisent une fonction du risque.
Exemple : supycq R(T,6). On choisit un estimateur qui minimise cette quantité
(estimateur minimax).

3. Restreindre la classe des estimateurs. Classiquement, on se restreint a la classe des
estimateurs sans biais. Rappelons que le biais d’un estimateur intégrable T'(X) est
b(0) = EgT'(X) — g(0). 1l est dit sans biais si b(f) =0V 0 € O.
On va privilégier cette derniere solution dans la suite. Notons que cela permet d’éliminer
la classe des estimateurs constants des que g est non constant sur ©. Néanmoins, se
restreindre a la classe des estimateurs sans biais présente certains inconvénients. Tout
d’abord, si T est sans biais pour l'estimation de (), cette propriété n’est plus forcément
vérifiée pour l'estimation de h(g(f)) par h(T). Plus ennuyeux, cette classe peut étre tres
restreinte :

Exemple 6.2. On observe :
- S, suit une loi binomiale de paramétres n € N* et § € © =|0, 1],

- g(0) =0.
Lestimateur T(S,) = 52 convient et c’est le seul. En fait, si 7/(S,) est aussi un
estimateur sans biais, alors, en posant h =7 — 7", on a :
Son_o h(k)CrOR(1 —0)"F =0 Voeo
S o h(k)CER S CL(—1)16 =0 V0o
S Pomo 0" Xt t4wmm CnChp(=1)'h(k) =0 Voo
S 2t tpkem CnCrop(=1)'R(k) =0, ¥me{0,....n} V€O
& h=0.

La classe des estimateurs sans biais peut meéme étre vide :
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Exemple 6.3. On observe :
— S, suit une loi binomiale de paramétres n € N* et § € © =|0, 1],

- g(0) = V0.

La définition que I'on a adoptée du risque permet d’obtenir la décomposition biais-
variance : Pour tout estimateur 7'(X) et tout 6 € O,
R(T,0) = varg(T(X)) + (b(6))*
= varg(T(X))
si b(f) = 0.
Conclusion : Dans la suite, on va donc s’intéresser a la recherche d’estimateurs qui min-
imisent uniformément la variance parmi les estimateurs sans biais de g(#). De tels esti-

mateurs seront appelés UMV U (Uniform Minimum Variance Unbiased). On a le résultat
important suivant :

Théoréme 6.1. Si un estimateur UMVU de g(0) existe alors il est unique Py-p.s. pour
tout 6 € O.

Preuve : Soient 77 et T deux estimateurs UMVU. On pose U =T} —T5. Soit A € R
et 11 + AU, un estimateur sans biais de g(f). On aV 6 € ©,

Eo(Ty — 9(0))* < Eo(Ty + AU — g(0))*

et donc
2AEo(T1U) + NEo(U?) > 0.

Ceci est vrai pour tout A € R, donc

Voe @, E@(TlU) =0.

De méme
VOO, Ey(hhU)=0
et
VOO, Ey(T)—Ty)* =Ey(ThU) — Eo(ToU) = 0.
Donc

W 0 € @, T1 = T2 ]Pg—p.S.

6.3 Estimation optimale

Dans toute cette section, on supposera donnée I’observation X de loi Py. On s’intéresse
toujours a l'estimation de g(0), avec g dérivable sur ©. On suppose que Py admet une
densité par rapport a la mesure de Lebesgue sur R (ou la mesure de comptage sur Z) que
I'on note f(z,0). On suppose que § — %f(x, 0) existe et est continue sur © et on fait
I’hypothese suivante :
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Si U est une fonction telle que U(X) admet un moment d’ordre 2 par rapport a Py
pour tout # € O, alors

Vo eo, %/U(x)f(x,@)dx:/U( );Hf(:p 0)dx (6.1)

6.3.1 Information de Fisher

Définition 6.2. On définit l'information de Fisher comme

Voeo, I(0) =E, ((%logf(X 6)) .

Remarque 6.1. I(0) appartient a Uintervalle [0, +o0].

Proposition 6.1. Supposons que

E
V@e@ 969

glogf(X,@)‘ < 00

Alors 9
Ve, I(0)=uwvar (89 log f(X, 0))

Preuve : 1l suffit d’observer que

By log f(r,0) =

00 /
-]
/

log f(z,0) ) f(z,0)dx
f(x ) ! e)f(a:,ﬁ)da:

(3
(3
(Ga0)
/f(x,@)dx

06
0

Exemple 6 4. Supposons que l'on observe X ~ P (), 0 € ©. Alors, f(z,0) = exp(—0)%;

z!’

z €N, et %log f(x,0) =% — 1. On obtient alors
1

1(0) = -.

0=

Exemple 6.5. Supposons que l'on observe X = (Xy,...,X,) un n-échantillon de loi
N(0,0%), o connu.
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6.3.2 Borne de Cramer Rao

Le théoreme suivant est le résultat essentiel de cette section.

Théoréme 6.2. Soit T une fonction de telle sorte que T(X) est un estimateur sans biais
de g(0). Alors, si

Ve, Ey

0
%logf(X,G)’ < 00,

VO €O, wvary(T(X)) > g'(0)"

Preuve : Soit § € ©. Si Eg(T(X)?) = +o00, il n’y a rien & montrer. Supposons donc
que Ey(T'(X)?) < +o0. Utilisant I'hypothese (6.1), on a :

§0) = [T 0)ds
_ / T(z) <%log f(:c,@)) f(x,6)da.

En utilisant la Proposition 6.1,

910) = B (5 108.105.0) - B (35 108.1(05.0)) ) (T(X) ~ BT ().

et par I'inégalité de Cauchy-Schwarz,

19'(0)] < \/varg <%log f(X, 9)) x y/varyg(T(X)).

On conclut en appliquant la proposition précédente. O

Le membre de droite de I'inégalité obtenue dans le théoreme précédent est appelé borne
de Cramer Rao. Cette borne donne une minoration de la variance de T'(X) et donc du
risque de T'(X). Un estimateur 7'(X) qui vérifie

VOeEO, var(T(X)) = (g'(0))"

est donc un estimateur UMVU. Prolongeons le résultat du Théoreme 6.2 :

Proposition 6.2. Supposons que l’on observe l’échantillon X = (Xy,...,X,). Alors, si
I,(0) est linformation de Fisher de X1, on a sous les hypothéses du Théoréme 6.2,

Vo €O, I0)=nl(0)

et

AV

—

Q
=
>
SN—
SN—
[N}

Vo eO, wvar(T(X))
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Preuve : Evidente. O

Reprenons les Exemples 6.4 et 6.5. L’observation d'un n-échantillon X = (X,...,X,)
permet la construction de Iestimateur du maximum de vraisemblance X, (que ce soit
pour le modele de la loi de Poisson ou le modele de la loi normale) qui est donc un
estimateur UMVU. Est-ce un hasard ? La section suivante va nous montrer que non.

6.3.3 Modeles exponentiels
Introduisons les modeles exponentiels a travers le résultat suivant.
Théoréme 6.3. On suppose que l’hypothése (6.1) est vérifiée et que
VOeO, Op={x: f(x,0) >0}

ne dépende pas de 0. Alors si T(X) est un estimateur non trivial sans biais de g(0) et que
la minoration du Théoréme 6.2 est atteinte ¥V 0 € O, le modéle statistique est un modele
exponentiel associé a T', c’est-a-dire qu’il existe des fonctions h, a et b telles que

Voeo,Vr, f(x,0)=h(x)exp(a(@)T(z)—>bb)).

Preuve : Si la minoration du Théoreme 6.2 est atteinte V 6 € O, alors il existe deux
fonctions a* et b* telles que V 0 € O,

9 N 5
Ap = {:p : @logf(x,e) =a"(0)T(x)—b (0)}

vérifie Py(Ap) = 1. On a donc

/1A3009f(x7 Q)dx = 0.
Comme f(x,0) > 0Vaz € Oy, si u est la mesure de Lebesgue sur R ou de comptage sur Z,
(A5 N Og) = 0.
Comme Oy ne dépend pas de 0,

v o S @, ]P)g/(Ag) = /1A§moef<l’,9/)dl’ =0.

Donc Py (Ay) =1V 0 € O,V 0 € O. En considérant (6,,),en une suite dense de O, avec
A* = mnENAGnu

on a Py(A*) =1V 0 € O. Soient x; et xo dans A* tels que T'(z1) # T(xq) (possible),
on montre que a* et b* sont combinaisons linéaires de % log f(x1,.) et % log f(x9,.) donc
sont continues sur O et

A" = Ngeo Ay

vérifie Pp(A™) =1V ¢ € ©. On conclut en intégrant. O

Donnons des exemples de modeles exponentiels.
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Exemple 6.6. La loi de Poisson de parameétre 0 > 0 :

0r 1
VeeN, f(z,0)= exp(—@)g = exp(zlog — 0).

Exemple 6.7. La loi binomiale de paramétres n € N* et 6 €]0, 1] :
7
Veel{0,....,n}, f(z,0)=Cro%(1—0)"""=C; exp <:c log <ﬂ) + nlog(1l — 9)) :

Exemple 6.8. La loi normale de moyenne 6 € R et de variance o* connue.

1 (x —0)? 1 x? 0 0*
R - - _ _ w_o o
VeeR, f(z,0) N exp ( 572 ) N exp ( 552 ) P | 5~ 503

Exemple 6.9. La loi normale de moyenne pu connue et de variance 8 > 0.

VeeR, f(z6)= \/%\/5 exp (—(x ;9“)2) _ \/lz_ﬁexp (-%(x _2“)2 _ %10g(«9)) |

Les modeles exponentiels fournissent naturellement des estimateurs UMVU :

Théoreme 6.4. Supposons que l'observation X ait une loi Py associé au modéle expo-
nentiel suivant :

VOOV, f(z,0)=~h(z)expla(®)T(z)— b)),

avec
- T(X) admet un moment d’ordre 2 par rapport a Py, V 0 € ©,
— a et b 2 fois dérivables sur © tel que a’ est non nul sur ©.

Alors Uestimateur T'(X) est un estimateur UMVU de g(0) = Z:(((;))

Preuve : On prouve tout d’abord que I'hypothese (6.1) est vérifiée. Soit U une fonction
telle que U(X) admet un moment d’ordre 2 par rapport a Py pour tout # € ©. Soit § € ©
et V un voisinage de 6 inclus dans K un compact de ©.

U (w)%f(%@) = U@)h(z)(d' ()T (x) — /' (6)) exp(a(0)T'(x) — b(0))

Mais il existe 6, et 0* dans K tels que V0 € V, a(0) € [a(0.),a(0*)] et VO €V, YV

h(x) exp(a(0)T(z) — b(0)) < h(x)exp(a(6.)T(z) —b(6)) + h(z) exp(a(0")T'(x) — b(0))
f(0.; ) exp(b(0.) — b(0)) + f(07, ) exp(b(67) — b(0))

<
< M(f(0.,2) + f(6", 2)),

ou M est une constante. Donc,

U0 3 (0.0)] < M (UET @] + UG (0.02) + 56.),
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ot M" est une constante. Donc, comme U(X) et T'(X) admettent un moment d’odre 2
par rapport Py, et Pyp«, le membre de droite est intégrable, le théoreme de dérivation sous
le signe | s’applique et on a :

5 [ V@)@ 0)ds = [U) L p(e. 0y

L’hypothese (6.1) est vérifiée. On prouve que 7'(X) est sans biais en utilisant :

0= / %f(x, 0)dx = a'(0)Ee(T(X)) — b'(0).
On conclut la preuve en utilisant la Proposition 6.1 qui établit que
1(0) = a'(0)*varg(T(X))
et I'égalité suivante :

(' ()T () = V'(O)T (2)) f (w, ) dx

a' (0)Ee(T*(X)) = b'(0)Ee(T(X))
= d'(0)varg(T(X)).

g0 =

“‘*~s

OJ

Le rultat précédent s’applique sans difficulté aux Exemples 6.6, 6.7, 6.8 et 6.9. Dans
des modeles plus compliqués que ceux étudiés précédemment, la borne de Cramer Rao est
rarement atteinte par les estimateurs usuels pour l'estimation de g(6) = 6. Néanmoins,
considérer le cadre asymptotique associé a la convergence en loi permet de surmonter ce
probleme :

Théoreme 6.5. Supposons que l'observation X ait une loi Py associé au modele expo-
nentiel suivant :

VOeOVa, [f(z,0)=nh(z)expla(d)T(z)—b#)),

avec
— T(X) admet un moment d’ordre 2 par rapport a Py, ¥ 0 € O,

— a et b 2 fois dérivables sur © tel que a' est non nul sur © et tel que C'(6) = Zﬁgg% 504t

C! sur © de dérivée jamais nulle.
Si (Xq,...,X,) est un échantillon de méme loi que X, si on cherche a estimer g(0) = 0
et si 0, Uestimateur du mazimum de vraisemblance construit a partir de cet échantillon
existe, alors il vérifie :

Vb, — ) "= N(0,1/1(8)) en loi.
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Preuve : La log-vraisemblance associée au modele est :

n

Ly, (0) = ) _llog h(X,) + a(0)T(X;) — b(6)].

i=1
Les hypotheses permettent d’affirmer que C'~! existe et d’écrire que
6, = (T,).

ouT,=13" T(X;). Ona

(T, — C(0)) "=5° N (0, varg(T(X)))) en loi.

Par le Théoreme 1.1,

Vb, —0) "= N <O, %7;(;()) en loi.

La preuve du théoreme précédent montre que

vargT'(X) 1
c'(0)2 1(0)

O

Ce résultat est satisfaisant car si on est dans un cadre ou la convergence en loi implique la
convergence pour la norme Lo, et si 6, est sans biais, alors il est aussi asymptotiquement

UMVU.

6.4 Conclusion

Dans les sections précédentes, on a fourni des réponses (qui restent partielles) a la
conjecture de Fisher. Dans un cadre asymptotique, pour estimer g(#), la meilleure limite
possible en terme de distribution semble étre la loi N'(0,¢'(6)%/1()). Mais la situation
est plus compliquée en général et la notion d’optimalité reste, dans une large mesure, une
question de gout. Il faut noter en particulier que les résultats précédents ont nécessité
beaucoup d’hypotheses de régularité. En considérant des estimateurs peu réguliers (esti-
mateurs par seuillage ou par contraction), on peut s’affranchir de la contrainte donnée
par la borne de Cramer-Rao (estimation “super-efficace”).
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Chapitre 7

Calcul d’intégrales par méthodes de
Monte Carlo

7.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous nous intéressons en toute généralité au calcul numérique d’intégrales.
Cette problématique sera envisagée d’un point de vue probabiliste et traitée en utilisant les
méthodes de Monte Carlo. Nous illustrerons notre propos a ’aide des exemples suivants.

Exemple 7.1. L’expérience de Buffon (1777) pour calculer 7.

Le lancer aléatoire et répété d'une aiguille de longueur [ sur un plan strié de droites
paralleles distantes les unes des autres de la longueur d > [. Si on note A I’événement
“L’aiguille coupe une des droites du plan”, on a

1 (™2 lcos(x) 21
R e

Un calcul approché de E(14) fournit donc un calcul (ou plutdt une estimation) de .
Noter que ce ne sont pas des méthodes probabilistes qui donnent les meilleurs algorithmes
pour calculer 7. Ce sont des raisons historiques qui font que la méthode de Buffon est
fréquemment citée.

Exemple 7.2. Alternatives pour calculer 7.

Le calcul approché de m peut aussi s’effectuer en exploitant que les 3 intégrales suiv-
antes ont chacune pour valeur .

1 9 1
I = —dx, I,= 4v1 — 2%dx, I ://1362 2c1dxdy.
1 /0 m 2 /0 3 +y2<1 Y

Exemple 7.3. Niveau réel d’un intervalle de confiance.
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En utilisant le TCL ou les inégalités de Markov, de Bienaymé-Tchebychev, de Ho-
effding ou de grandes déviations, on peut obtenir des intervalles de confiance de niveau
a, mais on a rarement la valeur du niveau réel (on sait juste par construction que la
probabilité d’étre dans l'intervalle de confiance est supérieure a 1 — «). Pour obtenir le
niveau réel, comme précédemment, on est donc ramené au calcul d'une intégrale de la
forme E(14).

Exemple 7.4. Un probleme de finance.

On fait 'hypothese qu’a un instant 7' (déterminé a l’avance), le prix d’une action est
distribué comme exp(frX) ou B est une constante et X ~ AN(0,1) (modélisation de
Black et Scholes). Un acheteur a la possibilité d’acheter a linstant ¢ = T 'action au
prix K fixé a l'instant ¢ = 0 (option d’achat ou call). Le bénéfice qu’il peut espérer en
revendant immédiatement ’action est donc

I =E((exp(frX) — K)4),

quantité non calculable explicitement mais que l'on peut estimer. Cette quantité est ap-
pelée le prix du call. De la méme maniere, on définit 'option de vente (put) et le prix
associé est

I =E((K —exp(6rX))4).

Dans ces quatre exemples, nous avons donc a calculer numériquement une intégrale I
qui s’écrit sous la forme I = E(f(X)) ou f est explicite et X un vecteur aléatoire de
R?. 11 faut noter que toute intégrale peut s’écrire sous la forme d'une espérance d’un
vecteur aléatoire. Dans la section suivante, nous décrivons la méthode de Monte Carlo
pour calculer I et nous la comparons numériquement aux algorithmes déterministes. Nous
utilisons sans les rappeler les méthodes de simulation de variables aléatoires (cf le cours
de Sophie Lemaire).

7.2 Description et performance de la méthode de Monte
Carlo

On cherche dans cette section a estimer I = E(f(X)) ou X est un vecteur aléatoire
de R?. La méthode de Monte Carlo pour calculer I repose sur la loi forte des grands
nombres :

Théoréme 7.1. Soit X1, ..., X, unn-échantillon de méme loi que X. SiE(|f(X)|) < oo,
alors

1 = n—-0oo
ﬁZﬂXZ) masel W
i=1
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Pour calculer I, on simule donc X4,...,X,, n variables de méme loi que X et on
approche I par
Z Xi).

La variance de I'erreur d’approximation de I, est

on = var(l, — I) = %Var( £(X)).

22
=~
:IH

On peut aussi mesurer la qualité de cette approximation en utilisant le résultat suivant
qui découle directement du TCL :

Théoréme 7.2. Soit X1,. .., X,, un n-échantillon de méme loi que X. SiE(f*(X)) < oo,
alors pour tous a < b,

— — ) — exp | —— | —,
f = = Vn . P\T2) Vs
avec 0 = var(f(X)). En particulier,

z 1 n—-+0oo
P(|i, 1< 960\ noiee e
Vn

La précision de la méthode de Monte Carlo est donc au premier ordre en O(n~'/2),
ceci pour tout d et sous des hypotheses tres faibles sur f(X). Il est a noter qu’aucune
hypothese de régularité n’a été nécessaire. A titre de comparaison, la méthode des Trapezes
nécessite n¢ mailles pour obtenir une précision en O(n=2) et la méthode de Simpson
nécessite n? mailles pour obtenir une précision en O(n~*). Par ailleurs, ces deux méthodes
déterministes ne sont applicables que sous de fortes hypotheses de régularité. Pour une
précision ¢ fixée, aux constantes pres, la complexité de ces méthodes est donc :

MMC | Trapezes | Simpson

572 Eid 2 gfd 4

Conclusion : La méthode de Monte Carlo est préférable quand la dimension est grande
ou quand on n’a pas d’hypotheses de régularité.

Pour connaitre précisément la précision (désolé!) de la méthode de Monte Carlo, il est
nécessaire de connalitre o, ce qui est souvent au moins aussi difficile que de connaitre 1.
Néanmoins, le lemme de Slutsky montre que le théoreme précédent reste vrai en rem-
placant ¢ par un estimateur consistant de cette quantité (par exemple en remplacant o

par s, = ((n— 1)~ 0L, (X — X,)%)Y2).

Enfin, il est important de noter que la méthode de Monte Carlo sera d’autant meilleure
que la variance o2 est petite. Au passage, notons que la précision n’est pas controlable
pour le calcul de I; dans le cas de I’Exemple 7.2. Dans la section suivante, on va donc
s’attacher a décrire quelques méthodes pour réduire la variance.
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7.3 Méthodes de réduction de la variance

On cherche toujours dans cette section a estimer I = E(f(X)) ou X est un vecteur
aléatoire de R?. On va s’attacher & chercher des estimateurs basés sur la méthode de
Monte Carlo construits a partir de n tirages indépendants de telle sorte que la variance de
I’erreur d’approximation de chaque estimateur soit minimale. Remarquons que diminuer
la variance ne signifie pas nécessairement obtenir un meilleur algorithme pour calculer 1.
C’est le nombre d’opérations élémentaires a effectuer pour atteindre une précision donnée
qui compte.

7.3.1 Variable de controle

On veut estimer I = E(f(X)) et on suppose qu’il existe g telle que E(g(X)) est connue.
L’idée est donc de poser

Y = f(X) +a(9(X)) - E(9(X))),
ou a est une constante. On a E(Y) = I et
var(Y) = var(f(X)) + a*var(g(X)) + 2acov(f(X), g(X)).

Donc

_ 2e0v(f(X >7§<X D | = var(v) < var(s(x)

var(g(X))

et var(Y') sera minimale pour

cov(f(X), g(X))
var(g(X))

a=ayfqg =

Dans I'idéal, on choisit donc a = ay, a condition que ay 4 soit connue, ce qui est rarement
le cas. Néanmoins, il est souvent possible de prendre a connue avec

_ 2cov(f(X), 9(X))
var(g(X))

,0

et d’appliquer la méthode de Monte Carlo a Y. Reprenons I’Exemple 7.4 en considérant
le prix du call et du put :

E ((exp(BrX) — K);) —E((K —exp(rX))+) = E (exp(6rX) — K) = exp (7T) K

Il suffit d’estimer le prix d’une des options (call ou put) pour en déduire le prix de I'autre.
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7.3.2 Variables corrélées négativement

Commencons par démontrer le résultat suivant :

Proposition 7.1. Soit X un vecteur aléatoire de R%. Si f et g sont 2 fonctions a valeurs
dans R croissantes en chacun de leurs arguments, on a :

cou f(X), (X)) > 0.
Preuve : Traitons le cas d = 1. On utilise que

V(z,y) €eR?  (f(x) — f(y)(g(z) —g(y)) > 0.

Donc
E((f(X) = f(Y))(g(X) —g(Y))) = 0.

Avec X ~ Y et X et Y indépendantes, on conclut pour le cas d = 1. Le cas d > 1
s’obtient par récurrence et en conditionnant. Si X = (Xj,..., X,) on a par hypothese de
récurrence au rang d — 1 :

E(f(X)g(X)[Xa) > E(f(X)|Xa)E(g(X)|Xa),
on applique le cas d = 1 pour minorer I’espérance du terme de droite. O

A présent, supposons que l'on veuille calculer I = E(f(X)) de telle sorte qu’il existe
h : R — R< une fonction décroissante en chacun de ses arguments telle que h(X) ~ X.
Alors, on pose

Y = J((X) + (X))

On a:
1

E(Y) = E(f(X)), var(Y) = g(var(f(X)) + cov(f(X), f(h(X))).

Donc si f est une fonction monotone en chacun de ses arguments,
cov(f(X), F(h(X)) < 0.

Conclusion : Sous les hypotheses précédentes de monotonie portant sur f et h, 'appli-
cation de la méthode de Monte Carlo sur un n-échantillon de méme loi que celle de Y sera
préférable a ’application de la méthode de Monte Carlo sur un 2n-échantillon de méme
loi que celle de f(X). Cette méthode s’applique facilement aux Exemples 7.2 et 7.4.
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7.3.3 Echantillonnage préférentiel

On cherche toujours a calculer I = E(f(X)) et on suppose que X admet g pour densité
par rapport a la mesure de Lebesgue. On a avec g densité strictement positive :

/ f(z)g(z)dx

SR

(x
_ ( fY) g(Y))
9(Y)
ou Y a pour densité g. On peut donc appliquer la méthode de Monte Carlo sur un n-

échantillon de méme loi que celle de Z = %
choisie de telle sorte que

CQI

A

. Cela n’aura un intérét que si g est

var(Z) = / Md (B

g(x)
soit inférieure a var(f(X)). On vérifie que le choix idéal est
f(x)g(x)
E(f(X))

pour lequel var(Z) = 0. Ce choix est bien entendu impossible car il nécessite la connais-
sance de E(f(X)). Néanmoins, il donne des idées.

g(x) =

- Reprenons I'Exemple 7.2 avec I5. Un choix naturel est de prendre §(z) = g (1 — 12—2) Leefo,1)-

- Considérons le put de I'Exemple 7.4 avec K = 1. En observant que ¢ — 1 =~ x au
voisinage de 0, on écrit :

+oo e—mQ/Z
B —exp(3rX)) = [ (1=, s

L[y, e
= /_OO Gl Br|z| NGz d
- F ((1 —exp(BrVY))s + (1 — exp(—ﬁT\/?))+>

V2rVY

ouY ~ &(1/2).
La mise en oeuvre de cette approche montre une amélioration sensible de la précision du
calcul pour ces deux exemples.

7.3.4 Conditionnement

Commencons par démontrer le résultat suivant :
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Proposition 7.2. Pour tous vecteurs aléatoires U et V' de carré intégrable, en notant
Z =EU|V), on a :
var(U) = E(U — Z)? + var(Z).

Preuve : immédiate en calculant E(U — Z)2. O

Le conditionnement permet donc de diminuer la variance quand on sait simuler la loi

de E(f(X)|Y), avec Y donné.

7.3.5 Stratification

On cherche toujours a estimer a l'aide de n tirages I = E(f(X)) ou X est un vecteur
aléatoire de R? de densité g par rapport & la mesure de Lebesgue. On se donne une
partition (D;, 1 <i < m) de R? ot m € N*. On décompose alors I de la facon suivante :

m m

I=3 E(lxen f(X)) =) E(f(X)|X € Dip,

i=1 i=1

oup; = P(X € D). Lorsque l'on connait les nombres p;, on peut utiliser une méthode
de Monte Carlo pour estimer les intégrales I; = E(f(X)|X € D;). On obtient ainsi m
estimateurs I; obtenus chacun avec n; tirages indépendants tels que Y " n; = n. La
variance de 'erreur d’approximation de chaque estimateur est donnée par

vie{l,. . .m}, ~o?= Tvar(f(X)|X € Dy).

n; " n;

L’estimateur de I est

de variance
2
s

m

~ § : 2

'Un — pl .
° n;
=1

Il reste alors a choisir les n; de maniere & minimiser 7, (on ne s’intéressera pas au choix
de la partition). Le calcul montre que I'on doit choisir

np;o;
m
Zi:1 Pio;

2
N R
Up = n (;M%) .

n;, =

et on obtient ainsi
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On a alors :
o= o (BUP0) = B
- ﬁ;piw%xmm—<ﬁjpiE<f<X>|XeDi>>2
= % ipia§+§pzlf—(ipi1¢)2>
> % f;pﬂ?>

Ceci prouve que par stratification, on peut obtenir un estimateur de variance moindre. Le
probleme est qu’il faut connaitre les p; et les o; que ’on peut estimer en premiere approche.
Néanmoins il existe une stratégie plus souple qui consiste a choisir V i € {1,...,m},
n; = np;. On obtient alors un estimateur de variance

% <izlpi<7i2> .

Pour illustrer simplement cette méthode, considérons le cas du call dans ’Exemple 7.4.
On considere naturellement m = 2, et la partition telle que D; = {z > log(K)/fr} et
Dy = {x <log(K)/Br}. Dans ce cas la, 0o = 0 et on affecte les n points dans ;.
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