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Chapitre 4

Théorie variationnelle

- .-

4.1 Introduction

Comme nous l'avons vu au Chapitre précédent les équations que nous considérons ici
peuvent se mettre sous la forme variationnelle

dF(u)=0 |, : (4.1)

ot F est une fonctionnelle définie sur un espace de fonctions adéquat. Autrement, dit les
solutions sont les points critiques de F.

Comme il a été vu dans le couis cle J P. Bourguignon, 1’étude des points critiques

d’une fonctionnelle, peut fournir des informations intéressantes, méme en dimension finie

de nature topologique par exemple, lorsqu’on regarde des fonctionnelles sur des variétés).
JUe | » 1

Le point de vue qui est privilégié ici est celui des valeurs critiques.
Définition 1. On appelle valeur critique, de la fonctionnelle F, de classe C! définie sur

E, un nombre g € R, tel qu'il existe u € E, tel que
Fluy=0 ,dF(u)=0

Bien entendu, si on est capable de déterminer une valeur critique, on aura, ipso facto
prouvé I’existence d’un point critique, et si on est capable de trouver k valeurs critiques
distinctes, on aura k points critiques distincts (au moins).

Remarque: Il existe un point de vue sensiblement différent sur la théorie variationnelle,
c’est celui du complexe de Thom-Smale (voir cours de F. Laudenbach). Ce point de vue a
permis de résoudre récemment des problémes diffici ies en géométrie symp]ecthue grace
notamment aux travaux de A. Floers.
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Afin de trouver des, valeurs critiques, on considére les ensembles de niveau de F dé-

terminés par
Fe={ueE ,F(u)<a}

L’idée de la théorie de Morse est la suivante »

Pour a < b, on compare Jes ensembles de niveau F'et F (F* C F*). Si F* et F* n'ont
pas la méme "topologie ", et si F satisfait certaines propriétés de compacité, on montre
alors qu’il existe une valeur critique ¢ € [q, b].

Bien entendu, 1’énoncé précédent est trés vague. Il faut en effet préciser ce que I'on
entend par méme " topologie": nous donnerons des définitions plus précises lorsque nous
parlerons du Lemme de Déformation qui est ’outil essentiel de cette démarche. Commen-
cons par 'illustrer sur un dessin.

Exemple 1. F : [0,1] = R.

Figure 1

On vérifie sur ce dessin que

Fet  est composé de2intervalles connexes disjoints
F2 . est composé de 3intervalles connexes disjoints
Fe  est composé de 2intervalles connexes disjoints
F*1  est composé de 3 composantes connexes

Fee  est composé de 2 composantes connexes

F*  est vide pour bgrand.

On peut imaginer que pour des sous-ensembles " raisonnables"” de [0,1] le nombre de com-
posantes connexes est le méme pour des ensembles qui ont la " méme " topologie. On doit
donc trouver 1 valeur critique dans (@1, @p], une autre dans [az, ay], une autre dans [as, ay),
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une autre entre a4 et as, et finalement une dans [as,+co[: en tout 5 valeurs critiques
pour F. C'est bien ce que ’on vérifie sur le dessin.

Exemple 2. F : R?— R

. Dessin du graphe de F
(Z! Le graphe de F vit dans E X R Les ensembles de niveau dans E'! )

dessinons les ensembles de niveau.

BN ////////
/////// //////

//%

11 est clair, sur cet exemple que les trois ensembles sont connexes et nous ne pouvons
utiliser la caractérisation précédente: en revanche, nous voyons apparaitre une autre
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caractéristique importante: le nombre de trous, qui doit &tre le méme pour des ensembles
de topologie équivalente. Ainsi :

F* al trous
- F°2 a2 trous
F% al trou
F®  est vide pour bgrand.

On doit donc s’attendre i trouver une valeur critique entre a; et ay une autre entre a, et
ag, enfin une derniére au-dessus de az. C'est ce que 1’on constate sur le dessin: on voit
qu’il y a deux maxima, et un col.

4.2 Un peu de topologie

a) Homotopie.
Introduisons un minimum de vocabulaire pour préciser la notion de " topologies équi-
valentes" et aussi pour avoir des critéres simples permettant de déceler des topologies

dissemblables (pour des exemples élémentaires).

Considérons deux espaces topologiques (au sens du Chapitre I, c’est-a -dire muni d’une

famille d’ouverts) X et Y, et ’ensemble C°(X, ") des applications continues de X vers Y.

Définition 2. Soit f; et f; deux applications continues de X vers Y. On dit que f; est
"homotope" 4 f; si et seulement si il existe une application continue F' de X x [0, 1] vers
Y telle que

F(2,0) = fi(a) VeeX

F(z,1) =filz) VzeX

F est donc un chemin continu de C°(X, Y) d’applications de S1 vers fo. On dit que F est

une " déformation " de f;.

Propriétés de ’homotopie. Il est facile de voir que la relation " &tre homotope a" est
une relation d’équivalence. On dira donc (en raison de la symétrie) que fi ét f2 sont ho-
motopes. On appelle classes d’homotopie les classes d’équivalence pour la relation " é&tre
homotope & ".

Exemple 1: Si Y est un espace vectoriel, toute application est homotope & ’application
nulle. Il suffit de prendre

Fla,t)=1tf(z) VzeX
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Exemple 2. X =Y = §' = {z € C,|2] = 1}. Alors I'application jdentité de S! n'est pas
homotope & une application constante (voir aussi Chap.VI, Appendice).

Lorsque X et Y sont des variétés compactes de dimension finie, on montre que foute
a.ppfica,tion continue est homotope & une application C°. [on commence par plonger Y
dans un espace euclidien E de dimension finie: ensuite & I’aide des théorémes de Jocalisa-
tion et de régularisation on approche uniformément, une application f donnée de X vers
Y, par des applications f, de C* (X ; E); on peut ensuite reprojeter ces applications sur
Y]. On montre de mémesi fi et fz sont de classe C!, on peut choisir la déformation F
de classe C1, (voir Appendice Chap. VI).

Exercice 1: En utilisant la remarque précédente montrer que pour m > k, toute appli-
cation continue de S¥ vers S™ est homotope & une application constante.

b) Type d’homotopie.

Nous avons vu que la relation " étre homotope 4" est une relation dont les éléments
sont des applications entre espaces topologiques. L'équivalence homotopique (le "type
d’homotopie ") s’applique aux espaces eux-mémes.

Définition 3. Soit X et Y deux espaces topologiques. On dit que X et Y ont le méme
type d’homotopie, s'il existe une application f continue de X vers Y, et une application

g continue de Y vers X, tels que

go f est homofépe aldy
f o g est homotope & Idy

En d’autre termes, cette notion couvre (& peu prés) la notion de " méme topologie" que
nous avions employée dans l'introduction. Donnons quelques exemples.

Exemple 1. Tout espace vectoriel normé a le méme type d’homotopie qu’un singleton.
Soit F un tel espace. On définit

f:E-{0} ,par f(x)={0}
g: {0} = E , par g(0)=0

On a donc
fogla)=0 VaekE

el

e

go f(0) = 0= Id(0)




&

64 CHAPITRE 4. THEORIE VARIATIONNELLE

La propriété vient donc du fait que Idg est homotope 4 ’application nulle.

De maniére plus générale si X est un ensemble convexe de E (espace vectoriel), X a
le type d’homotopie d’un singleton. C’est bien entendu le type d’homotopie le plus simple.

Définition 4. On dit d'un espace X qu'il es t contractible si il a le type d’homotdpie
d’un singleton, c’est-3-dire si I'application identité de X est homotope & une application
constante.

Il résulte de I'exemple 2 de la section 1 que S! n’est pas contractible.

Remarquons que si ¥ est un espace contractible alors pour tout espace X, toute ap-
plication de X vers Y est homotope & une application constante, et il n'y a donc qu'une
seule classe d’homotopie dans CO(X, Y).

Exemple 2: Soit X un espace topologique et E un espace vectoriel normé. Alors X x E
ale type d’homotopie de X. Prendre

JiXXE-+X (z,09)=z Y(a,v)eXxE
g: X 2XxE a-(x,0) VeeFE

Exercice 2. On considére Panneau € = .DQ\I-D2 ( ) Montrer que C a le type d’homotopie

de 5. Montrer de méme que R\ D? a le type d’homotopie de S?, ou encore que R?\{0}
a le type d’homotopie de S1,

C) Invariants.

On parle d’invariants homotopiques pour des propriétés qui sont conservées lorsque
deux espaces ont le méme type d’homotopie. Par exemple le nombre de composantes
connexes est un tel invariant, c'est-a-dire que deux espaces topologiques qui ont le méme
type d’homotopie ont le méme nombre de composantes connexes. de méme si X et Y
ont le méme type d’homotopie, ¥Z (esp. topologique) C%Z,X) et C%(Z,Y) ont le méme
nombre de classe d’homotopie... Les invariants homotoplques sont bien entendu i impor-
tants pour déceler si deux espaces topologiques ont des types différents.

d) Rétractions.

Dans cette partie, on suppose A C X, et que A4 est muni de la topologie induite par
celle de X.

Définition 5. On dit que X se rétracte, par déformation sur A s'il existe une application
1 , par dél pp
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continue F' : X x [0,1] = X telle que

F(z,0)=z VzelX, (4.2)
F(z,1)e A VzeX , _ (4.3)
 F(z,t)=z VzeAVte[]] . (4.4)

Remarque: Dans la littérature, la définition que nous avons adoptée, est appelée dé-
formation par rétraction forte. Il existe en effet une notion faible de déformation par
rétraction (voir Spanier p.30).

Proposition 1: Si X se rétracte par déformation sur ‘A, alors X et A ont le méme type
d’homotopie.

Preuve: Considérons les applications

et A=F(1):X—=2A , z— F(z,1) , VzeX
i: A= X, z =2 , Vz € A

On a donc

fiot = Idy

et  iofi(z)=F(z,1) , VzeX
Tl résulte donc de la définition que io f; est homotope & [ dy ce qui prouve la proposition.

La notion de rétraction par déformation est celle qui va apparaitre naturellement
lorsque nous parlerons du Lemme de déformation.

Exemple 3. R™1\{0} se rétracte par déformation sur 5™ (sphére de dimension 7).

- Prendre

Flot) = (1 — 1)z + ﬁ va e R™\{0},t€ (0,1]

4.3 Problémes de Compacité

Nous avons indiqué dans l'introduction qu’une différence de topologie entre les ensembles
de niveau signifiait la présence de points critiques. En fait une telle conclusion est valide,
uniquement si on fait des hypothéses suffisantes de compacité. Considérons & cet effet
I’exemple suivant:
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—— s r—————— e P
—d] +
Considérons E = R, et la fonction f définie par
flty=e"
Ona f'(t) = —e~t, et donc f n’a pas de point critique. Si dl < 0, alors f* =, alors que

pour az > 0, on a f% =] — log az, +0o[, donc a'le type d’homotopie d’un point. On voit
donc que f°! et f°2 n’ont pas le méme type d’homotopie.

Que s’est-il passé? En fait, on constate que

fim)—=0 m— +oo, (4.5)

et donc tout se comporte comme si le point critique qui devrait &tre induit par la diftérence
de topologie était "rejeté & l'infini". De maniére plus générale, on peut considérer des
suites de points qui se comportent de fagon similaire & {5). On introduit donc la définition
suivante:

Définition 6. (suites de Palais-Smale). Soit F tune fonctionnelle de classe C! sur un-

espace de Banach. On dit qu’une suite (tun)nen est une suite de Palais-Smale pour la
fonctionnelle F si '

|F(u)| < C ,¥neN oa CeR? (4.6)

ldF(un)||z» = 0 lorsque n — +oo (4.7)

[La notion de suite de Palais-Smale est, bien entendu, toujours relative & une fonction-
nelle].

e — A — b e i A et © ey s A— "
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Les techniques du calcul des variations aboutissent bien souvent (comme dans ’exemple
que nous avons donné en début de ce paragraphe) non pas directement & P’existence de
points critiques mais plutét & lexistence de suite de Palais-Smale [on peut comparer
également avec les problemes de minimisation, oil on obtient des suites minimisantes ],
Afin de conclure & 'existence d’un vrai point critique, il faut une condition supplémen-
taire de compacité | de méme que pour trouver un vrai minimum pour un probléme de
minimisation on doit pouvoir en général extraire une sous-suite convergente d'une suite
minimisante]. Il est alors utile d’introduire la définition suivante:

Définition 7 {condition de Palais-Smale). On dit qu’une fonctionnelle F' définie sur un
espace de Banach E vérifie la condition de Palais-Smale si de toute suite de Palais-Smale
on peut extraire une sous-suite qui converge fortement dans F (la limite est alors un point

critique).

En d’autres termes, F' vérifie (P.S) (&criture abrégée pour: F vérifie la condition de
Palais-Smale) si ¥(tn)nen une suite de E, telle que

[Fua)l £ C
|dF(un)l =+ 0 dans E*

on peut extraire de u, une sous-suite qui converge fortement dans E.

Dans certaines situations (voir Chapitre VI), il est utile d’introduire la définition sui-
vante. ‘ :

‘Définition 8. (condition (P.S)g). Soit B € R. On dit que f vérifie la condition de Palais-
Smale au niveau 3, (et on écrit en abrégé F vérife (ou satisfait*) la condition (P.S.)s, si
pour toute suite u, telle que

F(u,) = 8
dF(u,) = 0 dans E7,

on peut extraire une sous-suite convergente dans E.

Remarque: Il se peut évidemment qu'une telle sous-unité u, n'existe pas auquel cas F
vérifie (P.S.)s, par convention. | ' '

Exemples:
* 8i F =0, F ne satisfait pas (P.S) sur E.
* sur R, f(t) = e™* ne vérifie pas la condition de Palais-Smale.

* §j Fest C' sur RY et si pour tout @ € R, [ est compact, alors I vérifie (P.S.).
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Une derniére définition nous sera utile.

Définition 9: On appelle valeur critique généralisée 8 de F (fonctionnelle C* sur E
Banach), un nombre 8 € R tel qu'il existe (ua)nen suite dans Ftelle que

- Flun) =4 _
" dF(u,) - 0 lorsque n — +oo.
Autrement dit dans la définition des valeurs critiques généralisée, on autorise celles qui
correspondent aux " points critiques & I'infini " (terminologie introduite par A. Bahri, que
nous préciserons ultérieurement).

Le lien entre cette définition et la condition de Palais-Smale est le suivant.

Proposition 2: Si F vérifie la condition de Palais-Smale, toute valeur critique généra-
lisée est une valeur critique.

11 est bien sir évident que I'inverse est vrai également, c’est-& -dire que (méme si F
ne vérifie pas P.S.) toute valeur critique est une valeur critique généralisée.

Nous somme maintenant en mesure de présenter un des outils fondamentaux de la
théorie variationnelle. '

4.4 Le Lemme de déformation

~ Théoréme 1 (lemme de déformation sans point critique). Soit F* une fonctionnelle de
classe C! sur un espace de Banach E. Soit ¢ < b. On suppose que F n’a pas de valeur

critique généralisée dans lintervalle [¢ — §,b-+ €, ol € > 0 (petit). 11 existe alors une

rétraction de F® sur F°, c’est-a -dire une fonction @ : F b x [0,1] ~+ F?, continue telle

que

¢(v,0)=v, Yve F*
$(v,1) € F*, Yve F®
v,t)=v, YveF® . L a

Ainsi F® se rétracte par déformation sur F%, s'il n’a pas par de valeur critique géné-
ralisée entre a et b, et donc F® et F ont le méme type d’homotopie. Dans la pratique, le
résultat précédent permet de trouver des valeurs critiques généralisées lorsqu’on arrive &
prouver, que deux ensembles de niveau ont des topologies différentes. Clest ainsi que 'on
prouve la plupart des résultats Min Max {voir paragraphe suivant).
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I%dée de la démonstration du théoréme 1, lorsque E=H est un espace de Hilbert, est
de "pousser" 'ensemble F b le long des lignes de flot associées au gradient de F (qui
représente, rappelons-le, la direction de plus forte de pente). En intégrant le champ de
gradient on arrive donc & déformer Fb sur F®, sauf si celui-ci a tendance & s'annuler:
cette éventualité sera exclue grice a 'hypothése I n’a pas de valeur critique généralisée
dans [a,b}. '

Afin de mettre en forme ces idées, nous allons commencer par traiter le cas o E=H
est un espace de Hilbert, et F est plus régulire. Le cas général sera entrevu plus tard:
nous introduirons en particulier la notion de " pseudo-gradient " (qui remplace le gradient
pour un Banach). : :

a) Déimonstration pour un espace de Hilbert, dans le cas o I est de classe C?
et {V2F| borné.

Dans le cas d'un Hilbert H, nous pouvons identifier H et H": le gradient de F', au
point u sera alors 'élément de H associé & dF (), élément de H™ par

(X,VF(u))=<dF(u),X> VeH ,

ot les parenthéses représentent le produit scalaire pour H et les crochets expriment la
dualité entre H et H*. On a par ailleurs

|V Flg = |[dP@)ae o “s)
comme on vérifie aisément. o :

Rappellons que le gradient est porté par la direction de plus forte variation de F'.
Remarquons enfin que la définition du gradient dépend du choix du produit scalaire (et
donc la direction de plus forte descente également.)

Comme nous avons supposé (dans cette partie) que F est de classe C? "application

VF: H—=H
v— VF(v)

est de classe C1. Considérons alors Péquation du flot associé au gradient de F (ou plutét
4 son opposé! )

LM(t) =-VF(AL(t))
{j\f(u) =v | (4.9)

ott v est fixé,donné dans F®,
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Comme le champ de vecteurs VF' est lipschitzien, on peut appliquer le théoréme de
Cauchy-Lipschitz qui nous montre que {9) & une solution sur un petit intervalle [0, 4], olt
& est un nombre positif. On vérifie alors que, pour ¢ € [0, §[

d: _ dM(t)
@) = -vROM() 5=
On vérifie ainst que

d
(M) <0,

F décroft donc le long des trajectoires.

a) L’intervalle d’existence de la solution est [0,-oo[ (pour les temps positifs). On
suppose en effet qu'il existe une constante C > 0 telle que

V2 F(u)| < C, YveH. (4.11)

Raisonnons par I’absurde et supposons que I'intervalle maximal d’existence est {0, &o[ {do >
0). On a alors, en vertu de (11), pour tout ¢ € {0, &,

IVF(©)] < IVF(MONI + ClIM(E) - MO)]},

et donc d ;
M) = MO < 5@ < Cot CIME) - MO -

- On en déduit (Lemme de Gronwall)

¢ C
lI¢() — M(0)]| < FexpCt < —Cﬂexp Céy, VEE[0,] ,
et donc M(t) reste borné sur [0, &[, indépendamment de t. On voit alors, en revenant
4 (9) que M(t) converge vers une limite lorsque ¢ —+ d. Grace au théoréme de Cauchy-
Lipschitz on peut alors prolonger la solution en . L’intervalle maximal d’existence est
alors [0, 80 + u [(# > 0), ce qui contredit I'hypothése de départ.

b) Il existe o, tel que pour tout v € F?, F(M(to)) < a. A cet effet, montrons qu’il
existe g > 0 tel que

-~
.

[VF@)|2n Ve F\F S " (4.12)

Supposons que (12) ne soit pas vrai: alors il existerait une suite v, € H, telle que
F(v,) € [b,a—¢€] (4.13)
IVF(va}| =0 . (4.14)

Quitte & extraire une sous-suite, on peut toujours supposer qu'il existe 8 € [b,a — ¢ tel
que

Flv,) = 8

=-|VF(M@)P - (410)
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B serait alors une valeur critique généralisée, ce qui est contraire & I'hypothése.

En retournant  (14), on obtient & partir de (12),

]

_j_tF(M(t)) = —|[VFM@®)* < —15

. Donc

F(M(£)) < F(M(0)) + ot < b— 1t

et
F(AJ(t)) <a—c¢ ,

C) Construction de la rétraction @. Considérons tout d'abord le "flot" & associé au
champ de vecteurs =V F. Celui-ci associe & veF?, pris compte tenu de la donnée initiale
au temps zéro, la solution M(t) de (9), c’est-a-dire

d(v,t) = M(t), Ve F*, VteR?
M(0)=v

' Le théoréme de Cauchy-Lipschitz nous enseigne alors que Papplication @ est classe c?

sur F® x R+. De plus il résulte de b) que Vv € Fb

&(v,t) € F° sit>to

" Pour v donné dans I"® considérons le temps d’entrée dans F**

fo(v) = inf{t € RY, &(v,t) € F*}

- de sorte que

fo(v)=0,sive

On vérifie ensuite que ’application
v = to{v)

est continue (en vertu de (12) et du théoreme d'inversion locale, voir chap.V). Posons
alors ' ' : ' .
&(v,1) si t < to{v)

{v,fo(v)) sinon

$(v,1)

il
(=i}

Il est alors clair que ® est continue (composée de fonctions continues). Nous sommes
maintenant en mesure de définir @ par
t

3(v,1) = $(v, ) od
. 12
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t; = sup{fo(v),v € F*} .< +oo (cf partie b)
On vérifie que ® a les propriétés annoncées: T
-® est continue de F* x [0,1] — F*
-V'UGFB, <I>(v,1)eF“ 7 )
-Vve F* @(v,t)=v . : S
Ceci termine donc la preuve du théoréme dans le cas considéré,

Voyons maintenant comment adapter la preuve précédente dans le cas ot F' est (seule-
ment) C! et E est un espace de Banach. 1l est clair que dans ce cas, on ne peut plus
définir la notion de gradient qui repose sur U'identification de H et H* par Vintermédiaire
du produit scalaire. On remplace alors cette notion par celle de pseudo-gradient.

Définition 10 : Soit F une fonction de classe C'! sur E, espace de Banach. On dit qu’un
champ de vecteurs X(-) est un pseudo-gradient pour F sur E si et seulement si

L’application u — X (u) est continue de E vers E, localement Lipschitz (4.15)
1X()] < 2min{{ldF (W)~ 1) (4.16)
< dE(u), X (u) > min{}|dF(u)|iz-, P )|z - (4.17)

Remarque: La Notion de pseudo-gradient est bien siir toujours relative & une fonction-
nelle.

Nous démontrerons plus loin le résultat suivant:

Proposition 3. On peut construire un pseudo-gradient pour toute fonction de classe C*
sur un espace de Banach I séparable.

Démonstration du Théoréme 1 dans le cas général.

Soit X un pseudo-gradient pour F. On remplace I’équation (9) par 'équation suivante,
pour v € F?

LM(t) =-X(u)
{;I(O) = (4.18)

.
-

D’aprés le théoréme de Cauchy-Lipschitz, fa solution de (15) existe sur un p‘etit‘inte'rvalle
[0, &o[. En fait, d’aprés (16), X est uniformément horné

Xl <2, (4.19)
et en raisonnant par I'absurde, comme précédemment, on montre que 'intervalle maximal

d'existence est [0,-+oo[. Par ailleurs F décroit bien le long des courbes intégrales de X.
En effet
d

L p() = — < dF(M(8), X(M(t)) >< —min{|X(M)I%1} <0,
dt | (4.20)

e
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(on a utilisé (17)).

Le reste de la démonstration est ensuite pratiquement identique.

+

Donnons maintenant les principales idées de la preuve de la proposition 3 ‘que nous
avons laissé en suspens. ‘

Preuve de la proposition 3. Pour vérifier (17), il est clair que ’on doit avoir X(u) =0
lorsque dF(u) = 0. Considérons done Pensemble

K. ={u€ F,dFP(u)= 0}
des [-)c;ints critiques de F, et son complémentaire |
E=E\K.={ueF, dF(u)#0}

Afin de mettre en lumire les idées de la preuve, considérons tout d’abord le cas simple
suivant.

a) Le cas dimE < +ooet K, = 0. On a alors £ = E. Pour v € E, considérons
Pensemble A(u) des vecteurs Y € E tels que

Y] < 2min{ldF@l,1} O (e2)
< dF(u),Y >> min_ﬂ!dF(u)“, l}lldF(u)H . (4.22)

On vérifie aisément que I'ensemble A(u) est non vide et ouvert. Pour chaque u donné,
choisissons alors un élément dans A(x), que nous noterons Y,. Comme dF est une appli-
cation continue, on voit qu'il existe un voisinage W(u) de u dans E, tel que Y, € A(v)
pour tout v € W(u) (c'est-2 _dire que Y, vérifie (21) et (22) avecu remplacé par v).

Considérons alors le recouvrement 'E-:)EW (u). En appliquant le théoréme de Borel-
uw

Lebesque, on peut en extraire un recouvrement dénombrable W(w;) (i=14 + oo} tel

que
_itjllflf (w;)=F

Pour tout compact I de E, K ne contient qu’un nombre fini de point ;.

_ La connaissance des points u;, et donc de Yy, va alors nous permettre de construire
le champs X (u) grace & une partition de I'unité relative aux ouverts W (x;). Il existe des
fonctions @; € C2°(W(w;)) telle que

=)

Zt,o,-(u) =1 sur

=1

te
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Posons alors
(]
X(u) = ZV:’(”)YW
i=1
On vérifie, comme les relations (21) et (22) peuvent étre superposées par lindarité et que
X(:) vérifie bien (16).(17). Par ailleurs il est clajr que X € C; et nous avons donc
construit un pseudo- gradient ¢,

b) Le cas général. On définit comme précédemment Y, pour u € £ (ce qui est possible).
On a alors le recouvrement

E= uW . (4.23)
uell

On ne peut évidemment pas invoquer ici le théoréme de Borel-Lebesgue. En revanche, on
peut montrer le résultat suivant :

Lemme 1: Vun espace métrique séparable. On peut extraire de tout recouvrement ou-
vertde V, (ie V = ,%JJW}, ol Vj € J, W; est un ouvert) un recouvrement localement fin]
J

V= -'éJ;W"’I C J c'est-a-dire tel que, pour tout &lément v € V, il existe un voisinage de
v, U, tel que U n'intersecte qu'un nombre fini des W; (i.e Card {i € I, UnW; # 0} < +o0).

Admettons ce résultat. Considérons alors un recouvrement localement fini de E extrait

' - du recouvrement (23)

E= '_LEJII*V(u.-)

Il nous reste maintenant & construire une partition de unité subordonnée au recouvrement
précédent. Considérons pour i € [ la fonction pi définie par

pi(u) = dist(u, E\W (x;)) (4.24)
= inf{Jlu —v||,v € E\W(1;)} . (4.25)

On vérifie p; est lipschitzienne, de constante de Lipschitz inférieure & 1. Par ailleurs pour
u donné, il n'existe qu’un nombre fini d’indice 5 tels que p;(u) # 0. Posons alors

.

, ‘P:‘(.u).m _pi(y)

2 pi(u)
i€l
(le dénominateur n'étant qu’une somme finie}). On vérifie que

zc,s,-(u) =1 Yuck
0<ei <1
et que i =0 endehors de W(x;)
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Comme le recouvrement est localement fini, pour tout u € E, il existe un voisinage U de

u tel que
Card{j € I,pi{(v) # 0,0 €U} =N=C" ,

et donc ¢; est localement Lipschitzienne. On introduit ensuite

X(u) = Z‘Pl‘(u)yﬂi )
iel

et on vérifie que X convient comme dans la partie a).

COMPLEMENT: Déformation globale.

A cours du pai'agfaphe précédent nous avons construit une déformation @ : [0‘, 1] x -

Fb 5 Fb,

Il est parfois souhaitable de construire une déformation globale. On montre alors la
variante ci-dessus du Lemme de déformation.

Théoréme 2 (déformation globale). Supposons que F n'ait pas de valeur critique
généralisée dans {a — €, b+ €]. Alors il existe une déformation ¢ : E X [0,1] — E telle que
| (-,0) = Idg
$(F*, 1)y C F* vie 0,1
HF ) C P
Hu,t) =u Yue F°Vte(0,1]

Preuve: Elle est tout & fait similaire & celle du théoréme 1. Il suffit de modifier la
définition du champ de vecteurs. Soit ¢ une fonction C* de R — R* telle que

o(t) =1, sit<bh
o(t) =0 sit>b+1

on considére alors le flot associé au champ de vecteurs ¢ F(u))X(u) que I'on intégre. On
résout donc

W = o(F(M(2)X(M(2))
M) =v a

et ceci fournit la déformation voulue.

4.5 Lemme de déformation et condition de Palais-
Smale

Comme nous 'avons déja remarqué, lorsque F® et F* n’ont pas le méme type d’homo-"

_topie, le Théoréme 1 nous fournit I'existence d’une valeur critique généralisée B € [a,b].
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Bien évidemment, nous sommes en fait intéressé par les valeurs critiques (puisque nous
cherchons des points critiques). Lorsque F satisfait la condition P.S. nous avons vu que
{valeurs critiques}={valeurs critiques généralisées} et le Théoréme 1 s’exprime alors par:

" 8i F vérifie P.S. et si F* et"F® n’ont pas le méme type d’homotopie, alors il existe
une valeur critique g € [a,b] - '

Ainsi lorsqu'on traite un tel probléme il est essentiel de vérifier si F' satisfait (P.S.),
pour pouvoir appliquer le principe précédent.

Néanmoins, si F' ne satisfait pas (P.S.) la partie n’est pas perdue pour autant. Dans
ce cas, on doit étudier les suites de Paleis-Smale et comprendre par quels mécanismes la
perte de compacité se produit: bien souvent cette perte de compacité est due & des symé-
tries internes du probléme. Ceci se produit lorsque la fonctionnelle est laissée invariante
par I'action de certains groupes sur l’espace fonctionnel, et si orbite d'un point par le
groupe est non compacte (au sens de la topologie forte de l'espace).

Une telle analyse permet parfois de déterminer les niveaux g tels que (P.5.)s ne soit
~ pas vérifiées. De maniére plus délicate, elle peut permettre de connaitre la contribution
topologique aux ensembles de niveaun des suites de Palais-Smale (voir Chapitre IX).

4.6 Applications: méthodes de Min-Max

Parmi les multiples fagons d'utiliser le Lemme de déformation 1'une des plus utilisées et
des plus faciles & mettre en oeuvre est la méthode de Min-Max. Nous en donnerons une
formulation générale lorsque nous étudierons les variétés hilbertiennes (chap. VII). Néan-
moins, un exemple tr8s simple d’une telle méthode est fourni par le Lemme de Col, que
nous étudierons au chapitre suivant.

Exercices

Exercice 1. Soit {2 un domaine borné régulier de R, Soit V une fonction de XA - R
de classe €=, ob A = {(2,5) € 2* = =y} On suppose que i '
| V(a,y) = +oo  lorsque (2,y) = A
V{z,y) = +oo lorsquez — 90, y— 90

. . 7o :
1) Montrer que (x,y)lé]:fiz\a‘ (z,y) est atteint.

2) On suppose que 8 € 0, et B.(0)c

ST OxMMA
expi 0 — (0, rexpi 0)
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n’est pas homotope a une application constante de S —+ 0 x N\A.

En déduire qu V a au moins deux points critiques sur § X Q\A.

Exercice 2. - (Lemme de déformation avec point critique). Soit H un espace de Hilbert,
et F une foncitonnelle G! sur H, On suppose que F vérifie la condition de Palais-Smale
sur H. Soit 8 € R. On considére I’ensemble

Kg={z€HF()=8 , dF(z) =0}
A) 1. Montrer que Kp est compact.

2.'?'-_.Pou“r é >‘ 0, on considdre l'ensemble
Ny={c€ B, |F(z)—p1 <8 , ldF(@)|< 3}
Montrer que si §; < &2, N5, C N, et
QONs = Kg
3. Pour § > 0 on considére
Us = {z € H, dist (z,Kp) < 8}
Montrer que ¥§ > 0, il existe 6, > 0 tel que
U;s1 C Ns

(On utilisera le fait que K est compact et on pourra raisonner par 'absurde).

4. Montrer que pour tout § >0, il exiéte do tel que

Ns, C Us

(on pourra raisonner par I’absurde)

5. Déduire de 3) et 4) que pour tout 6 >0, il existe &g et & > 0 tels que

N;, € Us C Uss C Ns

6. Construire une fonction 7 continue et lipschitzienne sur H, §, < o tel que

n=1 sur H\Ng
n=0 surNj

et 0<np <1, sur A.
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B) . Onsuppose ici que F est C?, que |V2F| est borné. Pour ug € H, §, 0,4, €t § comme -
en A) {question 5), et 7 construite en AG6), on considére I’équation ordinaire sur H,-

{ a‘%um = ~n(M() Fae M

1. Montrer que 1'intervalle maximal dexistence pour [ est R tout entier

2. Montrer que
d o IVFM@|2 < 0

al M) = M) T+ 1

3. On suppose que vg ¢ N,, montrer que

mes {t e N¥, M) ¢ Ns,} =2p

(On utilisera le fait que ||—j%M(t)|| <1, et la question AB)
4. En déduire que, si vg ¢ N;.

&
bo+1

E(M(1)) < E(vo) — mes {t € R+, M(t) & N5} - —

52
< B(vo) - 6: i

C) 1. On pose ®(t,vo) = M (t), solution de (I) avec pour donnée initiale vo. Montrer que
Ve > 0, P est continue de [0,1] x FA+e - PA+¢ et que, si on choisit € suffisamment
petit, alors

O(1,u) € FP~ Vu € FPH\N;
et  ®(lL,u)e FP*cC Ny , Yueg Fft

2, De maniére plus générale, soit N un voisinage quelconque de Kp. Montrer qu'il
existe § > 0, tel que N5 C N, et en déduire qu’il existe ¢ > 0, et ® application
continue de [0, 1) x FA*e — PP+ telle que

9(0,u)=u, Yue FPte

F (®(t,u) est une fonction décroissante
O(1,u) € FP~*  Yue FPHA\N

d(l,u)e FP~*c N ,Yue FP*

D) Généraliser au cas ol F est seulement C!, en utilisant un pseudo-gradient.




