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UNIVERSITE PIERRE ET MARIE CURIE ANNEE UNIVERSITAIRE 2003-2004
DEA ANALYSE NUMERIQUE

EXAMEN du 30 Janvier 2004

Durée: 3 heures

documents autorisés
Le sujet comporte trois exercices indépendants. Les questions délicates sont signalées par *.

Exercice 1

RAPPEL. Soit N > 3. Si u est une fonction définie sur R qui ne dépend que de r = ||, c’est
a dire si u(x) = f(|z|), ou f est une fonction d’une variable réelle, alors

1 i(N_lﬁ)_CFf (N-1)df
- pN=1 gy dr’  dr? r o dr

Pour r > 0, B(xz,r) désigne la boule de centre x et de rayon r, et on pose B(r) = B(0,r).

Au

I. Soit a > 0 un nombre réel. Pour u définie sur B(1), on pose Lo (u) = —Au + ou.
a- Montrer qu’il existe une constante ¢y, ne dépendant que de N, telle que que L, (exp(cn/a(|x|—
1) >0

b- En déduire que si u est une fonction réguliere sur B(1) telle que L, (u) < 0 alors pour tout
x € B(1)
u(z) < exp(enva(|z| —1)) sup [u(y)]
yedB(1)
¢ Soit a > 0 et soit u une fonction réguliere telle que |L,(u)| < a sur B(1). Montrer que pour
tout = € B(1)
a
u(z)] < exp(enva(lz] — 1)) sup |u(y)]+ —.
y€dB(1) «@
II. Soit 0 < £ < 1 un parameétre, et g une fonction régulicre définie sur B(1). On considere le

probleme
—cAu+u =g dans B(1), u=0sur 0B(1).

a) Justifier brievement I’existence d’une solution u réguliere unique de ce probleme.
b) Montrer que 'on peut écrire u = g 4+ w , ou la fonction w vérifie pour une constante C; > 0
indépendante de ¢

sup |w(2)| < Cillglle2say)e.
IEB(%)

c*) Montrer de méme que pour une constante Cy > 0 indépendante de €, on a

sup |Vw(z)| < Collgllossaye-
Z‘EB(%)



IIT*). On considere dans cette partie, 'opérateur 7' défini, pour une fonction réguliere u par
T(u) = —Au + u®.
a) Montrer que si

T(u) > T(v), dans B(1), et u > v sur 0B(1),

alors u > v.
b) Montrer qu’il existe un exposant p > 0 et un nombre v, > 0 tel que la fonction ¢, définie

sur B(1) par N
©p() (1— |z[2)7

vérifie T'(¢,) > 0.
c*).Déduire des questions précédentes qu’il existe une constante C5 telle que si T'(u) < 0 alors

sup u(z) < Cs.
zeB(%)

Commenter.

Exercice II
RAPPEL. Soit N > 2. Si Q est un domaine borné de RY, alors H*(() s’injecte dans C°(Q)
des que k > %, avec injection compacte.
Soit D? = {(z,y) € R? 2 +y? < 1} le disque unité de R*. Pour k € N,, on pose
HE(D?*) = {v e H*(D?), v=0 sur 9D*} = H*(D*) N Hy(D?).

Soit b: D — R? une application de classe C*°. On considere 'application T' définie, pour u
application & valeurs réelles sur D? par

T(u) = —Au + b.Vu + u?,

( ou b.Vu= b181u + anUQ).

I-a Montrer que 7' définie une application de classe C* de Hj(D?) vers H%(D?). Déterminer
I’application linéaire tangente dT'(u), pour tout u dans Hg(D?).

I-b Montrer que pour tout u dans Hi(D?), dT(u) € Inv(H{(D?), H*(D?)).

I-c En déduire que 'image de Hy(D?) par T est une partie ouverte de H?(D?), contenant 0.
I-d Montrer en particulier qu’il existe un nombre réel § > 0 telle que 1’équation

T(ug)(z) = §,Vx € D?
possede une solution ug dans Hi(D?).
IT-a Vérifier que T est impaire, i.e T'(—u) = T'(u).

II-b Montrer que si T'(u) < T'(v), alors u < wv.
II-c* Déduire des questions I-d, II-a et II-b que

Yu € Hy(D?) — (07 [T ()l )uo < u < (07T (w)l| o< -



III-a* Montrer en utilisant la question II-c, qu’il existe une constante C' > 0 telle que
Yu € Hy(D?), lullg2p2y < CT(w) || g2(p2)-

ITI-b. En déduire que I'image de Hj(D?) par T est une partie fermée de H?(D?).
I1I-c Montrer que pour tout f appartenant & H?(D?) il existe une solution u dans Hj(D?) de
I’équation

T(u) = f. (1)

I1I-d Montrer que cette solution est unique.

IV Dans le cas particulier o b = 0, connaissez-vous une autre méthode pour arriver aux
conclusions de la partie IT17

Exercice I11

Soit A > 0 un parametre. On considere le probléeme: trouver une fonction w définie sur
Iintervalle I = [0, 1] telle que

d2
Al = Muexp(u?), sur [0,1], u(0) = u(1) = 0. (2)
x
I-a. Montrer, briévement que H}[0, 1] s’injecte dans C°[0,1]. L’injection est-elle compacte?
I-b. Montrer que les solutions u dans H;[0, 1] de (2) sont exactement les points critiques de la
fonctionnelle

1
Rw) =5 [ (0 = Aexput)ds
2 )y dx

(on montrera que cette fonctionnelle est de classe C*' sur H}[0, 1]).

II-a. Montrer qu’il existe \g, telle que si 0 < A < \g, alors F\ possede la géometrie du Col.
II-b Montrer que 1'on peut prendre \g = 2.

ITI. On étudie dans cette partie les suites de Palais-Smale pour F\. Soit {u, },eny une suite de
Palais-Smale pour F), , i.e telle que :

AC >0, t.q |F(u,)| < C, Vn,
d2

—@un = \u, exp(ui) + [,

ou f, tend vers zéro dans H~*.
a) Montrer que pour une telle suite, il existe une constante C; > 0 telle que Vn

1
I/AM—DWMMSQ+MWM%
0



b) En déduire que la suite {u, },en est bornée dans H}[0, 1].
c) Montrer que F' vérifie la condition de Palais-Smale.

IV- a Montrer que si 0 < A < 72, alors 'équation (2) posséde une solution non nulle.
IV- b sous la méme hypothese montrer que I’équation (2) posséde une solution strictement
positive de classe C*.

V. Dans cette question on considere le disque
D* ={(z,y) € R*,2* +y* < 1}
et les fonctions de H}(D?) qui possedent la symétrie radiale, c’est a dire le sous espace
Hj aa = {u € Hy(D?),t.q 3f : [0,1] — R, tel que u(x) = f(]z|) pour presque tout x € D*}.

a) Montrer que Hg 4 est un sous-espace vectoiel fermé de Hg(D?) et que pour tout u € Hy,

1
d,
/ |Vu|2:27r/ 7"|—f|2d7“,
D2 0 dT
ou Vz € D? u(z) = f(|z]).
b) Montrer qu'il existe une constante C' > 0, telle que si u € Hol’rad, alors, pour presque tout

x € D?,
lu(@)] < CV|Inlz|))[[VullL2(p2)

c) Montrer que Hj 4 s'injecte dans LP(D?), pour tout 1 < p < oo. Cette injection est-elle
compacte?
d*) On considere sur espace Hj .4, pour A > 0 la fonctionnelle

1
Fi\(u) = 5/ |Vul? —/ exp Audx
D2 D2

Montrer que F est de classe C" sur Hy 4, et que les points critiques de F' sur Hj 4 vérifient
I’équation

rad?

—Au = Xexp \u, sur D?, u =0 sur 0D? (3)

e*) Montrer en utilisant le Lemme du col, que si A est assez petit, alors I’équation (3) possede
une solution non nulle a symétrie radiale, de classe C'*°.



UNIVERSITE PIERRE ET MARIE CURIE ANNEE UNIVERSITAIRE 2003-2004
DEA ANALYSE NUMERIQUE

EXAMEN du 6 septembre 2004

Durée : 3 heures

documents autorisés
Le sujet comporte deux exercices indépendants. Les questions délicates sont signalées par *.

Exercice 1

soit I = [0, 1] et f une fonction continue sur I. Soit v une fonction de classe C? sur I, telle que
—v+v=f v0)>0, wv(l)>0.

I) Montrer que si f > 0, alors v > 0.

IT) soit g une fonction continue et croissante de R dans R. On suppose qu'il existe deux fonctions
bornées sur [0,1], de classe C?, u et u vérifiant u < U ainsi que

(@) +T(x) = g(@(@) + £, w0) =0, (1) =0

—i(z) +u(r) < gu(z)) + f, u0) <0, u(l) <0

On désire montrer qu’il existe une fonction u sur I de classe C? telle que
—ti4+u=g(u)+ f, u0)=u(l)=0. (1)

A cet effet, on introduit u procédé itératif et on construit une suite de fonction u,, de classe C?.
On pose tout d’abord ug = w.
a) En supposant que u,, a été construite, montrer qu’il existe une unique solution w,,; dans
C*(I) telle que

—lpt1 + Unp1 = G(un) + f, Un1(0) = wpsa (1) = 0.

b)Montrer que pour tout n € N, on a
U< Uy < Upyy < W

(On pourra procéder par récurrence).

c)Montrer que u, converge uniformément sur I vers une application u de classe C? solution de
(77).

d) On suppose de plus que la fonction g est bornée sur R. Construire alors des fonctions u et

u.



Exercice 11

On considere le disque
D? = {(z,y) € R*,2* +¢* < 1}

et les fonctions de Hj(D?) qui possédent la symétrie radiale, c’est & dire le sous-espace vectoriel
Hj g = {u € H}(D?),t.q 3f : [0,1] — R, tel que u(x) = f(|z|) pour presque tout x € D*}.

Pour 1 < p < 400 on note de méme L” | ensemble des fonctions de LP(D?) qui possede la
symétrie radiale.

Ta) Montrer que Hj .4 est un sous-espace vectoriel fermé de Hy(D?) et que pour tout u € Hy

1
)

/ ]Vu|2:277/ r|—f|2dr,

D2 0 d?”

oll, pour presque tout z € D* u(x) = f(|z]).
Ib) Montrer que si u € H& alors, pour presque tout € D?, on a

1|ﬁ
dr"”

||

rad?

rad’
u(z)] <

Ic) en déduire que si u € H&rad, alors, pour presque tout x € D?,
2fu(z)* < |infz|]) [ Vull 72 p2)-

Id) Montrer que YA > 0,Vu € H& Vp > 1,exp Au € LP.

rad>’

ITa) Montrer qu’il existe une base hilbertienne {f,}nen+ de Hg,,q, et une suite croissante
{¥n }nen+ de nombre strictement positifs tels que

—Afy =fn sur D2

ITb) Montrer que f; est une fonction de signe constant sur D?.
ITc) Montrer que les valeurs propres 7, sont de multiplicité 1 exactement.
IId) Montrer que pour n > 2 la fonction f,, change de signe.

ITITa) On considére, pour A > 0 sur I’espace H&rad I’application GG définie par
Gi(u) = exp Au.

Montrer que G, est bien défini de Hj 4 & valeurs dans L*'(D?).
ITIIb) Pour n € N*, on considere 1'application

G (u) = exp(Amin(u,n)).

Montrer que G% est continue de Hg 4 dans L*'(D?).
ITIc) Montrer que G% converge uniformément sur tout borné vers G lorsque n tend vers +o0o



et en déduire que G est continue de Hj 4 dans L'(D?).
ITIId) On pose Wy = [, exp Au. Montrer que W), est de classe C" sur Hy 4 et déterminer sa
dérivée.

IVa) soit p > 1, et f € L? , donné. On considere ’équation

rad

—Au+explu=f  sur D @)
u=>0 sur 0D?2.

Montrer que (??) possede une unique solution uy dans Hy 4.

IVb) Montrer qu’en fait uy € H.

IV c) Montrer que si f appartient & H? alors uy est dans H*. En déduire que uy est de classe
C?.

IVd) Montrer que si f <0, alors uy <0

IVe) Montrer que si f appartient & H?, alors

sup (exp Au) < max{l, sup f}
zeD?2 zeD?

*IVT) Etudier pour f < 0 la limite de u, lorsque A tend vers +o0.

V) On considere maintenant 1’equation

—Av = exp A\u sur D?, (3)
u=>0 sur 0D2.

Montrer que si A est assez petit, cette équation possede une solution que I’'on peut obtenir grace
au lemme du col.



