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Notes de cours autorisées
Le sujet comporte trois exercices indépendants. Les questions délicates sont signalées par *.

Exercice 1

Soit © un domaine borné et régulier de R%. Pour une fonction f donnée dans L?(€2), on
s'intéresse aux solutions de I’équation avec données de Dirichlet homogene

—div((v® + 1)Vu) = f dans(,

1
u = 0 sur 0f). (1)

A) Vérifier que H?(Q) — C°(Q), et que si u et v sont deux applications de H?(Q) alors le
produit uv est aussi une application de H?(1).

B) On considere 'application 7 : H?(Q2) — L?(Q2) définie par
T (v) = —div((v* + 1) Vo).
1) Montrer que 7 est différentiable, de classe C', et calculer d7. Vérifier en particulier que
d7(0)(v) = —Aw.

2) Montrer qu’il existe 0 > 0, et a > 0 tel que si ||f||2@) < 6, alors il existe une unique
application u = uy € H* N Hy(Q) vérifiant (1) et

sl mr2(0) < o
3) Montrer que si de plus f > 0, alors u; > 0.
C) On suppose dans cette question que le domaine €2 est le disque unité de R?, c’est & dire que
Q=D>={(z,y) € R* 2° +3* < 1}. (2)

On suppose que f est a symétrie radiale, i.e f(z) ne dépendant que de |z|. Montrer qu’alors le
solution uy trouvée en B2) est a symétrie radiale.



D) pour deux fonctions f et g données dans L?(Q2), on cherche un couple de fonction (u,v)
dans H? N H} () tel que

—div((v+1)Vu) = f, dans(,

—div((u+1)Vov) = g, dansQ. (3)

1) Montrer qu'’il existe des nombres d; > 0, et ay > 0 tel que si || f||z2) + ||g]/z2(@) < 01 alors
il existe un unique couple d’applications (u,v) dans H? N H}(Q) vérifiant (3) et I'inégalité
[upll2@) + vrll2 @) < o

2) Que peut-on dire si f et g sont a symétrie radiale?

Exercice 11

Soit € un domaine borné et régulier de R?. On s’interesse dans cet exercice au systeme
d’équations non-linéaires

—Au = v’ + uv?

—Av = 0 + vu?,

(4)

que I'on complete avec des données de Dirichlet homogene au bord du domaine
u = v = 0 sur 0.
A) On considere l'espace de Hilbert H = HJ(2)? muni du produit scalaire
((ur,v1), (w2, v2)) i := (U1, u2) i) + (V1,V2) Hi(o)-

1) Montrer que les solutions (u,v) € (H}(Q))? correspondent aux points critiques de la fonc-
tionnelle F' définie sur H = (H}())?* par

1 1 1
F(u,v) = 3 /Q (|Vul® +|Vol*) - 5 /Q(u6 + %) — §/qu202.

2) Montrer que
inf {F(u,v), (u,v) € (Hy(Q))*} = —c0.

3) Montrer qu’il existe un nombre p > 0 tel que si ||(u,v)||g < p alors
1 2
F(u,v) 2 2w, v) |z

4) Déduire des questions précédentes que la fonctionnelle F' possede la géométrie du col (i.e
existence d’une cuvette et existence d'un point bas).

B) On s’intéresse dans cette partie aux suites de Palais-Smale pour F.
1) Montrer que, si une suite (U, vp)neny d’éléments de H est une suite de Palais-Smale pour



F, alors il existe une suite (f,, gn)nen de couples d’éléments de H~1(Q) tels que || fu|lz-1 +
”gnHH*l — 0 lorsque n — +o0o et

—Auy, = ud + uv2 + fy

—Av, =02 + v2u, + gn.

()

2) Montrer qu’il existe une constante C' > 0 telle que, pour tout couple (u,v) de fonctions de

L5(Q)
/Qu2v2 < C’(/Q(uﬁ—i-vﬁ))g.

3) En déduire que Ve > 0, 3A > 0 tel que si ||u|rs) + ||v]| o) > A alors

/u2v2 §5/(u6+vﬁ).
Q Q

4) En utilisant les questions précédentes montrer que les suite de Palais-Smale sont bornées.
5) Montrer que F' vérifie la condition de Palais-Smale.

C) Montrer que le systeme (4) possede une solution non nulle dans H.

D) Montrer que de plus, on peut trouver une telle solution telle que v > 0 et v > 0.

Exercice 111

Pour 7 > 0 on considere le disque D(r) de R? défini par D(r) = {(z,y) € R?, 2> +y> <1}, et
on pose D = D(1). Soit f une fonction de L>°(D) et u une fonction de H'(D) telles que

—Au = fsurD. (6)

A 1) Montrer que pour tout réel 1 < p < 400 il existe une constante C, > 0 telle que
lullwr oy < Co(I ey + llull @) (7)
Indication : On pourra écrire u = ug + uy, ot uy est l'unique solution de solution de H}(D(1))

de —Auy = f, et écrire I’équation pour ug.
2) En déduire qu’il existe une constante universelle Cy > 0 telle que

[Vu(0)| < Co(llf Il by + llullL=pay)- (8)

B) Soit 0 < A < 1. On considere les fonctions uy et fy définies sur le disque D(3) par

ux(z) = u(Az) et fa(z) = f(Az).
1) Montrer que Vuy(z) = AVu(Az) et Auy(z) = N2Au(Az).
2) En déduire, en appliquant la partie A) & uy que pour tout 0 < A < 1, on a

1
[Vu(O)] < Co(Al flle iy + 5 lullz=way)- (9)



3) En déduire, en optimisant le membre de gauche de cette inégalité par rapport a A que si
[l (b)) = llullLep@) alors

[Vu(0)] < 2C0/ I llz=wayllul =y,

C (application) Soit 0 < € < 1 et v, une solution dans H'(D) de I’équation

1
—Av, = 6—2(?)6 —?) dans D.

On supppose de plus que |v| < 1 sur 9D.
1) Montrer que
[vell ooy < 1.

2) Montrer qu’il existe une constante C; > 0 telle que

Vu o) <

3) Montrer que pour tout x tel que || <1—€,on a

Vo (z)] < %



