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Durée : 3 heures.

Notes de cours autorisées
Le sujet comporte trois exercices indépendants. Les questions délicates sont précédées de *

Exercice I

Soit B = {(x1, x2) ∈ R2, x2
1 + x2

2 < 1} la boule unité de R2. Pour f ∈ L2(B) on considère, les
solutions uf de l’équation

−∆uf + uf =
∂

∂x1

(
u3

f

)
+ f sur B,

u = 0 sur ∂B.

(1)

A. On suppose dans toute cette partie que f ∈ L2(B) et que uf ∈ H1
0 (B) est une solution faible

de l’équation (1).
A 1) Montrer l’égalité ∫

B(1)

|∇uf |2 + u2
f =

∫
B

f.uf . (2)

A 2) En déduire que
‖uf‖H1(B) ≤ ‖f‖L2(B),

où ‖uf‖H1(B) désigne la norme H1 usuelle, à savoir ‖u‖2
H1(B) = ‖∇u‖2

L2(B) + ‖u‖2
L2(B).

A 3) Montrer que si f ≥ 0 alors nécessairement uf ≥ 0 (on pourra multiplier l’équation (1) par
u+

f ).
A 4) Montrer que uf ∈ H2(B(1)) et qu’il existe une constante C0 > 0 indépendante de f telle
que

‖uf‖H2(B) ≤ C‖f‖L2(B).

A 5) Soit (fn)n∈N une suite d’éléments de L2(B) telle que pour tout n ∈ N l’équation (1) (où f
est remplacé par fn) a une solution ufn . On suppose que fn → f lorsque n → +∞, fortement
dans L2(B). Montrer que l’on peut extraire une sous-suite de (ufn)n∈N qui converge fortement
dans H2(B).

B. On suppose dans toute cette partie que f ∈ H2(B) et que uf ∈ H1
0 (B) est une solution

faible de (1).
B 1) Montrer que uf ∈ H4(B) et qu’il existe une constante C1 > 0 indépendante de f telle que

‖uf‖H4(B) ≤ C1‖f‖H2(B).



B 2) En déduire que uf ∈ C2(B(1)) et qu’il existe une constante C2 > 0 indépendante de f
telle que

‖uf‖C2(B) ≤ C2‖f‖H2(B).

B *3) On suppose de plus que f ≥ 0. Montrer qu’alors

sup{uf (x), x ∈ B} ≤ sup{f(x), x ∈ B}.

C. On pose X = H4(B) ∩H1
0 (B), que l’on munit de la norme ‖ · ‖ = ‖ · ‖H4(B). On considère

l’application T : X → H2(B) définie par

T (u) = −∆u + u− ∂

∂x1

(
u3

)
, pour u ∈ H4 ∩H1

0 (B).

C 1) Montrer que T est de classe C1 et calculer dT (u), pour tout u ∈ H4(B) ∩H1
0 (B).

C 2) Montrer que dT (u) est inversible, si ‖u‖ est assez petit.
C 3) Montrer qu’il existe des nombres δ > 0 et α > 0 tel si

‖f‖H2(B) ≤ δ, (3)

alors il existe une unique solution uf = A(f) de l’équation (1) vérifiant l’inégalité

‖uf‖H4(B) ≤ α.

C 4) On suppose que f vérifie la condition (3) et de plus f(x1,−x2) = f(x1, x2). Montrer que
A(f)(x1,−x2) = A(f)(x1, x2).

Exercice II

Soit B = {(x1, x2) ∈ R2, x2
1 + x2

2 < 1} la boule unité de R2. Pour 1 < p < +∞ et f ∈ Lp(B)
on note ∆−1

0 f l’unique solution v ∈ W 2,p(B) ∩W 1,p
0 (B) de l’équation ∆v = f sur B.

1) Vérifier que si f et g appartiennent à Lp(B) les intégrales suivantes ont un sens et que l’on
a l’égalité ∫

B

(∆−1
0 f)(∆−1

0 g) =

∫
B

(
∆−1

0

(
∆−1

0 f
))

g.

On considère la fonction F définie sur H1
0 (B) par

F (u) =
1

2

∫
B

|∇u|2 − 1

4

∫
B

|∆−1
0 u|4. (4)

1) Montrer que la fonction F est de classe C1 sur H1
0 (B) et calculer dF (u) pour u ∈ H1

0 (B).
2) Montrer qu’il existe une "cuvette" près de 0, puis que F a la géométrie du col.
3) Vérifier que F satisfait la condition de Palais-Smale.
4) En déduire qu’il existe une solution non nulle de l’équation

−∆(∆w) =
(
∆−1

0 w)3 sur B,

w = 0 sur ∂B.
(5)

5) Vérifier que w ∈ C∞(B̄).



Exercice III

A (question préliminaire). Soit H un espace de Hilbert et soit L1 et L2 deux formes linéaires
continues sur H. On suppose que ker L1 ⊂ ker L2. Montrer qu’il existe λ ∈ R tel que

L2 = λL1.

B Soit B = {(x1, x2) ∈ R2, x2
1 + x2

2 < 1} la boule unité de R2. On considère le sous-ensemble
Λ de H1

0 (B) défini par
Λ = {u ∈ H1

0 (B), tel que ‖u‖L4(B) = 1},

et la fonction E définie sur H1
0 (B) par

E(u) =
1

2
‖u‖2

H1
0 (B) =

1

2

∫
B

|∇u|2.

1) Montrer que Λ est non vide, fermé pour la converge faible dans H1(B).
2) Montrer qu’il existe u0 ∈ Λ tel que

E(u0) = inf{E(v), v ∈ Λ}. (6)

3) Montrer qu’il existe un minimiseur u0 de (6) qui est positif. Dans toute la suite, on supposera
u0 ≥ 0.

C 1) Soit v ∈ H1
0 (B). Vérifier qu’il existe δ0 > 0 tel que si |t| ≤ δ0 alors ‖u0 + tv‖L4(B) ≥ 1

2
. On

pose alors
wt =

1

‖u0 + tv‖L4(B)

(u0 + tv).

Vérifier que si |t| ≤ δ0 alors
E(wt) ≥ E(u0). (7)

*2) En déduire que si v vérifie la relation
∫

B
u3

0v = 0 alors
∫

B
∇u0∇v = 0.

[on pourra développer le membre de gauche de l’inégalité (7) par rapport à t].
3) En utilisant la partie A montrer qu’il existe λ ∈ R tel que

−∆u0 = λu3
0 sur B.

4) Montrer que λ = 2E(u0).
5) Montrer que u0 ne s’annule pas sur B.
5) Pour η ∈ R, on pose v = ηu0. Montrer que l’on peut choisir η de sorte que v > 0 sur B et
soit solution de l’équation −∆v = v3 sur B.


