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La petite histoire...

Le but de ce probléme est la résolution des équations du troisiéme degré. Nous allons étudier dans un
premier temps celles du type 2> 4+ pz 4+ g = 0, ce qui correspond aussi a I’évolution historique. Vers 1515,
SCIPIONE DEL FERRO (1465-1526) résout les cas 2® = px + q, 2° + ¢ = px et 2° + ¢ = px, avec p et
g dans R (les nombres négatifs n’ayant pas encore été inventés). Cependant il ne publie rien.

Au XVIeme siécle, les mathématiciens se lancaient des défis pour résoudre des équations du troisiéme
degré. NICOLO FONTANA dit TARTAGLIA (1499-1557), trouva une méthode de résolution en 1535,
qui lui permit de résoudre tous ces défis. Il ne publia rien afin de remporter encore des défis. Ceci intrigua
GIROLAMO CARDANO (1505-1576) (en francais Cardan) qui rendit visite a Tartaglia en 1539, pour
qu’il lui revéle sa méthode. Aprés plusieurs refus, il lui révéla enfin celle-ci contre des faveurs et en lui
faisant jurer de garder le secret.

Cardano et un de ses éléves, LODOVICO FERRARI (1522-1565), essayérent de généraliser la méthode
de Tartaglia dans le cas ou p et ¢ ne sont pas positifs. Mais ils se heurtérent au probléme de la racine
carrée d’'un nombre négatif. En 1545, Cardano publie un ouvrage intitulé Ars Magna qui contient la
méthode de del Ferro (aprés avoir retrouvé un carnet de celui-ci). Cette méthode étant identique a celle
de Tartaglia, Cardano, considéra que son pacte avec Tartaglia n’avait plus lieu d’étre, ce qui engendra
des conflits avec ce dernier en ce qui concerne la paternité de la méthode. D’ailleurs les formules obtenues
sont injustement appelée formules de Cardan (celles-ci sont obtenues aux questions 2.d) et e)).

En 1572, RAFFAELE BOMBELLI (1526-1576) surmonta la difficulté de la racine carrée d’un nombre
négatif en acceptant 'existence de régles de calcul avec v/—1 et en les utilisant comme si de rien n’était.
C’est ainsi que sont nés les nombres imaginaires que vous verrez en terminale.

Exercice 1.
Soit (E) I'équation : a3 + px + ¢ = 0.
1) Soient p,qg € R (p # 0), et on pose A = 4p> + 27¢%. On cherche les solutions réelles
de (E); pour cela on introduit la fonction définie sur R par f(z) = 23 + pz + q.
a) Calculer f'(x) et en déduire que si p > 0 alors (F) a exactement une solution réelle.
b) On suppose p < 0. Dresser le tableau de variations de f et montrer que :

. P\ . p A
( _3> <_ _3> 27
c) Etablir que

— si A >0 alors (F) a une et une seule solution réelle

— si A <0 alors (F) a trois solutions réelles;

—si A = 0 alors (E) a deux solutions réelles, dont une peut étre considérée comme
« double ».



d) Etudier le cas particulier p = 0.

Dans toute la suite on considérera p non nul.

2) A présent, nous allons chercher les solutions de (E) dans le cas o1 I’on a A= 0.

a) Montrer qu'il existe (a,b) € R? tel que I'on ait : a + b= —q et ab = 72—1;5

b) En déduire 'existence de (u,v) € R? tels que : u® +v3 = —q et uv = —£. Donner
une expression possible pour u et v.

¢) Montrer que 'on a : (u + v)3 — 3uv(u +v) — (u® +v3) = 0.

d) En déduire la solution de I’équation (E) dans le cas oi 'on a A > 0.

e) On suppose dans cette question que 'on a A = 0.
i) A Taide des questions précédentes, donner une solution particuliére de (E) et montrer

o 3
qu’elle peut s’écrire sous la forme ?q.

i) Trouver (a, 8) € R? tel que : 2 + px + q = (l’ — %) (22 + ax + ).
iii) En déduire toutes les solutions de (E) et préciser la solution que 'on peut qualifier
de double.

f) Donner le nombre de solutions réelles et les solutions réelles de : 23 — 6z — 6 = 0.

3) Nous allons traiter le cas A < 0. On cherche une solution sous la forme zg =
\/_Tzlp cos(f) ou @ est 'inconnue.
a) Montrer que nécéssairement, on a : p < 0.

b) Montrer que zg est solution de (E) si et seulement si on a 4 cos3(8) — 3cos(f) =

=27
—q 4p3 -

¢) Montrer que pour tout u de R, on a 4 cos®(u) — 3 cos(u) = cos(3u).
d) Justifier 'existence de 6 €]0; 5[ pour que zg soit solution de (E).

e) Montrer que toutes les solutions de (F) sont _T4p cos(0), \/_Télpcos (04 2F) et

\/ —?4;) cos (6 + %’T) (on montrera bien que ces trois solutions sont deux a deux distintes).

f) Donner le nombre de solutions réelles et les solutions réelles de : 23 — 3z + 1 = 0.

4) Nous allons maintenant donner quelques clés pour résoudre une équation générale du
troisiéme degré du type : axz® + bx? +cx +d =0, (E'), avec (a,b,c,d) € R* x R3.
a) Montrer que (E’) est équivalent a équation :

b\* (e b2 b 2% b d .
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( 3a a 3a? 3a 27a®  3a®  a (E)
b) Expliquer ainsi comment on peut déterminer le nombre de solutions de (E’) et les
donner.
¢) Résoudre : 223 + 622 — 62 — 22 = 0.
Indications et Commentaires : 1.c) Utiliser la tableau de variation de f et regarder les signes de
f(a) et f(—a). Ne pas ooublier de regarder le signe de p.
1.d) Etudier les variations de = — 2® + q.
2.b) Utiliser 1.d) pour l'existence de u et v tels que 'on ait u® = a et v® = b. Toujours en utlisant la
méme question en déduire que (wv)® = (—p/3)® implique que 'on a uv = —p/3. Pour trouver u et v,
chercher d’abord a et b en cherchant les solutions de z? 4+ gz — 5= =0.

2.d) u + v est une solution de (E).
2.e.i)u + v est une solution de (E) et donner une expression simplifiée de celle-ci en tenant compte de



A = 0. Pour avoir 3¢/p, injecter la solution trouvée dans I’équation (E).

3.b) Se rappeler que |z| = V2.

3.c) Ecrire cos(3u) = cos(2u + u) et se rappeler des formules avec cos(2u) et sin(2u).

3.d) On a cos(30) = —¢q 27237 et ceci n’est possible que si —gy/—27/4p3 est dans [—1,1]. Montrer que
lon a |gy/—27/4p%| < 1 a l'aide de A < 0.

3.e) Remplacer dans les questions précédentes 0 par 6-+27/3 et +47/3. Vérifier que cos(f), cos(0+27/3)
et cos(f + 47 /3) sont deux & deux distincts. Pour ceci se rappeler & quelle condition cos(a) = cos(b) et
raisonner avec les mesures principales.

4.a) Une remarque sur ce calcul : le but est d’enlever le terme en 2 et donc le but est d’intégrer celui-ci
dans une produit remarquable d’ot le premier terme (x + b/3a)?.

4.b) Former une équation de X ot 'on a X = x + b/3a et reconnaitre un type d’équation déja étudié.
Corrections.

1.a) Immédiatement, on a : f'(z) = 322 4 p. Si p > 0 alors f' > 0 et donc f est strictement croissante
de limite —oo et 400 en respectivement —oo et +oco. Etant continue f prend donc toutes les valeurs
de R. Donc il existe zo tel que l'on ait f(zo) = 0 et donc zo est une solution de (E). De plus f est
strictement croissante donc elle ne s’annule qu'une fois. Donc xo est la seule solution de (E) et par
conséquent I’équation (E) (i.e. f(z) = 0) a une unique solution réelle.
b) Pour p < 0 on note (dans toute la suite) o = /—Z.

On peut alors écrire : f'(z) = 3(z® — o®) = 3(z — a)(z + @), ce qui donne le signe de f’(z) et permet de
trouver :

x —00 —Q a +00
f'(@) + 0 - 0 +
+oo
—00
Par ailleurs si ¢ = £1 et en remarquant que 'on a o® = o?a = —%a,ona:

flea) = fsga +epa+q= q+62P%.

Dot : f(a)f(~a) = (¢+ %) (¢ — %2) = ¢* — (%) = ¢ + & = 2.
)

— Si A < 0, nécessairement p < 0, et par la question précédente f(a)f(—a) < 0. Ainsi f(a) et f(—a)
sont de signe contraire. Le tableau de variations de f dressé a la question précédente permet de voir
que f(—a) > 0> f(a) puis que f s’annule exactement trois fois : une fois sur chacun des intervalles
]| —o0,—al, ]| — a,qf et Ja, +oo].

- Si A >0etsip>0alors d’aprés la question 1.a), (E) a une unique solution réelle.

— Si A > 0etsip< 0 alors par la question précédente on voit que f(«) et f(—«) ont le méme signe;
puis grace au tableau de variations on constate que f s’annule une seule fois : ou bien sur | — co, —a[
ou bien sur ]a, +oo[ suivant le signe commun de f(a) et f(—a).

— Si A = 0 alors nécessairement p < 0, de sorte que 'on peut appliquer les résultats de la question
précédente : f(a) = 0 ou f(—a) = 0. La encore le tableau de variations permet de conclure que f a
deux racines réelles dont 'une est +a que 'on considére comme étant une « racine double ».

1 A>0
— En résumé : (E) a exactement < 2  solutions suivant que ¢ A =0
3 A <O0.

d) Si p est nul, alors (E) devient z® 4+ ¢ = 0. La fonction f : x — 2® + ¢ est strictement croissante
comme somme d’une fonction strictement croissante et d’une fonction constante. Elle est continue
et elle a pour limites —co et +00 en respectivement —oo et +oo. Elle prend donc toutes les valeurs
de R. Donc il existe zo tel que l'on ait f(xo) = 0 et donc zo est une solution de (E). De plus f est



strictement croissante donc elle ne s’annule qu’une fois. Donc zo est la seule solution de (F). Ainsi

(F) admet une unique solution que l'on peut noter /—gq.
a) Le couple (a,b) vérifiant a + b = —q et ab = zi; sont les racines du trinéme du second degré :
T +qa:— 2’ Le discriminant de ce polynome est g —|— = qu1 est positif. Ainsi le trinéme 2 +qgz— 2—?7’

admet blen deux racines a et b (éventuellement confondues) qui vérifiant donc les propriétés voulues.
b) En utilisant la question 1.d), les équations z° — a et * — b admettent une unique solution que

’on note respectivement v et v. On a donc u® = a et v® = b3, Ainsi on a (uwv)® = ab = (%p)s Comme

’équation > + (%)3 = 0 admet une unique solution grace & la question 1.d) et que uv et = sont tous

les deux solutions de cette équation, on a donc : uv = =P.

Cherchons une expression possible pour a et b. Grace a la question précédente, on a

_ 4 ./ 4p3+27¢2 4p342742
= q 27 27
- 2 \/ 2 \/

c) Ona: (u+v)? — 3uv( u+v) (u® +wv )—u + 03 4 3u?v + 3uv? — 3uv — 3ur? —u — v =0.
d) Grace a la question précédente, on a donc : (u+v)* +p(u-+v) +¢q = 0. Ainsi u+v est une solution
particuliére de (E) qui s’écrit :

Dans notre cas (E) admet une seule solution, c’est donc 'unique solution de (E).

e) i) En utilisant la question 2.c), u + v est encore une solution particuliére de (E). Dans notre cas

comme on a A = 0, on a donc (%)2 + (§)3 = 0. Ainsi 2{/ ¢ est une solution particuli¢re de (E).

3
Donnons une autre expression de celle-ci. Cette solution vérifie donc : (2 3 ’2‘7> +2py/ St +q =0, soit

Sq +2p{/ 5t +q =0, soit 2p{/ 5L — 3¢ = 0 soit 2§/ 5? 3‘1 . Ainsi cette solution s’écrit aussi 7‘1.

ii) Pour tout x de R, on a : (m ) (2 +azx+B) = 2° + az? +6x z? 3qax 3q6 En identifiant,

on a
_3a¢ _ — 3¢
« 7 0 a= v
q —
p-Fa=p & B-la=p
_3ap —_2
) /8 =4q ﬁ - 3
E t les égalités o = 34 et B = —2 890 = —2 % Mai A =0 soit ¢ = 42
n ayant les égalités a = <1 et f = —%, ona f—la= § — = - Mais nous avons A = 0 soit ¢° = =77
etdonconaﬂ—?a_ ”+41’:p
iii) Cherchons donc les racines de 2% + ﬂaz — £. Le discriminant de ce trinéme du second degré est
2 2 3
997 4 dp _ 279 A" _ A _ () Ainsi 'équation admet une racine double qui est —3%Z. Comme on est
p 3 3p 3p

dans le cas A = 0, on a exactement deux solutions distinctes qui sont 32 et — 3‘1. Ces solut10ns sont bien
distinctes car ¢ est non nul. En effet si ¢ est nul alors on a 0 = A = 4p et donc p est nul, ce qui est
contradictoire.

f) Calculons le discriminant de cette équation. On a A = 4 x (—6)%+27 x (—6)? = 108 > 0 L’équation
admet donc une unique solution réelle.
En utilisant la formule précédente, cette solution réelle est donnée par

. g_\/(26)2+<36>3+3 g+\/<26)2+(36)3— V3 VI B+ Y3+ 8= a4 V4

3a)Ona27q +4p® < 0 soit p3 < — < 0. On a donc : p < 0.

b) On a 2} +pro +q= (#)5 cos (9) +p 4” cos(f) 4+ g. On a par ailleurs /p? = |p| = —p, car
p est négatif. On a donc



3+ pro+q= \/42%53 cos?(0) — 1/9p* S22 cos(0) + ¢ = 1/% (4cos®(0) — 3cos(0)) + g. Ainsi z¢ est

une solution de (E) si et seulement si on a :

3
% (4cos3(9) —3cos(f)) +q=0
soit :
3
A (4cos®(0) — 3cos(0)) = —q
—27
soit :
5 97
4cos”(0) — 3cos(f) = —¢ g

c) Soit u € R. On a:
cos(3u) = cos(2u + u) = cos(2u) cos(u) — sin(2u) sin(u) = (2cos?(u) — 1) cos(u) — 2sin®(u) cos(u) =
2 cos® (u) — cos(u) — 2(1 — cos?(u)) cos(u) = 4 cos®(u) — 3 cos(u).

d) Grace aux deux questions précédentes, il faut donc chercher 6 vérifiant : cos(30) = —q _27
Comme la fonction cos atteint toutes les valeurs de intervalle [—1, 1], il suffit de montrer que —q 27237

est dans [—1, 1] soit ‘—q =2

<1.0rona ‘—q

27
p3

| -

car p est strictement négatif et donc —4p® est strcitement

ap3
On a A < 0 soit —4p® > 27q soit 1 >
positif. Ainsi on a

1/ 727‘1 < 1 et donc —¢q 3 est dans | — 1, 1[. Comme I'image de 0, 7| par la fonction cos est | — 1, 1],

43:

on a donc existence de E]O,ﬂ[ tel que cos(p) = —¢q et donc en posant § = £, on a cos(36) =

43:

—q 27237, d’ot I'existence de 6 tel que xo soit solution de (E) et avec 6 dans |0, Z|.

e) En reprennant les notations de la question précédente, on a : cos (3 (0 + 2F)) = cos(30 + 27) =
cos(30) = —q,/ 27237. Donc 1/%41) cos (6 + %) est aussi une solution. On montre de méme que

\/Ecos (0 + 4—”) est une solution de (E). Ces trois solutions sont deux a deux distinctes. En effet
comme 6 est dans ]0, 5[, alors 6 + 27 est dans ]0,7[ et 6 4+ <F est dans ]0, 37 [.

Comme 6 et 6 + " sont dans ]O,Tr[ et que ces deux angles sont distincts, alors ils n’ont pas le méme
cosinus.

Montrons que cos (0 + %) est différent de cos (6) et de cos (0 4+ 2F). Raisonnons par I'absurde. On sup-
pose que l'on a cos (6 + &) = cos(f). Soit 6 et 6 + 1 ont la méme mesure principale, soit 6 + 2F et —6
ont la méme mesure principale. Le premier cas est exclus car 6 et 0 —|— == sont tous les deux dans [0, 2.
Pour le deux1eme cas, comme 27 — 0 est dans ]5’T 27|, alors c’est la mesure pr1nc1pale de —0 et donc on
a2m—60 =0+ 4. Ceci est impossible car 27 — 0 est dans ]57r 27| et 0 + AT est dans ]0 2.

On suppose maintenant que I’on a cos (9 + &) =cos (6 + 2F) . Ainsi soit 0 + et 6+ 48 ont la méme
mesure principale, soit 6 + 4—" et —0 — 7 ont la méme mesure principale. Le premler cas est impossible

car 0 + 2T et 6 + “T sont dans [0, 27]. Pour le deux1eme cas, comme 27 — 6 — 2% est dans ]7r 2], c’est
la mesure pr1nc1pale de —0 — —’T et donc on a 6 + =271 — 0 — ==, ce qui equlvaut af= 3 , ce qui est
exlus.

Ainsi les trois solutions de (E) qui sont deux a deux distinctes sont :

,/_T“’cos(e), ,/_T“’cos(ﬁnL 27 et ,/_T‘lpcos(0+%’r).
f) Ona A =4(-3)*+27x1 = —81 < 0. Ainsi I’équation admet trois solutions réelles. On cherche une
solution sous la forme /=2 cos(#) = 4/%2 cos(f) = 2cos(#). On doit avoir cos(30) = —q,/ 55 = —1.

27

Ainsi on a 30 = 2T soit # = 2. Ainsi les solutions de (E) sont données par 2cos (1), ZCOS (5) et

2cos (447) =2cos (—5F) =2cos (7).

4.a) Soit z € R. On a

C DN (e BN (b 2 b
3a a 3a? 3a 27a3  3a2  a

s, b o b b3 c b? cb b3 268 b d ar®+brP+cx+d
. .

32 T 275 T a T 32" T 302 T 00 T 278 32 T 0T a




Ainsi comme a est non nul, ’équation (E’) est équivalente a I’équation (E”).
b) Grace & la question précédente, on remarque qu'en posant X = z + 2=, résoudre E” (ce qui

équivalent & résoudre (E’)), revient 4 résoudre 'équation X° + (5 - i) X+ 205 by 4 = 0. Clest

a 3a? 27a3  3a2
P : 3 c b2 253 cb d At .
une équation du type X +pX +q =0, avec p= ¢ — 275 et ¢ = 573 — 575 + 5. Ainsi pour avoir les

solutions de (E”) ou de (E'), il suffit de connaitre les solutions de I’équation X* + pX + ¢ = 0 que on
sait résoudre. On trouve ainsi les X convenables, puis les z solutions de (E’).

c) On pose X =z + 525 =z + 1. On doit donc résoudre I'équation X° + (_—6 - ﬁ) X 4 2x6° 4

2 3x4 33x23
% + %22 =0, soit X —6X —6 = 0. On a déja vu que cette équation admet une seule solution réelle
qui est /2 + ¢4. Ainsi Péquation 223 + 6z2 — 6z — 22 = 0 admet une seule solution réelle qui est

V24 V4 -1 O
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