Différents points d’équilibre des triangles

A. Camanes

Niveau : PREMIERE ET PREPARATION DE LA TERMINALE S

Difficulté : Pas trop dur
Durée : 1 h

Rubrique(s) : Géométrie ( Barycentres - Triangles)

La petite histoire...Tout cet exercice est une histoire d’équilibre. Si vous prenez une barre de fer en
position horizontale et que vous voulez la poser en équilibre sur votre doigt, vous savez qu’il faut que
votre doigt se trouve au milieu de la barre. Si maintenant vous mettez un poulet & un bout et un poids
en plomb a I’autre bout, vous vous retrouvez avec une balance romaine et la position du point d’équilibre
vous donne le poids du poulet (connaissant le poids de la masse de plomb).
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Supposons maintenant que vous ayez un triangle avec des poids & chacun des sommets. Nous allons voir
dans cet exercice que, si les poids sont bien choisis, les points d’équilibre sont les points remarquables
du triangle.
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En accrochant les poids P4, Pp et Pc respectivement aux sommets A, B et C, nous
savons que le point d’équilibre est F donné par

P.EA+ PsEB+ P.EC = 0.

Dans tout cet exercice, il ne faut pas hésiter & dessiner des figures sur votre brouillon.

Exercice 1. On considére un triangle ABC non dégénéré (c’est-a-dire qu’il n’est pas
plat et que les trois sommets ne sont pas confondus). On note a (resp. b, ¢) la longueur
du coté [BC| (resp. [AC], [AB]). On appelle a (resp. 3, v) 'angle CAB (resp. @,
§C\A) On suppose que les trois angles «, 3, v sont des angles aigus.

1) Dessinez ce triangle en faisant apparaitre les grandeurs caractéristiques décrites ci-
dessus.



2) En écrivant de trois maniéres différentes l'aire A du triangle ABC, montrer la formule

des sinus
a b & abe

sina sinp - sin 7y T oA

3) Soit G le point du plan qui satisfait
GA+GB+GC=T.

Montrer que G est le point d’intersection des médianes du triangle. Quels poids suffit-il
de fixer en les sommets A, B, C' pour que le triangle suspendu par le point G se trouve
en équilibre ?

G est appelé lisobarycentre (ou le centre de gravité) du triangle ABC.

4) On suppose que 'on suspend au sommet A un poids de masse a kilogrammes, au
sommet B un poids de b kilogrammes et on sommet C un poids de ¢ kilogrammes. On
va montrer que le point I d’intersection des bissectrices du triangle satisfait la relation

aﬁ%—bﬁ—kcm:ﬁ.

Pour cela, on note Ay (resp. Bi, C1) lintersection de la bissectrice issue de A (resp.
B, C) avec le coté [BC| (resp. [AC], [AB)).

a) Montrer, en utilisant la formule des sinus, que ¢ x A;C = b x BA;. En déduire que
Aj est le barycentre des points pondérés bx@ + cm = ﬁ

b) Soit M; le barycentre des points pondérés ((A4,a),(B,b),(C,c)). Montrer que M;
est le point de concours des bissectrices et en déduire la relation annoncée.
I est également le centre du cercle inscrit au triangle ABC.

5) On suppose que l'on suspend au sommet A un poids de masse m; = acos 3 cos~y
kilogrammes, au sommet B un poids de masse mgo = bcosacos~y kilogrammes et au
sommet C un poids de masse ms = ccosacosf kilogrammes. On va montrer que le
point H d’intersection des hauteurs du triangle satisfait la relation

mlﬁ + mzﬁ + m;),ﬁ = 6>

On note As le pied de la hauteur issue de A, B le pied de la hauteur issue de B et Cy
le pied de la hauteur issue de C.
a) Montrer que

bcos a cos 7A2§ + ccos acos BAQQ% = 6>

b) Notons My le barycentre des points pondérés ((A,my), (B, m2), (C, ms3)). Montrer
que Ms est le point de concours des hauteurs et en déduire la relation annoncée.
H est appelé orthocentre.

6) On suppose que 'on suspend au sommet A un poids de masse M; = acosa kilo-
gramines, au sommet B un poids de My = bcos 3 kilogrammes et au sommet C un
poids de M3 = ccos~y kilogrammes. On va montrer que le point O d’intersection des
meédiatrices satisfait

MOA + MyOE + M3OC = 0.



On appelle A3 le milieu du segment [BC], B3 le milieu du segment [AC] et C3 le milieu
du segment [AB].

a) Montrer que le triangle A3B3C5 est semblable au triangle ABC.

b) Notons O le point de concours des médiatrices. Montrer que O satisfait la relation
souhaitée.
O est également le centre du cercle circonscrit au triangle.

Indications et Commentaires : 4.a) Utiliser plusieurs fois la formule des sinus de la question 2).
6.a) Pensez au théoréme de Thalés.
6.b) Question difficile, utilisez la formule d’Al-Kashi.

Corrections.

1)

2) Dans le triangle ABC, la hauteur issue de A mesure bsin~y, celle issue de B mesure csin« et celle
issue de C' mesure asin 8. En rappelant que l'aire d’un triangle est égale au produit de la base par la
hauteur divisé par deux, ’aire du triangle ABC' vaut :

1 1 1
iabsin’y = §bcsina = §acsinﬁ.

Ainsi, en notant A l'aire du triangle ABC),

a b c abc

sina  sinf - siny T oA
3) Notons I (resp. J, K) le milieu du segment [BC] (resp. [AC], [AB]). On rappelle que
B+1C=T
JA+IC=T

KA+KB=71
Ainsi, comme

GA+GB+GC =T,

WGE+GC=T0.

Ainsi, G appartient a la droite (K C) qui est la médiane du triangle ABC issue de C.

On montre de maniére analogue que G appartient a chacune des médiatrices du triangle ABC et appar-
tient donc & leur intersection.

En suspendant des masses égales en chacun des sommets du triangle, on peut le poser en équilibre sur
le point G. Faites ’expérience en posant en équilibre un triangle de papier sur votre compas!

4.a) En appliquant la formule des sinus de la question précédente au triangle AA;C,

AC AA

- . .
sin g  sinvy

En appliquant la formule des sinus au triangle AA; B,

BA, _ AA,

sing  sing’




Ainsi, en utilisant également la question 2), on obtient

AC sinB b

BA;,  siny ¢

Les vecteurs BA; et A;C' étant colinéaires et de méme sens,

bB—Al)zcm

bm+cm f

et Ay = B((B;b)(C;¢)).
b) On montre de maniére analogue que
aB1Z + CBli% = s

0
aCiA+bCiB =10,

Notons Mi = B((A;a)(B;b)(C;c)). En utilisant la propriété d’associativité des barycentres, on a My =
B((Ci;a+¢)(C;c)) et My appartient a la bissectrice issue de C. On montre de méme que M; appartient
aux bissectrices de A et B. Ainsi, M; est le point de concours des bissectrices et M7 = I.

Finalement, comme I = B((A4;a)(B;b)(C;c)), on obtient bien

aI_/ierI?JrcI@:?.

5.a)
A
B
Cy 2
B Ao C
Dans le triangle ABA> rectangle en As,
AsB
cosfB = pat
Dans le triangle AC A, rectangle en A,
A
cosy = ——.

Ainsi, bcosyA2B = ccos BA2C. De plus, les points B, As et C sont alignés dans cet ordre puisque les
angles du triangle ABC' sont aigus,

bcosvm + ccosﬁm = 6)
bcosacos*ym + ccosacos/j‘m = 6>
b) On montre de maniére analogue que

acosﬁcos'yszl + ccosacosﬂBﬁ = ﬁ
acos,@cos*yCﬁ + bcosacosv@ = 6>

Notons
My = B((A; acos B cosy)(B;bcos acosy)(C; ccos acos 3)).
En utilisant I’associativité des barycentres, on montre que Mz € (A2A) N (B2B) N (C2C). Prouvons le

directement pour la premiére droite, c’est & dire montrons que My € (A2A), en redémontrant dans ce
cas particulier ’associativité du barycentre.

—_—
6> = aCOSBCOS’yMzA-f—bCOSOéCOS’yMzg-‘rCCOSOéCOSﬁMzZ%
— oA+ B —
ﬁ = acosBcosyMaA+ beosacosy(MaAz + Ao )+ccosacos,8(M2A2+A28)
—
6> = acosﬂcos*yMQZ—|—(bcosacos'y—|—ccosacos,8)M2A2.



Ainsi, My est le point de concours des hauteurs du triangle ABC et M, = H. Donc, H =
B((A; acos B cosv)(B;bcosacosy)(C;ccosacos ) et on a bien

acosﬁcosvfﬂ)—f— bcosacos'yﬁ —I—ccosacosﬁ]ﬁ = 6>

6.a) En utilisant le théoréme de Thalés, on a
AsBy = —LAB, A;Cy = —1AC, BsCs = —1BC.

Ainsi, le triangle A3 BsC'3 est semblable au triangle ABC.
b) Commengons par faire un dessin

Comme les médiatrices du triangle ABC sont les hauteurs du triangle As B3Cs, ces droites sont concour-
rantes en un point O et, en utilisant la question précédente,

— — —
% cos S cosyOAs + % cos acos YO B3 + % cosacos fOCs = 0.

Comme Ajz est le milieu de [BC], on a également en utilisant deux fois la relation de Chasles puis en
additionnant les résultats obtenus,

O—A:::O?-Q-BA?,

— 0B - CA;,
OA; = OC + CA;
OA; = %(cﬁ@oﬁ).
De maniére analogue,
OB, = %((ﬁw(ﬁ).
0C; = %(@i-ﬁ—O.B)).

Finalement, en remplagant dans la relation initiale, on obtient
— oB
cosa(bcosy + ccos B)OA + cos B(acosy + ccos a)OB + cosy(acos 3 + bcos a)OE% -0

Enfin, en utilisant la formule d’Al-Kashi, on a

2

A = dA+b- 2ab cos y
¥ = a*+c® —2accosf
bcosy+ccosf = a.

Finalement, on obtient comme suggéré par I’énoncé

acosaO_zzl—i— bcosﬁ(ﬁ—kccos*yO?’ = 8
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